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Vorwort des Ueberſetzers. 


Es iſt faſt unglaublich, was für verkehrte Vorſtellungen ſich viele Mathema- 
tiker und Philoſophen noch heutiges Tages von dem Weſen und dem Zwecke 
der höhern mathematiſchen Analyſis machen, welcher ſinn⸗ und bedeutungsloſe 
Formalismus bei der Begründung der Principien der höhern Analyſis in den 
meiften Lehrbüchen angewandt wird, auf was für grund- und bodenloſe Beweiſe, 
auf welche leere Tautologien und logiſche Zirkel, überhaupt auf welche bevauer- - 
liche Berfehrtheiten man hier ftößt und endlich, was für wunderliche Einwürfe 
man gegen die Newton'ſche und Leibnitz'ſche Begründungsart der höhern 
Analyfis gemacht Hat. Sp ſetzt man 3. DB. fehr oft bei der Debuction ber 
Prineipien der Differenzialrechnung die Entwickelung der Functionen in Reihen 
als befannt voraus, und wendet umgelehrt tie Taylor’fhe und Maclau- 
rin'ſche Formel auf die Entwickelung der Functionen in Reihen an und drehet 
fih fo im Kreiſe herum. 

Die Principien der Differenzialrechnung laſſen fich aber nicht blos auf die 
einfachfte und elegantefte Weife ohne die Einmifchung ver Reihenentwickelungen, 
welche nur falfche Borftellungen in dem Lernenden erwecken, und außerbem, 
wenn man xicht ganz finn- und gedankenlos operiren will, die Lehre von ber 
Eonvergenz ber Reihen als bekaunt vorausſetzen, ableiten, fondern fie müffen 
ohne dieſes Hülfsmittel, welches hier ganz überfläffig iſt, dirert aus dem DBe- 
griffe der fletig veränderlihen Größe und der Function berfelben 
beburirt werben; denn bie Differenzialrechnung gibt felbft erft bie birecteften 
und allgemeinften Formeln zur Entwidelung der Functionen in Reihen an 
die Hand, und außerdem find die Mittel, durch welche man in der Algebra 
oder niedern Analyfis 3. B. die Functionen a*, log. (1+x), sin.x ꝛc. in 
Reihen entwickelt, bei Lichte befehen, nichts als eine verſteckte und entftellte An- 
wendung der Mittel, welche die Differenziafrechnung zu vemfelben Zwede dar⸗ 
bietet; ꝛc. ꝛ⁊c. ꝛc. 

Ueberhaupt find die Operationen der höhern Analyſis einfache Grundope⸗ 
rationen, welche man unmittelbar und namentlich ohne die Anwendung eines fo 
ſchlüpfrigen und weitfchichtigen Hülfsmittels, wie die Theorie der Reiben, 

Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 
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begründen mug. Denn felbft dann, wenn die Reihen convergent find, Tann 
man auf unrichtige Refultate geführt werden, wie Cauchy gezeigt Hat. In⸗ 
deffen bat Cauchy und auch Cournot dennoch bei der Differenzirung ber 
Function a“ oder log. x Neihenentwidelungen angewandt, was Lebterer gar 
nicht nöthig gehabt hätte, da er vorher ($. 29) allgemein bewiejen hat, 
daß lim. ern im Allgemeinen, d. h. fo lange für x fein fpe- 
cieller Werth geſetzt wird, eriflirt; alfo auch in dem beſondern Falle 
f(x) — a" oder f(x) = log. x. 

Ramentlich ift es aber die gehörige, richtige und naturgemäße Entwidelung 
ber Grundbegriffe und des Gegenflandes ver höhern Analyfis, welche man 
in den meiften Lehrbüchern vergebens ſucht. Mean befinirt wohl, was 
unter der höhern Analyfis, unter Differenzial, Ableitung ic. zu verftehen fei; 
allein man zeigt nicht näher, worin das Wefen ver befinirten Gegenſtaͤnde 
befteht, worauf bie ganze Unterfuchung binausläuft, wie der menſchliche Geiſt 
bei der fortfchreitenden Entwickelung der mathematischen Wiſſenſchaft mit Noth- 
wendigkeit auf die Begriffe und Methoden ber höhern Analyfis geführt iſt. Daß 
der Begriff des unendlich Kleinen ober ber Grenze bei der analytifchen 
Behandlung fletig veränderliher Größen mentbehrlich ift, wenn man ſich 
nicht mit leeren Redensarten begnügen will, Ja, man bat bis auf die neuefte 
Zeit nicht einmal daran gebacht, die Exiſtenz des Objeetes derſelben, näm- 
ih ber Ableitung oder des Differenzialguotienten, allgemein uno 
fireng zu beweifen, ehe man zur Beſtimmung veffelben in ſperiellen Faͤllen 
fhreiten Tann, daß man die Principien der höhern Analyfis nur auf ftetige 
Aunchionen anwenven darf, ꝛc. ꝛc. ⁊c. 

Wie weit der gevanfenlofe Formalismus in dieſer Beziehung geht, ſieht 
man unter andern aus den Schriften des befannten Mathematifers M, Ohm 
in Berlin, der und fogar in der neueften Zeit in feiner Schrift: „Geift der 
mathemathiſchen Analyfis”, Berlin 1842, hat weiß machen wollen, bie 
Buchſtaben in den allgemeinen algebraifchen oder analytifchen Formeln dürften 
weder Größen, noch Zahlen bezeichnen, fie feien blos Träger (27) der Ope- 
rationen — und er meint damit das Wefen ber mathematifchen Analyfis zugleich 
abftracter und naturgemäßer aufzufaffen. — Wennn aber der Mathematifer in 
ver höhern Analyfis auch von der Größe und Zahl abftrahirt, fo bleibt ihm 
offenbar nichts mehr zu betrachten übrig, und feine Analyfis iſt nichts, als ein 
inbaltleeres und gebanfenlofes Zeichenfpiel. — 


Eine Folge von diefer abſurden Vorſtellung Ohm's iſt ed nun, daß er 
in Beziehung auf NReibenentwidelungen und deren Zuläffigkeit und Anmwenbbar” 
feit in der Analyfis nicht minder ungereimte Behauptungen aufſtellt. Er fagt 
z. B.: Man hat daher die allgemein richtigen Gleichungen: 
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1 0: 
Oıgzrirırino® + x’ — in iuf., 

1 1 1 1 1 er 
7 7 tra mtren 


woraus folgt: 

Dit trier L-isi 
und dieſe letzte Gleichung ſoll nach Ohm's Behauptung ebenfalls allgemein, 
d. 9. fo lange richtig fein, ald man fi) unter x weder eine reelle, noch eine 
imagindre Zahl denkt. — Was ſoll man fich aber unter x denken? Woran 
anders, als an Zahlen Tann man aber arithmetifche Operationen vornehmen? — 
Das ganze Gerede des Herrn Ohm iſt offenbar eine radicale Abſurdität. — 

Nah der unter allen Mathematikern der Erbe üblichen Sprache haben die 
Reihen (1) und (2) Feine allgemeine Gültigkeit, weil die erfte für jeden 
Werth von x > 1 und die zweite für jeden Werth von x <1 divergent 
wird. Folglich kann die Gleichung (3) für gar feinen Werth von x flattfin- 
ben, d.h. fie ift ein analytifches Abſurdum; denn eine Kormel, worin man 
fi unter den darin vorkommenden Buchſtaben weder reelle, noch imaginäre 
Zahlen over Größen benfen darf, iſt ein völlig finn- und bedeutungsloſes Ding. 
Eine analytifche Formel ift nur dann allgemein gültig, wenn fie für jeden 
reellen oder imaginären Werth der darin vorkommenden Buchſtaben ſtattfindet, 
und wenn biefes nicht der Fall ift, fo Hat man zu unterfuchen, innerhalb wel- 
her Grenzen diefe Bedingung erfüllt wird, damit man ver Formel Feine grö⸗ 
Fere Allgemeinheit beilegt, als fle wirklich varbietet. — So etwas nennt nun 
Herr Ohm „Geiſt der matbematifhen Analyfis“!! — 

Gegen folhen begriffsiofen Formalismus und Mechanismus in der Mathe- 
matt, welchen wir bier nicht weiter verfolgen Tönnen, haben num bie reinen 
Philoſophen geeifert, welche das Weſen und vie Tendenz ber höhern Analyfis 
begreiflich zu entwideln gefucht haben, aber wegen Mangel an der erforverli- 
den Sachkenntniß ihrerfeits in die gröbften Irrthümer verfallen find, und flatt 
der ftrengen mathematifchen Entwidelung, bei weldher weder die Form, noch 
der Begriff vernachläffigt werben darf, weitfchweifige, nichtsſagende und verkehrte 
Raifonnements geben. Zum Beweiſe viefer Behauptung wird es genügen, 
einige Stellen aus Hegels „Wiffenfhaft der Logik“, Berlin 1833, und 
aus C. Frans „Philoſophie der Mathematik”, Leipzig 1842, wörtlich 
anzuführen. 

Hegel fagt S. 286 feiner Logik Theil L.: 

„Die gewöhnliche Beftimmung des mathematifchen Unendlichen iſt, dag es 
eine Größe fei, über welche es, — wenn fie als das Unenblichgroße — 
feine größere oder, — wenn fie als das Unenblichlleine beſtimmt iſt — 
Kleinere mehr gebe, oder die, in jenem Falle, größer, oder in diefem Halle 
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Vorwort des Ueberſetzers. 


&; ft faſt unglaublich, was für verkehrte Vorftellungen fih viele Mathema- 
tifer und Philofophen noch Heutiges Tages von dem Weſen und dem Zwecke 
der höhern mathematischen Analyfis machen, welcher finn- und bebeutungslofe 
Formalismus bei der Begründung ber Principien der höhern Analyſis in ven 
meiften Lehrbüchen angewandt wird, auf was für grund- und bodenloſe Beweife, 
auf welche leere Tautologien und Iogifche Zirkel, überhaupt auf welche bevauer- 
liche Berkehrtheiten man bier ftößt und endlich, was für wunderliche Einwürfe 
man gegen die Newton’fche und Leibnitz'ſche Begründungsart der höhern 
Analyfis gemacht Hat. So ſetzt man 3. DB. fehr oft bei der Deduction der 
Prineipien der Differenzialrechnung die Entwicfelung der Aunctionen in Reihen 
als befannt voraus, und wenvet umgefehrt vie Taylor’fhe und Maclau- 
rin'ſche Zormel auf die Entwickelung der Functionen in Reihen an und brebet 
fih fo im Rreife herum, 

Die Principien der Differenzialrechnung laſſen fih aber nicht blos auf die 
einfachfte und elegantefte Weife ohne die Einmifchung der Reihenentwidelungen, 
welche nur falfche Borftellungen in dem Lernenden erwecken, und außerbem, 
wenn man nicht ganz finn- und gedankenlos operiren will, die Lehre von ber 
Eonvergenz der Reihen als befannt vorausfegen, ableiten, fondern fie müffen 
ohne dieſes Hülfsmittel, welches hier ganz überflüffig ıft, dirert aus dem DBe- 
griffe der fletig veränderlihen Größe und der Function berfelben 
bebucirt werben; denn bie Differenzialrechnung gibt ſelbſt erft die birecteften 
und alfgemeinften Formeln zur Entwidelung der Functionen in Reihen an 
die Hand, und außerdem find bie Mittel, durch welche man in ver Algebra 
oder niedern Analyfis 3. B. die Functionen a*, log. (1+x), sin.x ır. in 
Reihen entwickelt, bei Lichte befehen, nichts als eine verſteckte und entſtellte An- 
wendung ber Mittel, welche die Differenziafrechnung zu vemfelben Zwecke dar⸗ 
bietet; ꝛc. ꝛc. ıc. 

Deberhaupt find bie Operationen ber höhern Analyfis einfache Grunbope- 
ratignen, welche man unmittelbar und namentlich ohne die Anwendung eines fo 
ſchlüpfrigen und weitfchichtigen Hülfsmittels, wie die Theorie der Reiben, 

Cournot, Theorie der Functionen ıc. 
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begründen muß. Denn felbft dann, wenn die Reiben convergent find, Tann 
man auf unrichtige Nefultate geführt werden, wie Cauchy gezeigt hat. In⸗ 
deffen hat Cauchy und auch Cournot dennoch bei ver Differenzirung ber 
Function as oder log. x Reihenentwickelungen angewandt, was Lebterer gar 
nicht nöthig gehabt hätte, da er vorher ($. 29) allgemein bewiefen hat, 
daß lim. ——— im Allgemeinen, d. h. ſo lange für x kein ſpe⸗ 
cieller Werth geſetzt wird, exiſtirt; alſo auch in dem beſondern Falle 
f(x) = a" oder f(x) = log. x. 

Namentlich iſt e8 aber die gehörige, richtige und naturgemäße Entwidelung 
der Grundbegriffe und des Gegenflandes ver höhern Analyfis, welche man 
in den meiften Lehrbüchern vergebens ſucht. Dean definirt wohl, was 
unter ber höhern Analyfis, unter Differenzial, Ableitung sc. zu verftehen fer; 
allein man zeigt nicht näher, worin das Weſen ver befinirten Gegenſtände 
befteht, worauf die ganze Unterfuchung hinausläuft, wie der menſchliche Geift 
bei der fortfchreitennen Entwickelung der mathematischen Wiſſenſchaft mit Noth- 
wendigfeit auf die Begriffe und Methoden ber höhern Analyſis geführt if. Daß 
der Begriff des unendlich Kleinen ober ver Grenze bei ber analytifchen 
Behandlung fletig veränderliher Größen unentbehrlich ft, wenn man fi 
nicht mit Teeren Redensarten begnügen will. Ja, man hat bis auf bie neuefte 
Zeit nicht einmal daran gedacht, die Eriflenz des Objectes derſelben, näm⸗ 
ih der Ableitung oder des Differenzialqustienten, allgemein und 
fireng zu beweifen, ehe man zur Beſtimmung dveffelben in fberiellen Fällen 
fhreiten Tann, daß man die Principien der höhern Analyſis nur auf ftetige 
Functionen anwenven darf, ꝛc. ꝛc. ꝛc. 

Wie weit der gedankenloſe Formalismus in dieſer Beziehung geht, ſieht 
man unter andern aus den Schriften des bekannten Mathematikers M. Ohm 
in Berlin, der uns fogar in ver neueften Zeit in feiner Schrift: „Geiſt der 
mathbematbifhen Analyfis”, Berlin 1842, Hat weiß machen wollen, die 
Buchſtaben in den allgemeinen algebraifchen oder analytifchen Formeln dürften 
weder Größen, noch Zahlen bezeichnen, fie feien blos Träger (27) der Ope- 
rationen — und er meint damit dad Wefen der mathematifchen Analyfis zugleich 
abftracter und naturgemäßer aufzufaffen. — Wennn aber der Mathematiker in 
der höhern Analyfis auch von der Größe und Zahl abftrahirt, fo bleibt ihm 
offenbar nichts mehr zu betrachten übrig, und feine Analyfis iſt nichts, als ein 
inhaltleeres und gebanfenlofes Zeichenfpiel, — 

Eine Folge von diefer abfurden Vorftelung Ohm's iſt es num, daß er 
in Beziehung auf NReibenentwidelungen und deren Zuläfligleit und Anmwenpbar” 
keit in der Analyfis nicht minder ungereimte Behauptungen aufſtellt. Er fagt 
3. B.: Man hat daher die allgemein richtigen Gleichungen: 
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zZ Si-rteondenin inf., 
1 1 1 1 1 3 
—5 5 - - -, 


woraus folgt: 

($)1—x+r? — x’ +2 — in iof. = — — ö inf. 
und dieſe Teste Gleichung ſoll nah Ohm's Behauptung ebenfalls allgemein, 
d. 5. fo Tange richtig fein, als man fich unter x weder eine reelle, noch eine 
imaginäre Zahl denkt. — Was fol man fih aber unter x denfen? Woran 
anders, als an Zahlen Tann man aber arithmetifche Operationen vornehmen? — 
Das ganze Gerede des Herrn Ohm iſt offenbar eine radicale Abfurbität. — 

Nah der unter allen Mathematifern der Erbe üblichen Sprache haben die 
Heiden (1) und (2) Feine allgemeine Gültigkeit, weil bie erfte für jeven 
Werth von x > 1 und die zweite für jeden Werth von x <1 divergent 
wird. Folglich Tann die Gleichung (3) für gar feinen Werth von x flattfin- 
ben, d. h. fie ift ein analytifches Abſurdum; denn eine Formel, worin man 
fi unter den darin vorkommenden Buchſtaben weder reelle, noch imaginäre 
Zahlen oder Größen denken darf, iſt ein völlig finn- und beveutungslofes Ding. 
Eine analytifche Formel iſt nur dann allgemein gültig, wenn fie für jeden 
reellen ober imaginären Werth der darin vorkommenden Buchſtaben flattfinvet, 
und wenn dieſes nicht der Fall ift, fo hat man zu unterfuchen, innerhalb wel- 
der Grenzen diefe Bedingung erfüllt wird, damit man der Formel Feine grö- 
Bere Allgemeinheit beifegt, als fie wirklich varbietet. — Sp etwas nennt nun 
Herr Ohm „Geiſt der mathematifhen Analyfis«!! — 

Gegen ſolchen begriffsloſen Formalismus und Mechanismus in der Mathe 
matif, welchen wir bier nicht weiter verfolgen können, haben nun bie reinen 
Philoſophen geeifert, weldhe das Weſen und die Tendenz der höhern Analyfis 
begreiflich zu entwideln gefucht Haben, aber wegen Mangel an der erforderli⸗ 
hen Sachkenntniß ihrerfeits in die gröbften Irrthümer verfallen find, und flatt 
ver firengen mathematifchen Entwidelung, bei welcher weder bie Form, noch 
ber Begriff vernachlaͤſſigt werden darf, weitſchweifige, nichtsſagende und verkehrte 
Roifonnements geben. Zum Beweiſe diefer Behauptung wird es genügen, 
einige Stellen aus Hegels „Wiffenfhaft ver Logik“, Berlin 1833, und 
aus C. Frantz „Philoſophie der Mathematik”, Leipzig 1842, wörtlich 
anzuführen. 

Hegel fagt S. 286 feiner Logik Theil I.: 

„Die gewöhnliche Beftimmung des mathematifchen Unenblichen iſt, daB es 
eine Größe fei, über welche es, — wenn fie als das Unendlichgroße — 
feine größere oder, — wenn fle als das Unendlichkleine beftimmt iſt — 
Heinere mehr gebe, over die, in jenem Falle, größer, over in biefem Kalle 
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Heiner fei, als jede beliebige Größe. — In diefer Definition iſt freilich der 
wahre Begriff nicht ausgedrückt, vielmehr nur, wie fchon bemerkt, derſelbe 
Widerſpruch, der im unendlichen Progrefle iſt; aber fehen wir, was an fich 
darin enthalten iſt. Cine Größe wird in ver Mathematik vefinirt, daß fie 
etwas fei, das vermehrt und vermindert werben könne; überhaupt alſo eine 
gleihgültige Grenze. Indem nun das Unenvlichgroße oder Kleine ein folches 
ift, Das nicht mehr vermehrt oder vermindert werben fünne, fo ift e8 in ber 
That Fein Quantum als folches mehr. Diefe Eonfequenz ift nothwendig umd 
unmittelbar.” ..... 

Solche Ungereimtheiten find noch Teinem Mathematiker eingefallen; viel- 
mehr verſteht derfelbe unter unendlich Fleinen und großen Größen folche, welche 
nah der Vorausſetzung, ober ihrer Natur nach reſp. Feiner ober größer ge— 
dacht werden können, als jede gegebene noch fo Fleine oder große Größe. 

Seite 298 fagt Hegel: „In dem Sinne, daß auch an die Stelle von 
x und y einer Junction eine unenpliche, d.h. unerfchöpfliche Menge von Zahlen 
gejegt werben könne, find a und b fo fehr veränderlihe Größen als jene, x, 
und y. Der Ausprud: „veränderlihe Größen”, iſt barum fehr vage, 
und unglücklich gewählt für Größebeſtimmungen, vie ihr Intereffe und ihre Be— 
handlungsart in etwas ganz Anderm liegen haben, als in ihrer bloßen Verän- 
derlichkeit.“ 

So etwas kann nur ein völliger Nichtkenner des Gegenſtandes, wie He— 
gel, ſagen; denn es iſt ein weſentlicher Unterſchied zwiſchen einer bloß allge- 
meinen und einer ſtetig veränderlichen Größe. So z. B. kann in ber 
Gleichung des Kreiſes y2 + x? — r? der Halbmeſſer r zwar einen beliebigen 
Werth haben, aber wird nicht wie x und yals ftetig veränderlich gedacht. — 

©. 299 fagt Hegel ferner: „Das Verhältniß einer Größe zur Potenz iſt 
nicht ein Quantum, fondern wefentlich qualitatives Berhältnig; das Potenzver- 
hältniß ıft der Umftand, der als Grundbeſtimmung anzufehen if. — In ber 


Tunchon der geraden Linie y= ax aber = ein gewöhnlicher Bruch 
und Quotient; diefe Function iſt daher nur formell eine Function von ver- 
änderlichen Größen, oder x und y find bier was a und b in u. fie find 


nicht in derjenigen Beftimmung, in welcher die Differential- und Integralrerh- 
nung fie betrachtet. — Wegen ver befondern Natur der veränderlichen Größen 
in biefer Betrachtungsweife wäre e8 zweckmäßig gewefen, für fie fowohl einen 
befondern Namen, ald andere Bezeichnungen einzuführen, als die gewöhnlichen 
der unbefannten Größen in jeder enblichen, beftimmten over unbeflimmten Glei⸗ 
hung; um ihrer weſentlichen Verſchiedenheit willen von folchen bloß unbelann- 
ten Größen, die an ſich vollkommen beftimmte Ouanta, ober ein beftimmter 
Umfang von beftimmten Quantis find, — Es iſt auch nur der Mangel des 
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Bewußtſeins, über bie Eigenthümlichfeit veffen, was das Intereſſe der höhern 
Analyſis ausmacht, und das Bedürfniß und die Erfindung des Differential 
Kalküls herbeigeführt hat, daß Functionen des erfien Grades wie bie 
Gleihung der geraden Linie in die Behandlung dieſes Kalkuls 
für fich mit Hereingenommen werben; feinen Antheil an ſolchem Kor- 
malismus hat ferner der Mißverſtand, der die am fich richtige Forberung ber 
Berallgemeinerung einer Methobe dadurch zu erfüllen meint, daß bie ſpecifiſche 
Beflimmtheit, auf die fih das Bedürfniß gründet, weggelaffen wird, fo daß es 
bafür gilt, als ob es fich in biefem Felde nur um veränberliche Größen über- 
haupt handle. Es wäre wohl viel Formalismus in ben Betrachtungen biefer 
Gegenftände, wie in der Behandlung erfpart worden, wenn man eingejehen 
hätte, daß verfelbe nicht veränderlihe Größen als ſolche, fondern Poten- 
zenbeftlimmungen betreffe.“ ..... 

Sole Reden faun um ein ber Sache völlig Unkundiger führen. Denn 


gerade um für = einen beſtimmten Werth zu erhalten, wenn der Werth 





A 401 Ay dy Iy. 
von x firirt wird, muß man lim. — -ı ftatt Ir betrachten, d. 
h. man muß eben den Fall einer beliebigen Function auf den der Function 
y Ay dy 


y=ax bes erflen Grades, für welche ohne weiteres Zu 7 


= a if, zurüdführen. Hegel meint nämlich in allem Ernfte, der Zwed und 
Gegenſtand der Differenzialrechnung fei das Depotenziren, das Herabfegen 
anf eine niedrigere Potenz, weil er bei dem Durchblättern mathematischer 





2 
Werke bemerkt hat, daß wenn v= x" if, dr = ng"-1, dey —n(a—1)x0-2, 
dx dx? 


x. if, Wie fleht es denn aber mit den Functionen a, e*, log. x, sin.x, 
cos. x, 0.2% — — 6. 303 feiner Logik fagt Hegel: „Es find Größen 
verflanden in ihrem Verſchwinden, d. 5. die nicht mehr Duanta find; ferner 
nicht Verhaͤltniſſe beflimmter Theile, fondern die Grenzen des Verhältniſſes. 
Es follen alfo ſowohl die Duanta für fi die Seiten bes Ber- 
hältniffes, als damit auch das Verhältniß (NH, infofern es ein 
Duantum wäre, verfhwinden; die Grenze des Größen-Verhältniſſes if, 
worin es iſt und nicht iſt; dieß heißt genauer, worin das Quantum ver- 
ſchwunden, und damit das Verhältnig nur als qualitatives Ouantitäts-Berhält- 
niß (2), und bie Seiten deſſelben ebenfo als qualitative Quantitaͤts⸗Momente 
erhalten find”... | | 

Die Mathematik operirt überall nur mit Duantitäten; denn wo Oua⸗ 
Iitäten in Betracht fommen, 3.3. die Krümmung ber Linien und Flächen zc. 
ba müſſen Onantitäten dafür fubflituirt werden. Daß bas in Rebe ſtehende 
Verhaͤltniß unter der Form I erfcheint, bat bloß in ver allgemeinen Bezeichnung 
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der Funetionen feinen Grund und kann ganz vermieden werben, wenn man bie 
betrachtete Function nicht einem allgemeinen Zeichen, 3. B. y ober. £(x), gleich 
feßt, fondern bloß mit ihr feibft unmittelbar operirt. Daß aber bie fragliche 
Grenze im Allgemeinen für fletige Zunctionen immer exiflirt und nur für be⸗ 
fondere Werthe der unabhängigen Beränderlihen Null over unendlich werben 
Tann, laͤßt fich in aller Strenge nachweifen und muß, wie ſchon bemerkt, ge- 
rade zu erſt direct erwiefen werben. Es verhält fich Daher nicht fo mit dieſem 
Berhältniffe, wie Hegel meint, namlich daß es als Duantum verſchwinde. 

S. 310 der Hegel’fchen Logik heißt es: „Die Altern Analytifer machten 
fih hierüber weniger Skrupel; aber die Bemühungen ber Nenern gingen vor⸗ 
nehmlich dahin, den Kalkul des Unendlichen zur Evidenz ber eigentlich geo« 
metrifhen Methode zurüdzubringen und in ihr Die Strenge der Be- 
weife der Alten (— Ausprüde von Lagrange — in der Mathematik zu 
erreichen. Allein da das Princip der Analyfis des Unendlichen höherer Natur, 
als das Princip der Mathematik endlicher Größen if, fo mußte jene von ſelbſt 
fogleich auf jene Art von Evidenz Verzicht thun, wie die Philofophie auch 
auf diejenige Deutlichleit feinen Anſpruch machen kann, die die Wiffenichaften 
des Sinnlichen, 3. B. Naturgefchichte, Hat, und wie Eſſen und Trinken für 
ein verftänblicheres Geſchaͤft gilt, als Deuken und Begreifen.” ..... 

Das Hingt ſehr bedenklich, iſt aber glücklicherweife hinſichtlich der höhern 
mathematiſchen Analyfis völlig unwahr; denn die Principien der Differenzial- 
und Sutegralrechnung laſſen fich mit eben ber Evidenz begreifen, wie bie Lehren 
der Elementargenmetrie und Algebra, wooon namentlich das vorliegende Lehrbuch 
jedem Lefer den beften Beweis liefern kann. In Beziehung auf die Hegel’ 
ſche Philofophie mag der Ausſpruch Hegels wohl begründet fein. — 

©. 314 feiner Logik fagt Hegel: „Die Glieder der Reihe find bier nicht 
nur als Theile einer Summe anzujehen, fondern als qualitative Mo» 
mente eines Garzen des Begriffs. Hierdurch erhält pas Weglaflen ver 
übrigen Glieder, die der fchlechtunenvlichen Reihe angehören, eine gänzlich 
verfhiedene Bedentung von dem Weglaſſen aus dem Grunde der rela- 
tiven Kleinheit verfefben. Die newton'fche Auflöfung einer Aufgabe enthielt 
jenen Schler, nicht, weit in ihr Glieder der Reihe nur als Theile einer 
Summe, fonvdern weil das Glied, das die qualitative Beflimmung, 
auf die es ankam, enthält, nicht berüdfichtigt wurde.“ 

„Lagrange bat befannilich die urſprüngliche Methode Newton's, bie 
Methode der Reiben, wieder aufgenommen, um ber Schwierigkeiten, welche die 
Borftellung des Unenvlich-Kleinen, fo wie berienigen, welche bie Methode ber 
erſten und letzten Berhältniffe und Grenzen mit fich führt, überboben zu fein. 
Es iſt von feinem Funetionen⸗Kallul, deſſen fonftige Vorzüge in Rückſicht auf 
Präeifion, Abftraftion und Allgemeinheit anerlannt genug find, als hierher ge- 
hörig nur dieß anzuführen, daß er auf dem Zunbamentalfage beruht, daß die 
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Differenz, ohne daß fie Null werde, fo Flein angenommen werden könne, 
baß jedes Glied der Reihe bie Summe aller folgenden an Größe 
übertreffe. — Es wird auch in dieſer Methode von ben Rategorien vom 
Zuwachs und son ber Differenz ber Function angefangen, deren veränberliche 
Größe ven Zuwachs erhalte, womit die läflige Reihe hereinfommt, von ber 
urſprũnglichen Funktion; fo wie im Berfolg bie wegzulaflenden Glieder der 
Reige nur in der Rüdfiht, daß fie eine Summe konſtituiren, in Betracht 
kommen, und ber Grund, fie wegzulaflen, in das Relative ihres Ouantums 
gefeht wird. Die Weglaflung iſt alfo hier auch nicht für das Allgemeine auf 
den Geſichtspunkt zurüdgeführt, der Theils in einigen Anmwenbungen vorkommt, 
worin, wie vorhin erinnert, die Glieder der Reihe eine beflimmte qualitative 
Bebeutung haben follen und Glieder außer Acht gelaflen werben, nicht darum 
weil fie unbebeutenn an Größe find, ſondern weil fie unbedeutend der Ouali« 
tät nach find.” .... 

Es iſt Schon oben bemerkt, daß bei der Begründung ber Principien ber 
höhern Analyfis die Entwickelung der Functionen in Reihen eine ganz unnüße 
Procedur iſt; wenn fie aber einmal angewandt wird, fo muß die Reihe auch 
eonpergent fein. — Newton's Auflöfung war lediglich deßwegen falſch, 
weil er Orößen unberüdfichtigt gelaffen hatte, die ihrer Duantität, aber nicht 
ihrer Qualität wegen in Rechnung gebracht werben mußten; denn mit Oua⸗ 
litäten rechnet man überhaupt nicht, — Die Lagrange’iche Begründungsart 
ber höhern Analyfis ift die begriffiofefte, willführfichfte und vageſte von alfen, 
wie man ſchon feit vielen jahren eingefehen bat und namentlich auch von 
Eournot in biefem Werke näher nachgewieſen iſt. 

S. 330 und folgg. in Hegel’s Logif heißt es: „Die ausdrückliche quali» 
tative Größenbeflimmiheit bezieht fich fomit, wie gleichfalls fchon erinnert, we⸗ 
fentiich auf Hotenzenbeflimmungen(??), und ba die Differenzialrechnung das 
Specififde hat, mit qualitativen Grdßenformen zu operiven, fo muß ihr eigen- 
tümlicher mathematiſcher Gegenftand die Behandlung von Potenzenformen 
fein (?%), und die ſaͤmmtlichen Aufgaben und deren Auflöfungen, zu deren Behuf 
die Differenzialrechnung gebraucht wird, zeigen es, daß das Intereſſe allein in 
der Behandlung von Potenzenbeftimmungen als folchen Liegt." ... AU 

„Die Rategorieen von veränderlichen Größen, Funktionen und vergleichen 
find darum für bie fpecifiiche Größebeftimmtheit, die hier in Rebe fleht, nur for- 
meitl??), wie vorhin gefagt worben ift, weil fie von einer Allgemeinheit find, 
in welcher dasjenige Specifiiche, worauf das ganze Intereſſe des Differenzial- 
kalkals gebt, noch nicht enthalten ift, noch daraus durch Analyfe explicirt werden 
Iann; fie find für fich einfache, unbeventende, Yeichte Beflimmungen, bie nur 
erſt ſchwierig gemacht werden, infofern das in fie gelegt werden fol, damit es 
dann aus ihnen abgeleitet werben fonne, was nicht in ihnen Liegt, nämlich bie 
ſpeciſiſche Beſtimmung der Differenzialrecgnung.“ .... (2? — —) 
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„Es Tann hierzu etwa bemerkt werben, daß, indem nur um ber Entwide- 
Iung willen ein Zuwachs angenommen ift, ber ohne Quantum ſei (7), es am 
geſchickteſten geweſen wäre, 1 (das Eins) dafür zu nehmen, indem verfelbe in 
der Entwickelung immer nur als Factor vorkommt, womit eben der Factor Eins 
den Zwed erfüllt, daß Feine quantitative Beftimmtheit und Veränderung burd) 
den Zuwachs gefegt werden folle; dagegen dx mit ber falfchen Vorſtellung von 
einer quantitativen Differenz, und andere Zeichen, wie i, mit dem hier unnüßen 
Scheine von Allgemeinheit behaftet, immer das Ausfehen und die Praͤtenfion 
von einem Duantum und deffen Potenzen haben; welche Prätenfion dann 
bie Mühe herbeibringt, fie beffenungeachtet wegzubringen und wegzt- 
laffen.” .... CH 

„Weber ‘die Anwendbarkeit aber ergibt fih zunähft aus der Natur der 
Sache, ohne noch aus den Fällen ver Anwendung felbft zu fihließen, vermöge 
ber aufgezeigten Geftalt der Potenzenmomente, von felbft Folgendes. Die 
Entwicelung der Potenzengrößen, wodurch fich die Functionen ihrer Potenzirung 
ergeben, enthält, von näherer Beflimmung abflrahirt, zunächſt überhaupt bie 
Herabfesgung der Größe auf die nächſt niedrigere Potenz. Die Anwend- 
barkeit dieſer Operation findet alfo bei ſolchen Gegenſtänden ftatt, bei 
welchen gleichfalls ein folder Unterfchien von Potenzenbeftimmungen vorhanden iſt.“ 

„Es bietet ſich Hierbei aber die Bemerkung an, daß es fich Feineswegs 
von felbft verfteht, daß ſolche abgeleitete Gleichung auch richtig iſt (nämlich 
daß aus 2 — ax — b—=O folge 2x — a=0) Bei einer Gleichung mit 
zwei veränberlichen Größen, die darum, daß fie veränverliche find, den Cha⸗ 
rafter unbekannte Größen zu fein nicht verlieren, kommt, wie oben betrachtet 
wurbe, nur ein Berhältniß heraus ans dem angegebenen einfachen Grunde, 
weil durch das Subſtituiren der Functionen der Potenzirung an bie Stelle der 
Hotenzen felbft der Werth der beiden Glieder der Gleichung verändert wird, 
und es für fich felbft noch unbefannt ıft, ob auch zwilchen ihnen bei fo verän- 


berten Werthen noch eine Gleichung flattfinde. Die Gleichung = =—=P vrüdt 


gar nichts weiter aus, als daß P ein Verbältnig iſt, und es if dem = 
fonft Fein reeller Sinn zuzuſchreiben. Bon dieſem Verhältng = P ift es aber 
ebenfo noch unbefannt, welchem andern Berhältniffe e8 gleich ſeie; folche 
Gleichung, die Propsrtionalität, gibt demfelben erſt einen Werth und 
Bedeutung.” ..... 

„Mit dem Weglafien ver Conftanten hängt eine ähnliche Bemerkung zufam- 
men, die über die Namen von Differentiation und Integration gemacht werten 
Tann, al& früher über den endlichen und unendlichen Ausdruck gemacht wurbe, 
daß nämlich in ihrer Beſtimmung vielmehr das Gegentheil von dem Tiegt, was 
der Ausdruck beſagt. Differentiiren bezeichnet das Seben von Differenzen; 
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durch das Differentiiren aber wird eine Gleichung vielmehr auf weniger Dimen⸗ 
ſionen herabgebracht, durch das Weglaſſen der Conſtante wird ein Moment der 
Beſtimmtheit hinweggenommen; wie bemerkt, werben bie Wurzeln ber veraͤnder⸗ 
lichen Größe (?) auf eine Gleichheit gefegt, Die Differenz alfo derſelben 
aufgehoben. In ver Integration hingegen fol die Eonflante wieder binzu- 
gefeßt werden; die Gleichung wird dadurch allerbings, aber in dem Sinne 
integrirt, daß die vorher aufgehobene Differenz der Wurzeln C?? Bflih!) 
wieder hergefiellt, das Gleichgeſetzte wieder bifferenziirt wird. — Der 
gewöhnliche Ausdruck trägt dazu ‚bei, die weientliche Natur ver Sache in Schat⸗ 
ten zu fegen und Alles auf ben untergeorbneten, ja der Hauptſache fremdartigen 
Geſichtspunkt Theils der unendlich Heinen Differenz, des Inkrements und der⸗ 
gleichen, Theils der bloßen Differenz überhaupt zwifchen ber gegebenen und 
ber abgeleiteten Function, ohne deren fpecififhen, d. i. ben qualitativen Unter 
ſchied zu bezeichnen, zu ſtellen.“ .... 

„Ebenſo der Differential- und Integralkalkul; für das diefem Kalkul Ange- 
hörige möchte der Name des Berhältniffes einer Potenzenfunftion und 
der Funktion ihrer Entwidelung oder Potenzirung der paffenbfte 
fein, weil er der Einfiht der Natur der Sache am nächften liegt.“... (?? —) 

Sole ſchiefe und verlehrte Anfichten, folhe durch und durch ungereimte 
Geſchwätze können nur von einem völligen Ignoranten in der höhern Analyfis 
aufgeftellt werben, und es wirb wohl nicht nöthig fein, auch nur noch ein Wort 
zur Wiverlegung derfelben bier zu verlieren. Hegel fagt zwar in feiner Natur- 
philofophie: „Die philoſophiſche Weiſe ver Darftellung iſt nicht eine Willfür, 
auch einmal zur Beränderung auf dem Kopf zu gehen, nachdem man eine lange 
Weile auf den Beinen gegangen ift, oder fein Alltagsgeficht auch einmal bemalt 
zu ſehen.“ Allein nad) dem, was er als Philoſophie der Mathematik und Natur 
wiffenfihaften zu Tage geförbert bat, follte man faft glauben, er hätte dieſes 
Prineip bei feinen Arbeiten auf biefem Felde wirflih zum Grunde gelegt; 
denn es gehört wirklich eine unbefchreibliche Ignoranz, oder Verwegenheit dazu, 
der Welt ſolche Albernheiten weiß zumachen, wie fie Hegel in feinen Werfen 
mittheilt. Nach feiner alles übertreffenden Dialeftif iſt die Intenſität ber 
Schwere unter dem Aequator größer, als unter den Polen, wird ein Eifen- 
oder Stahlftab durch Magnetifiren fehwerer, ꝛc. — ? 

Herr Frank gibt uns folgende begriffliche Debuction des Differential- 
guotienten: 

„Im Berhältniffe find zwei Größen durch einander und durch eine dritte 
beflimmt. Durch und für einander beſtimmt zu fein, ift als ihre Qualitaͤt 
geſetzt. Damit dieſe Qualität in reiner Beftimmung für fich felbft fei, müfjen 
die Seiten nur fein, was fie für einander find. Darum iſt ihre Großheit, 
wonach fie unmittelbar jede einzeln für fih etwas wären, aufzuheben; fie 
follen nur im Berhältniffe gelten, außerhalb veffelben gelten fie als Größen 
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— und fie find nichts anders — nicht, d. i. find null. In der Gleichung 
y=ax+bifyundx für fih als Null zu ſetzen, bamit das reine Ver⸗ 


haͤltniß erfcheine T=ı- der Differentialguotient, der auch das 


abfoIute Verbältni genaunt werben kann.“ .... 

Das find aber nichts als unverfländlihe, unbeftimmte allgemeine Rebens- 
arten, wodurch das Wefen der Differenzinlrechnung und die Bebeutung bes 
Differenzialgquotienten bei weitem nicht mit der Präcifion und Klarheit charalte⸗ 
riſirt wird, wie es die gebiegene mathematifche Darſtellung erfordert. Indeſſen 
zeigt die weitere Entwidelung doch, daß Herr Trank das Weſen der Diffe- 
venzialrechnung weit befler aufgefaßt hat wie Hegel, weil er ven Begriff der 
Function und ihrer fletigen Veraͤnderlichkeit in Betracht zieht, und nicht wie 
Hegel die Differenzialreshnung für eine Potenzenrechnung erklärt; obgleich 
wir auch Herrn Frans feine neuen Aufichlüffe über ven Sinn und Zweck der 
hoͤhern Analyfis verbanfen, und feine Erörterungen viel zu einfeitig und bürftig - 
find, als daß dadurch Mathematiker, die den heutigen Zuſtand ihrer Wiſſen⸗ 
ſchaft kennen, belehrt werben koͤnnten. 

Wir werben fpäter in einer beſondern Schrift die mathematiſche und Na⸗ 

turphilofophie der Hegel'ſchen Schule einer ausführlichen Kritif unterwerfen, 
wober auch bie Philoſophie ver Mathematit von Herrn Stang ihre näpere Des 
urtbeilung finden wird. 

Als letztes Beiſpiel der herrſchenden verkehrten Anfichten über das Wefen 
der Differenzialrechnung mag hier noch das ſowohl Hiftorifch als factifch grund⸗ 
falfche Urtheil des Nerenfenten von Kran „Philofophie der Mathe- 
matik“ in den Deutfhen Jahrbächern von 1842 Nr. 289 — 290 
Plab finden, 

„Die Grenzmethode iſt in Kolge verfländiger Neflerion aus der Methode 
des Unendlichkleinen hervorgegangen und kann ſich daher gegen eine verflänbige 
Reflerion nicht wehren, vor welcher fie allerdings nicht Stand zu halten vermag. 
Darin zwar ift Referent mit dem Berfafler volllommen einverfianden, daß vie 
Refultate der Methode des- Unendlichffeinen zwar genau richtig, aber mit bem 
Scheine der Ungenauigkeit behaftig find, und daß darum jene Methode wiſſen⸗ 
ſchaftlich nicht anzuerkennen, aber für die Praris vollfommen ausreichend und 
bequem iſt. Aber fofern die Grenzmethode zu ihrem Vortheil von dieſer Me— 
thode fich unterfcheibet, ift fie mit der Functionenrehnung Lagrange’s, für 
welche ſich auch Hegel entfcheibet, identiſch; fofern fie aber von dieſer abweicht, 
treffen fie alle Vorwürfe, die der Methode des Unendlichkleinen gemacht wer- 
ven koönnen.“ — J. 3. (279 

Im Gegenſatze zu den vorhin erwähnten Mängeln und Verirrungen hat 
ber Verfaſſer des vorliegenden Lehrbuches vie höhere Analyſis fowohl in for- 
meller, als in philofophifcder und didaktiſcher Hinficht auf eine ausgezeichneter 





XV 


dem bentigen Zuflande der Wiſſenſchaft vollkommen entſprechende, unb babei 
doch ganz Hare elementare Weife darzuftellen gewußt, und namentlich hat er es 
ſich angelegen fein laſſen, bei jeder paflenden Gelegenheit auf Anwendungen 
ber höhern Analyfis in den Naturwiffenfchaften binzudenten, fo daß ſich fein 
Berk in diefer Beziehung vor allen bereits vorhandenen ähnlichen Werken durch 
ein für die Gegenwart fo wichtiges Moment höchſt vortheilhaft anszeichnet und 
gewiſſermaßen als eine Einleitung in das Studium der mathematifchen Phyſik 
betrachtet werben kann. 

Die wahre Philoſophie der Mathematik verdanken wir allein den Schöpfern 
biefer Wiſſenſchaft, wie die Gejchichte derfelben lehrt, und in ber That ift für 
fi Har, daß vie Männer, welche nene Begriffe and Methoden in vie 
Wiſſenſchaft einführen, im Allgemeinen auch richtigere und gebiegenere Vorſtel⸗ 
lungen und Anfihten von dem wahren Weſen ihrer Wiffenfchaft haben müſſen, 
als Fremblinge in verfelben, wie Hegel und Eonforten. — Um nur ein Beifpiel 
aus der neuefien Zeit anzuführen, wem verbanfen wir bie wahre Metaphufil 
ber fo Iauge und fo viel befprochenen imaginären Größen? Einem 
„Mathematiker“ der freilich ebenfo fehr Philoſoph als Geometer iſt, wenn 
auch fein Hegelianer oder gar Schellingianer. — Wenn man über Ma⸗ 
thematik phifofophiren will, fo follte man buch wenigftens dieſe Wiſſenſchaft in 
ihren Grundlehren nach dem gegenwärtigen Zuſtande kennen und nicht die alten 
Berfehrifeiten wieber heransphilofophiren, wie 3. B. Frantz bei Beiprechung 
ber imaginären Größen ihut. — Aber bei Hegel trifft man faſt feinen einzigen 
gefunden, ihm eigenthümlichen Gedanken an, — 


Vorrede Des Verfaſſers. 


Da wir uns ſchon ſeit langer Zeit mit der Philoſophie der Wiſſenſchaften 
als unſerm Lieblingsſtudium beſchaͤftigt Haben, fo hielten wir und zur DBear- 
beitung eines Gegenſtandes, wobei philoſophiſche Betrachtungen unvermeidlich 
ſind, für hinreichend vorbereitet. Der Weg, welchen wir bei der Bearbeitung 
des vorliegenden Werkes eingeſchlagen haben, iſt in feinen Hauptzügen folgender: 

Zuerſt haben wir zu zeigen geſucht, wie man durch den Fortſchritt der 
mathematiſchen Abſtraction zu der Theorie gelangt iſt, welche ſich mit ven all- 
gemeinen Eigenfhaften der ftetigen Functionen befchäftigt, fie mö- 
gen fich durch algebraifche oder andere Symbole von einem mathematifch be- 
flimmten Werthe ausbrüden Yaffen, oder nit. Es gewährt mehr als einen 
Vortheil, viefe Theorie der Yunctionen von der Anwendung zu unterfcheiben, 
welche man davon auf die Functionen der Algebra und der Trigunometrie ge- 
macht hat, und aus diefem Grunde haben wir das vorliegende Wert „Ele— 
mentarlebrbud der Theorie der Functionen“ betitelt. 

Bei dem gegenwärtigen Zuflande der Analyfis befteht die Theorie ber 
Funetionen faft ganz in der Theorie der Berhältniffe, welche zwifchen ven von 
Lagrange fogenannten urfprüänglihen und abgeleiteten Functionen 
ftattfinden, und ans dem analytifchen Ausdrucke dieſer Verhaͤltniſſe entfpringt 
bie feit Leibnig fogenannte Differenzial- und Integralrehnung, ober 
wegen des von Leibnig eingeführten Begriffes des unendlich Kleinen, bie 
Snfinitefimalrehnung. ever, welcher nur einige Kenntniffe von der 
Geſchichte der mathematifhen Wiffenfchaft hat, weiß, daß Newton unter dem 
Namen der Methode ver Fluxionen eine Rechnung erfunden und befannt 
gemacht bat, welche fich mit demſelben Gegenflande, wie die Leibnitz'ſche 
befchäftigt, und daß durch einen ziemlich Iebhaften Streit zwifchen ben Par⸗ 
theien diefer beiden großen Männer, jedem ein gleiches Recht an diefer venf- 
würdigen Erfindung gefichert ift. 

Die gleihfam parallel laufende Entwidelung der Newton'ſchen und 
Leibnitz'ſchen Ideen iſt nicht bloß ein Hiftorifches Factum, fondern Tiegt in 
der Natur des Gegenftandes und kann in einer didaktiſchen Darftelung nicht 
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ohne Nachtheil vernachläfligt werben. Beide Theorieen ergänzen einander ge⸗ 
genfeitig, ohne daß man eine dritte Theorie angeben könnte, welche im Grunde 
nicht anf Die eine ober die andere hinausliefe, und wir haben daher den Grund 
biefer doppelten Behandlungsweiſe veffelben Gegenſtandes in fo weit anzugeben 
gefucht, als dieſes in einem elementaren und bis zu einem gewiffen Punkte 
praktifchen Lehrbuche gefchehen Tonnte. 

Die Lagrang e'ſche Methode, mit den Mobificationen, welche damit 
vorgenommen find, feiidem man eingefehen hat, daß es unmöglich ift, Die ganze 
Differenzialrehnung auf bloße algebraifche Identitaͤten zu baficen, wie biefer 
große Geometer es wollte, ift im Grunde nur eine Rückkehr zu der Newton. 
ſchen Methode. Die Lagrange'ſche Bezeichnungsart, welche fih in vielen 
Fällen in Berbindung mit der Leibnitz'ſchen mit Bortheil anwenden läßt, un- 
terſcheidet fich nicht wejentlich von der Newt on'ſchen Bezeihnungsart und bie 
engen Ausdrücke „urſprüngliche und abgeleitete Functionen“ find 
nicht fo zweckmaͤßig gewählt, als bie Ausbrüde „Fluenten“ und „Fluxio— 
nen”, welden Newton einen fo präcifen Sinn beigelegt hatte. Aber in 
einem für Anfänger beftimmien Lehrbuche darf man nicht vergeffen, die allge- 
mein eingeführte und angenommene Sprache zu reden. Wir haben vaber in 
einem befonberen Kapitel zuerft die Theorie der abgeleiteten Zunctionen unter 
der jeßt üblichen Korm ans einander gejebt und alsdann uns angelegen fein laſſen, 
die Theorie der unendlich Heinen Größen begreiflih zu machen, fowie bie 
Identität der durch die Infiniteſimalmethode und ber durch bie Betrachtung ber 
Grenzen und ver abgeleiteten Zunctionen erhaltenen Refultate näher nachzu- 
weifen. Hat der Lefer dieſe Identität einmal genau aufgefaßt, fo kann ex bie 
Beweiſe durch das unendlich Kleine ohne Bedenken als zuläflig annehmen und 
die Bereinfachungen benuten, welche dieſe Beweisart barbietet. 

Auf diefe Weife gelangt ver Leſer zwar Iangfam, aber ohne Umwege zur 
Differenzirung der Elementarfunctionen, womit man gewöhnlich den Anfang zu 
machen pflegt, Hoffentlich wird man dieſen etwas längern Aufenthalt nicht 
tadeln, und wenn wir uns Har ausgedrückt haben, fo werben uns Anfänger 
wenigftens bei einer zweiten Lectüre verfiehen und es wird ihnen für bie Kolge 
isrer Studien gewiß nicht ohne Nuten fein, wenn fie ſich bei dieſen Allge- 
meinhbeiten anfangs etwas länger aufgehalten haben, 

Zur Darftellung der Functionen, welde ganz beliebig fein und einen 
mathematifchen Ausdruck haben können, over nicht, haben wir uns beftändig 
ver Eurven bedient. Durch biefes unnatürliche und bequeme Mittel wird eine 
Menge von Refultaten gleihfam augenfällig gemacht, während ver rein analy« 
tiſche Beweis einen gewiffen Rraftaufwanb erforbert, wenn man nicht graphifche 
Tonfiruetionen zu Hülfe ninmt. Allein man barf diefe Anwendung der Curven 
zur Ieichtern Auffafjung der Theorie der Aunetionen nicht mit der Anwendung 
der Differenzialrechnung auf die Geometrie verwechfeln, welche ven Gegenſtand 
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eines beſondern Buches bildet. Die geometriſchen Anwendungen der Integral: 
rechnung find weniger ausgedehnt und man wird fie hinter den rein analytifchen 
Theorieen anseinandergefett finden, an welde fie fih am unmittelbarften an 
fihließen. 

Früher fonnte man die geometrifchen Anwendungen als ven Gauptzwed 
der Analyfis betrachten; allein feitvem bie mathematifche Phyſik fo raſche Fort⸗ 
fihritte gemacht hat, würde dieſes nicht füglich mehr angehen, Die Unterſuchung 
der befondern Aufgaben der Phyſik, auf welche die Geometer die Analyfis 
angewandt haben, gehört ohne Zweifel nicht in ein Lehrbuch der reinen Ma- 
thematif; allein vie allgemeinen Eigenfchaften der Functionen, infofern fie im 
Raume und in der Zeit veränderliche phyſiſche Größen ausprüädfen, gehören zu 
den allgemeinen und abftracten Speculationen, wobei nichts aus der Erfahrung 
entlehnt wird, und welche folglich ebenfowohl, als die Unterfuchung ber Eigen- 
fchaften der Ausdehnung ver reinen Mathematif anheim fallen, Wir haben 
die Aufmerffamfeit des Lefers auf diefe allgemeinen Eigenfchaften der phyfifchen 
Functionen und der Zeitfunctionen hingeleitet, fo oft ſich Gelegenheit dazu 
darbot, und in dieſer Beziehung Fönnte das gegenwärtige Werk als eine allge- 
meine Einleitung in die mathematifche Phyſik betrachtet werden. 

Da wir die Form eines Lehrbuches gewählt haben, fo haben wir eine 
möglichft natürliche Ordnung und Eintheilung der Gegenflände zu erftreben 
fuhen müſſen, obgleich dabei willlührliche Verknüpfungen und nachtheilige Tren- 
nungen nicht ganz vermieden werben fonnen. Gleich zu Anfang haben wir ſchon 
in der Differenzialrechnung in einem befonderen Buche unter der Ueberſchrift 
„Prineipien“ auch zugleich vie erften Begriffe von der Integral- und 
endlihen Differenzenrechnung mitgetheilt, weil uns dieſes zur Errei⸗ 
hung einer größern Klarheit und Vollſtaͤndigkeit nothwendig fchien und die fi 
an die Differenzialrechnung anfchließenden Theorieen an den gehörigen Ort zu 
ſtehen kommen. 

Dadurch, daß wir die Bariationsrehnung in dem fünften Bude, 
welches ſich mit ven Quadraturen befchäftigt, vor der Theorie der Integration 
der Differenzialgleichungen abgehandelt haben, find wir von dem gewöhnlichen 
Gange abgewichen; allein diefe Neuerung feheint ſowohl durch die Schwierig. 
feiten, wie durch den Zufammenhang ber Gegenflände motiviert zu fein. Denn 
wenn man die Bariationsrechnung von der Theorie ver Duadraturen, an welche 
fie ſich ganz natürlich anfchließt, trennt, und fie erſt nach der Integration ver 
partiellen Differenzialgleichungen abhandelt, fo wird der Lernende hinſichtlich 
der wahren Natur dieſer fchönen Methode von Lagrange irre geführt, wie 
wenn fie, um uns bed Ausdruckes eines verdienten Schriftftellers zu bebienen, 
eine nene hypertranscendente Rechnung bildete, während fie nur eine 
elegante Anwenvung der Principien ver Differenziafrechnung auf Funetionen 
unter dem Integralzeichen iſt. 
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Obgleich der gegenwärtige fo raſche Kortichritt der mathematiichen Wiffen- 
ſchaften nicht wie der einiger Zweige ver Phyfil eine fortwährende neue Be⸗ 
grändung der Elemente der Wiffenfchaft nothwendig macht; fo müſſen doch auch 
in der Mathematik gewiffe Theorieen, wenn fie ſich bei ihrer weitern Entwi- 
ckelung vereinfachen und auf wichtige Gegenflände angewandt werben, auch in 
die Elementarlehrbuͤcher übergehen und darin bie Stelle anderer Theorieen, welche 
ſich nicht To fruchtbar gezeigt haben, einnehmen. Es Hat uns daher nothwendig 
und zwerfmäßig gefchienen, baß die Theorie der elliptiihen und Euler’fchen 
Sunctionen in den Elementen der Integralrechnung vorkommen und daß bie 
Beifpiele der Beſtimmung beftimmter Integrale möglichft vervielfacht werden 
müffen, und daß man enblich die neuen Berfahrungsarten zur Integration der 
linearen partiellen Differenzialgleihungen vollſtaͤndiger erörtern muß, um fo 
dem Lefer das Berflindnig ber fpeciellen Unterfuchungen ver mathematischen 
Phyſik zu erleichtern. 

In einer didaktiſchen Darflellung muß man nicht den logiſchen Zufam- 
mendang der Saͤtze mit dem natürlichen Zuſammenhange der phufifchen oder 
abfiracten Wahrheiten, welche vargeftellt werben follen, verwehfen Man 
kaun allen Beringungen eines Iogifchen Zufammenhanges genügen‘, ohne über 
die wefentlichen Berhältniffe ver Idern und ber ‚Theorieen, anf welche man 
fie anwenbet die gehörige Klarheit zu erlangen. Gute Köpfe faflen dieſe Ber- 
Häliniffe immer auf, und wenn ed auch nur auf eine unklare Weiſe gefchähe, 
was für fie hinreichend if, um ihnen bei der Auffuchung neuer Wahrheiten 
als Richtſchnur zu dienen; allein gewöhnlichen Köpfen muß man biefe Arbeit 
zu erleichtern ſuchen. Es wird daher bei dieſer unferer Anſicht nicht auffallend 
erfiheinen , daß es nicht unfere alleinige Abficht geweſen ift, bios eine Reihe 
von Deweifen zu reprobuteiren, und wir gefleben fogar, daß und weniger daran 
gelegen Sat, ben Beweis eines Lehrfages in der äußerften Strenge zu füh« 
ren, wonach einige Mathematifer gegenwärtig fo entfchieven fireben, als den 
Orund diefes Lehrfages und feinen Juſammenhang mit den übrigen ma⸗ 
tgematifhen Wahrheiten zu zeigen. Wir haben uns daher ber Leichtigkeit ver 
Darftellung wegen, und um ben Lefer nicht gleich von vorn herein zu entmu⸗ 
tigen, Beweisführungen erlaubt, welche felbft den größten Geometern ſo lange 
Zeit hindurch genügt Haben. Beſonders binfichtlich der etwa möglichen Rech⸗ 
nungs⸗ und Drudfehler haben wir aber bie Nachfiht des Lefers in Anſpruch 
zu nehmen, weil eine vollkommene Eorrectheit bei Werken, wie das vorliegende 
faſt nicht zu erreichen ift, und wir werben jede und in diefer Beziehung mit« 
getheilte Bemerkung mit dem verbindlichften Danke zur Vervollkommnung unfe- 
red Werkes bei einer etwa nöthigen neuen Auflage zu benutzen fuchen. 

Obgleich man es fih in einem Elementarbuche nicht zum Geſetze machen 
kann, die Erfinder alle zu citiren, fo iſt dieſes doch jedesmal gefchehen in 
Beziehung auf bie erfien Begriffe ver Geſchichte der Wiſſenſchaft, weil dieſe 
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auch der Anfänger wiſſen muß, um ihm vor denen, beren Arbeiten ven Fort⸗ 
fhritt der Willenfchaft bewirkt haben, ben gehörigen Nefpert einzuflößen, 
Diejenigen Lefer, welche in der höhern Analyfis ſchon bewandert find, und 
deren Urtheile wir unfere eigenen Ideen unterwerfen, werben leicht erfennen, 
aus welchen Quellen wir gefihöpft haben, ohne daß wir fie hier ſpeciell an- 
führen. Wenn wir aber insbefondere das große Werk unferes verehrungswür- 
digen Lehrers Lacroix bier nennen, fo geſchieht dieſes aus einer befonderen 
perfönlichen Dankbarkeit gegen biefen Gelchrten, welcher durch feine Schriften 
und Lehren fo außerorbentlich viel zur Beförderung eines gründlichen Unter- 
richtes in der Mathematik beigetragen hat. 

Wir haben es forgfältig vermieven, Ausdrücke anzuwenden, welche nicht 
ſchon im Gebrauche waren und man findet in biefem Lehrbuche hinſichtlich der 
Terminologie nur eine einzige Neuerung von einiger Wichtigkeit, welche darin 
befteht, daß wir bie verfchiedenen Stetigkeitsunterbrechungen einer Function 
nach Ordnungen unterfcheiven. Sp fagen wir z. B., dag eine Function 
eine Stetigleitsunterbrechung ber erfien Ordnung erfährt, wenn fie einen 
mnendlichen Werth annimmt, over plötlih von einem enblichen Werthe zu einem 
andern enplichen Werthe übergeht, Wenn es dagegen die abgeleitete Function 
der erfien Ordnung iſt, welche eine ſolche StetigkeitSunterbrechung erfährt, fo 
fagen wir, daß bie urfprüngliche Function eine Stetigkeitsunterbrechung ber 
zweiten Ordnung erfährt, u. ſ. f. Diefe Definition fol nicht blos zur 
Abkürzung des Vortrages dienen, fondern auch gewiſſen Grunbbegriffen eine 
größere Präcifion geben, und es ift ung auffallend geweſen, daß fie nicht ſchon 
früßer in die Lehrbücher eingeführt iſt. 

Wir haben Fein Bedenken getragen, an einigen Stellen Ausbrüde zu ge- 
brauchen, deren philofophifche Bebentung zwar befannt iſt, welche aber ver 
mathematifhen Sprache nicht anzugehören fcheinen, und diejenigen Lefer, 
welchen fie vielleicht anftößig find, Eönnen fie ohne allen Nachtheil überge- 
ben. Wir haben di fe Ausprüde beibehalten, weil fie andern Leſern viel- 
leicht zweckmäßig erfiheinen, und wir finden vielleicht eine andere Gelegenheit, 
wo wir bie bier bios angedeuteten Ideen mit Nuben weiter entwideln fünnen. 
Das im vierten Kapitel des vierten Buches über ven Zuſammenhang zwilchen 
der Geometrie und Algebra Gefagte, ließe ſich noch viel weiter entwideln 
worauf wir aber, um ung nicht zu fehr von unferm Hauptzwecke zu entfernen, 
nicht eingehen konnten. 
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Erftes Kapitel, 


Von den Functionen im Allgemeinen amd der Theorie der Functionen 
us Befondere. 


$. 1. In der bildlichen Sprache der alten Algebraiſten wurden die Produete 
and gleichen Factoren Botenzen, Dignitäten over Functionen genannnt. 
Gegenwärtig verbinden wir mit dem Ausprude Potenz noch denfelben Begriff 
und der Ausdruck Dignität (dignitas) iſt noch in dem technifchen Latein 
gebräuchlich; aber der Ausdruck Yunction Hat feit langer Zeit dieſe parti- 
culäare Bedeutung verloren und eine weit allgemeinere Bedeutung angenommen, 
welihe einen der merkwürbigften Fortſchritte der mathematifchen Abftraction 
an . 

Johann Bernoulli ſcheint der erfle gewefen zu fein, welcher unter 
Junction einer Größe x nicht blos die Potenzen dieſer Größe, wie x", fon- 
dern alle Größen y, deren Beziehungen zu der Größe x durch algebraifche 
Zeihen ausgedrückt werben Tonnen, 7 daß der Werth von y beftimmt iſt, 
wenn der von x befannt ift, und umgekehrt, verftanden hat. Es find alſo 
m diefem Sinne die Ausdrücke: 

x mı-+n 

= 4 — n ——— — 
ſowohl Functionen von x, wie die Potenz x3. Dieſe Erweiterung bes Be— 
griffes der Function datirt fi vom Sabre 1690; allein fie würde von geringer 
Wichtigkeit gewefen fein, wenn fie fih nicht an die eın halbes Jahrhundert 
fpäter von Descartes eingeführten Begriffe angefchloffen hätte. Denn aus 
diefen Begriffen von Descartes folgt, daß eine algebraifhe Gleichung nicht 
blos dazu geeignet iſt, die Rechnungsoperationen anzudenten, durch welche 
man ben Zahlenwerth einer beftimmten Größe erhalten kann, fondern daß fie 
auch das Geſetz ausdrückt, nach welchem ſich zwei Größen gleichzeitig ändern, 
wovon bie eine von der andern abhängig iſt, und welche beide von einem 


ı) = 4 log. (14 X), etc. 
x 


Verthe zu einem andern ſtetig übergehen, indem fie alle zwiſchenliegenden 
Verthe durchlaufen. Diefe gegenfeitige Abhängigkeit zwifchen zwei veränder- 
lichen Größen mußte auf eine allgemeine Weiſe ansgevrüdt werden, was da⸗ 
durch fehr bequem gefchehen Tann, daß man nah Bernonlli fagt: die eine 
der veraͤnderlichen Größen fer eine Function der andern. 

1* 
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Descartes’ Abficht hierbei war, wie jeder weiß, die Algebra auf vie 
Geometrie anzuwenden und zu dem Zwede die Curven vermittelfi einer 
Gleichung —8* den Coordinaten jedes ihrer Punkte algebraiſch zu definiren 
oder zu beſtimmen. Umgekehrt, dieſe Idee führte auch dahin, die Geometrie 
auf die Algebra anzuwenden, indem man bie beiden veränderlihen Größen 
jeder unbeftimmten Gleichung als die Eoordinaten einer Linie betrachtet, wovon 
man vermittelt diefer Gleichung ſelbſt befiebig viele Punkte mit Genauigkeit 
beftimmen fann. Die Curve iſt alsdann blos das graphiiche und conventionelle 
Bild des algebraifchen Geſetzes, nad) welchem die veränderlihen Größen von 
einander abhängen; dieſe bildliche Darftellung entipricht aber der Natur der 
dargeftellten Sache auf die bewundernswürdigſte Weife, und führt die Auf- 
faffung von DVerhältniffen, welche in ihrer abftracten Form bei Anwendung 
anderer Zeichen mit beträchtlichen Schwierigkeiten verbunden fein würde, auf 
Thatſachen der reinen Anfchauung zurüd. Denn die Stetigfeit (Conti- 
nuität) der Kunction wird durch die Stetigfeit der Linie verfinnliht, und 
die Biegungen einer Curve, fo wie ihr ganzer Lauf zeigen oft mit einem 
einzigen Blicke das, was ſich durch die algebraifche Unterjuchung der Gleichung 
der Curve nur. mit Schwierigfeit deutlich nachweiſen würde laſſen. 

$. 2. Der eigenthümliche Character einer ftetigen Function beftebt 
darin, daß man der einen veränverlichen Größe immer Werthe beilegen Tann, 
welche einanver fo nahe Tiegen, daß der Unterſchied zwifchen den correfpondi- 
renden Werthen der davon abhängigen Function Feiner wird, als jede gegebene 
Größe; denn fonft Tiefe fi dieſe Function nicht durch die Orbinate einer 
Linie ausbrüden, wovon die andere veränderlihe Größe vie Abſeiſſe if, und 
umgekehrt ift einleuchtend, daß dieſe Eigenfchaft der Stetigfeit jeder Function 
zufommt, welche durch die veränderliche Ordinate einer gewiſſen Linie darge- 
ftelit wird. Wenn eine durch eine algebraifche Formel ausgedrückte Function 
für einen gewiffen Werth der veränberlihen Größe, wovon fie abhängt, 
unendlich wird, fo fagt man: dieſe Function erfahre für diefen Werth eine 
Unterbredung der Stetigkeit. -Diefes findet 3. B. bei ver fehr ein- 
fachen Tunction : . 

1 


x — 4 


für ven Werth x = a ſtatt. Wenn man der veränderlichen Größe x zwei 
einander fehr nahe kommende Werthe beilegt, wovon aber der eine etwas 
feiner und ber andere etwas größer ift, als a; fo findet zwifchen den cor- 
refpondirenden MWerthen der Function y ein fehr großer Unterfchied ftatt, indem 
der eine Werth eine fehr große negative und der andere eine fehr große 
pofitive Zahl ift, und in diefem Falle wird die algebraifche Differenz zwifchen 
ven entfprechenden Werthen der Function y ſogar defto größer, je Feiner bie 
Differenz zwifchen ven entfprechenden Werthen ver veränderlichen Größe x wirt. 
Die Hpperbel, deren Ordinate durch die Function y ausgedrückt wird, hat alio 
zwei Zweige, welche durch die der Abfeiffe a entiprechende aſymptotiſche Or— 
dinate von einander getrennt werben. | 
Im Allgemeinen haben die Zunctionen, welche fi) durch die in der Algebra 
und in der Zrigonometrie gebräuchlichen Zeichen ausprüden laſſen, wie die 
vorhergehende Function, Die Eigenſchaft, daß fie in ihrem ganzen Verlaufe 
ftetig bleiben, abgefehen von den Unterbrechungen der Stetigfeit, welche für 
gewiffe beſondere Wertbe ver veränderlichen Größe x, wovon fie ab- 
hängen, ftattfinden Tonnen. Es gibt jedoch einige Ausnahmen von diefer Regel, 
auf welche man durd Anwendung der Regeln geführt wird, wonach algebraitche 
Zeichen mit einander verbunden werden. Wenn man z. B. y= (— a) feßt, 


= 
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wo a eine poſttive Zahl bezeichnet, fo wird y jedesmal imaginär, wenn x 
ein Brady von einem ungeraben Zähler und von einem geraden Nenner 
it, und da man zwifchen zwei einander beliebig nahen Werthen von x fi 
unendlich viele Brüche mit einem ungeraden Zähler und einem geraden Nenner 
denfen kann; fo folgt, daß man zwei Punkte nicht durch einen ftetigen Zug 
verbinden fann, welche zwei Syfiemen reeller Werthe ver Coordinaten x und 
y entfprechen, wie nahe fie einander auch liegen mögen. Alleın ſolche anomale 
Zunctionen, wie die eben angeführte, laſſen ſich auf Naturerfcheinungen nicht 
anwenden, und ſpielen felbit bis fett in ver reinen Analyſis nur eine fehr be- 
ſchränkte Rolle, und erft weit fpäter wird in dem vorliegenden Werke wieder 
davon die Rede fein. | 

$. 3. Andererfeits fieht man leicht ein, und dieſe Betrachtung ift bei 
weiten wichtiger, daß eine Größe von einer andern abhängen kann, ohne daß 
fih diefe Abhängigkeit durch eine Berbindung algebraifcher Zeichen ausprücen 
lat. So weiß man 3. B. aus ber Trigonometrie, daß man zur Andeutung 
des Sinus, Coſinus und der Tangente eined Bogens, welches geometrifch be- 
ſtimmte Größen find, fobald die Größe des Bogens gegeben iſt, fpecielle Zei— 
hen anwendet; allein diefe trigonometriichen Größen laſſen fich dennoch nicht 
vermittelt rein algebraifcher Zeichen al8 Functionen des Bogens ausdrü- 
den. Wenn man ferner ein Pendel Sm (Fig. 1) um einen Winkel mSV 
aus ber Berticale entfernt und baffelbe im leeren Raume der Wirkung ber 
Schwere überläßt, fo fieht man leicht ein, daß zwifchen der fett dem Beginnen 
ver Bewegung verfloffenen Zeit und dem Winkel, welchen vie Penvelftange 
jeden Augenblic mit der Berticale bilpet, eine nothwendige Relation ſtatt fin- 
tet; allein dieſe Relation läßt fich nicht vermittelft der algebraifchen und trigo- 
nometrifhen Zeichen allein ausdrücken. Dennoch nehmen wir zwifchen diefen 
beiven Größen eine gegenfeitige Abhängigkeit an, indem wir fagen, daß der 
Ablenfungswinfel eine Funetion der Zeit fei, woburd aber vie Bedeutung des 
Wortes Function beträchtlich erweitert wird. 

Diejenigen Lefer, welche die Dynamik ſtudirt haben, wiflen, daß man 
den Zahlenwerth des Ablenkungs⸗ oder Elongationswinkels des Penvels für 
jeden Augenbli, fo wie für jeden Werth der Länge des Pendels und feines 
anfinglichen Ablenfungswinfeld mit jenem beliebigen Grade von Annäherung 
berechnen fann, indem man nur eine einzige Größe, nämlich den Raum, wel: 
chen ein im leeren Raume frei fallender Körper während der erften Secunde 
ſeines Falles durchläuft, ver Beobachtung entlehnt. Aber das Studium ande- 
rer Naturerſcheinungen, und beſonders der des fortalen Lebens, bietet ung eine 
Menge von Fällen dar, wo zwei veränderlihe Größen offenbar von einander 
abbängig find, one daß man bie eine vermittelft der andern a priori bered- 
nen fann, weil ſich der zwifchen ihnen ftatt findende Zufammenhang entweder 
richt mathematisch beftimmen läßt, oder weil diefe Beflimmung, wenn fie mög- 
ih it, uns noch unbelannt ift. ’ 

So iſt 3. B. die größte Spannfraft des Wafferdampfes eine Function der 
Temperatur dieſes Dampfes, die mittlere Temperatur der verfchievenen Schich— 
wen einer Luftſäule eine Function der Höhe der Schicht über den Niveau des 
Meeres, Die verlangte Duantität eines LXebensmitteld eine Function des übli- 
ben Preiſes, das Verhältniß der Anzahl der Individuen jedes Alters bei einer 
open Bevolferung zu der ganzen Bevölkerung eine Function biefes Alters, 
ut. f. Wenn man dem Ausdrucke Function, wie es jetzt gefchehen muß, 
tete ganz allgemeine Bedeutung gibt, fo wird berfelbe gewiffermaßen aus der 
mutbematischen Sprache in die weniger fpecielle Sprache aller derer verſetzt, 
weiche die Wiffenfchaften, worin man nießbare Größen unter einander ver- 
. ehe, cultiviren. 
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Die Junetionen der hier in Rede flehenden Art, können nur durch bie 
Beobachtung gegeben werben, und fie werben als befannt angefehen, wenn man 
eine Tafel angefertigt hat, worin ſich einerfeits fehr viele und einander ſehr 
nahe liegende Werthe der veränderlichen Größe und andererſeits die correfpon- 
diren Werthe der davon abhängigen Sunction befinden, wie fie fehr genane und 
zahlreiche Beobachtungen geben, fo dag die möglichen Beobachtungsfehler faft 
ans den mittleren Nefultaten verfchwinden. Die auf diefe Weife beftimmten 
Zunctionen muß man empiriſche Functionen nennen, im Gegenſatze zu 
den mathematiſch beflimmbaren Functionen, weldhe man genau, oder mit 
einem beliebigen Grade von Annäherung bereihnen Tann, indem man ſich bios 
auf ihre mathematifche Definition ſtützt. 

Die von Descartes angegebene graphiſche Darftellungsart der Functio⸗ 
nen it fowohl auf die empirifchen Functionen, wie anf die anwendbar, welche 
fich durch eine algebraifche Formel ausbrüden laſſen, weil man aud für dieſe 
im Allgemeinen die Formel in eine Tafel verwandeln muß, um einzelne Punkte 
zu beflimmen, welche man alsdann durch einen ftetigen Zug verbindet, fo daß 
die Curve mit einer deſto größern Genauigfeit gezeichnet wird, je näher die 
genau beftimmten Punkte einander Yiegen, und je größer ihre Anzahl if. 

Diejenigen, welche fih mit den phyfifaliichen und focialen Wiſſenſchaften 
beſchäftigen, wiſſen alle, welche Vortheile die graphiſche Darſtellung der empi⸗ 
riſchen Functionen gewährt, um die ſich darauf beziehenden Aufgaben praktiſch 
zu löſen und endlich die Reſultate kennen zu lernen, welche die bloße Betrach⸗ 
tung der Tafeln nicht in das gehörige Licht ſetzen würde; denn die begriffliche 
Borftellung der Continuität wird hier durch ein Inductionsverfahren erfegt, 
welchem ver menfchliche Geift die meiften feiner Entdeckungen verbankt. 

$. 4. Eine mehbare phyſiſche Größe muß immer endlich bleiben, und 
fann folglich nicht, wie gewilfe algebraiiche Functionen, Unterbrechungen der 
Stetigfeit erfahren, welche von dem Durchgange der Function durch einen un⸗ 
endlich großen Werth herrühren. Sp oft man findet, daß eine phyfifche Größe 
durch eine mathematifche Function ausgebrüdt wird, bei welcher ſolche Unter— 
brechungen der Etetigfeit flatt finden, muß man fchließen, daß die mathema- 
tifche Function in der Nähe der Werthe, für welde die Unterbrechung ber 
Stetigfeit flattfindet, das wahre Maß ver phyfiichen Größe nicht mehr ausprüdt. 

Sp wird z. B. die gegenfeitige Attractionskraft zwifchen zwei ponverabeln 
Moleculen bekanntlich durch die Function: 

a 

J —— (1) 
ausgebrüdtt, wo a eine Conftante und x bie gegenfeitige Entfernung der beiden 
als mathematifche Punkte betrachteten Molecule bezeichnet. Diefe Funetion 
wird unendlich, wenn x verfchwindet; allein man kann phyfiſch weder anneh- 
men, daß ſich die Molecule auf mathematifche Punkte redueiren, noch daß dieſe 
Punkte zufammenfallen. Wenn die Molecule einander fehr nahe kommen, fo 
muß man für die Gleichung (1), welche nahezu genau war, fo lange die Di- 
menfionen ber Molecule gegen ihre gegefeitige Entfernung fehr Hein blieben, 
eine andere fubflituiren, welche von der Figur der Moleeule abhängig iſt. 

Wenn eine phyfiihe Größe fi mit der Zeit ändert, oder blos wegen 
ber Veränderung der Entfernungen geilden den Moleculen oder den matertel- 
len Syſtemen, oder in Folge des Verlaufes der Zeit in Verbindung (mit ber 
Beränderung der Entfernungen; fo wäre es den Geſetzen unferer Borftellungen 
zuwider, wenn man annehmen wollte, daß fie von einem enblichen Werthe zu 
einem andern envlichen Werthe übergeben Fönnte, ohne während biefes Ueber⸗ 
ganged alle zwifchenliegenden Werthe anzunehmen, was ſchon das befannte 
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Sprichwort der alten Philoſophen ausbrädt: Natura non facis saltus. Aber 
bei unfern unvollkommenen Kenntniffen binfichtlich der Konftitution der materiel- 
fen Mittel find wir für gewifle phyfifche Größen, fo wie wir fie definiren und 
meflen fönnen, zu der Annahme berechtigt, daß fie Unterbrediungen der Ste— 
tigfeit darbieten, welde aus dem plöglichen Uebergange von einem endlichen 
Werthe zu einem anderen entipringen. Wenn z. DB. zwei heterogene Flüffig- 
feiten, wie Waſſer und Duedfilber, über einander Tiegen, fo betrachten wir 
die Dichtigfeit wie eine Größe, welche fih an der Berührungsfläche beider 
Flüffigfeiten plöglich ändert, obgleich wir in philofophifcher Hinficht aller 
Wahricheinlichfeit nach annehmen können, daß die Unterbrechung der Stetigfeit 
verfehwinden würde, wenn wir die Conftitution der Flüſſigkeiten und alle in 
der Nähe der Berührungsfläche flatt findenden Erjcheinungen genau und voll 
ſtaͤndig Tennten. 

$. 3. Aber fihon deßwegen allein, daß die mathematifchen oder empiri- 
ſchen Functionen dem Gejege der Stetigfeit genügen, befiten fie gewifle allge- 
meine Cigenfchaften, welche von hoher Wichtigkeit find, nicht blos für bie 
abfiracte Theorie des Lalculs, ſondern noch vielmehr für die Interpretation 
der Raturerfcheinungen. Wir befchränfen uns bier auf die Anführung zweier 
folder Eigenfchaften, welche ſich aus der graphifchen Darftellung der Kunctio- 
nen durch Curven ergeben, und fpäter weiter entwicelt werden follen; aber 
für unferen gegenwärtigen Zweck bier blos angeführt zu werden brauchen. 

Die erfte Eigenſchaft befteht darin: daß die Veränderungen bes 
Werkhes einer Function von einem beſtimmten Werthe aus nahezu 
den eorreipondirenden Werthen der Veränderungen der verän- 
dverlihen Größe der Function proportional find, wenn biefe Ber- 
anderungen fehr Fein find. ine fehr wichtige Anwendung dieſes Prin- 
cipes wird ſchon bei dem Gebrauche ver Proportionaltheile der Logarithmentafeln 
gemadt. Um vie Begriffe durch ein anderes Beiſpiel zu firiren, wollen wir 
die algebraifche Function : 

2 — 
= a 

betrachten, welche durch die beiden Curvenzweige ilmn, suv (Fig. 2), die 
durch eine der Abfciffe x — 10 entfprechende afymptotifche Ordinate von ein- 
ander getrennt werben, graphifch dargeftellt wird; fo finden wir: 


1 für x — 1,00, y = 0,00000 Differenz. 
— 1,01, y =+ 0,00555 + 0700555 

x — 1,02, y =+ 0,01109 + 000554 
— 1,03, y =-+ 0,01662 + 000553 

x = 6,00, 3 = 0,00000 

x — 601, 3 =— 0,01256 en 

x 6,02, y =—.0,02523 — 0.01278 

x = — 0,03801 7 7’ 


N. 


Il 


6,03 ıy 


Das Gefes der Proportionalität verificirt fih mit einer großen Armähe- 
rung in beiden Fällen, obgleich fih die Werthe von y für gleihe Zunahmen 
von x im zweiten Zalle weit fehneller ändern, als im erften. Wir haben jedoch 
den Werth von x immer nur um „1, ändern laffen, was noch Fein fehr Flei- 
ner Bruch ift, und wenn wir für x eine Reihe von Werthen genommen hätten, 
die um 0,001 don einander verjchieden find; fo würbe die Proportionalität der 
eutfprechenden Beränderungen von y ſich mit einer weit größeren Annäherung 
berausgeftellt haben. 
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Diefes alles Läuft übrigens auf die Annahme hinaus, daß ein Curvenbogen 
um fo mehr mit der durch einen feiner Endpunkte gezogenen Tangente zujam- 
menfällt, je einer diefer Bogen iſt; denn fir eine gerade Linie find die Dif- 
ferenzen der Ordinaten denen der Abfciffen ftreng proportional, und das con- 
ftante Verhaͤltniß dieſer Differenzen iſt gleich der trigonometriſchen Tangente 
des Winfeld, welchen die gerade Linie mit der Are der Abfeiffen bilvet. 

Die Fruchtbarkeit diefes fo einfachen Princives, fo wie feine Anwendbar⸗ 
feit überhaupt iſt Leicht einzufehen, Sp oft z. B. gewiſſe veränderliche Größen 
um mittlere Werthe fchwanfen, wovon fie ſich nur fehr wenig entfernen, wie 
dieſes bei der Größe x — x, + x’ der Fall ift, wenn x‘ eine veränberlice 
und gegen die conflante Zahl x, immer fehr Feine Zahl ift, werben alle be- 
fannte, over unbefannte mathematifche oder empirifche Functionen von x Func⸗ 
tionen von x’, welde man ohne merflichen Fehler auf die Form a + bx‘ 
zurüdführen kann, wo a und b conflante Zahlen bezeichnen, d. h. auf die 
einfachfle algebraifche Function. Diefes iſt in der That das allgemeine Ap- 
prorimationsverfahren, deſſen fi) die Analyften bevienen, wenn fie Unterjuchnu- 
gen dem Galcul unterwerfen wollen, welche ſich in ihrer ganzen Allgemeinheit 
jeder mathematischen Behandlungsweife entziehen, 

Mehrere durch das Experiment entdeckte Principien der Phyfit, welche nur 
als Beobachtungsfacta erfcheinen, find nichts als Folgerungen aus dem eben 
erwähnten mathematifchen Principe. 

$. 6. Die zweite allgemeine Eigenfchaft der fletigen Functionen, welche 
wir bier anführen wollen, befteht darin: dag der Werth einer Furetion 
in der Nähe ihrer größten oder Heinften Werthe nahezu conflant 
bleibt. Diefes erhellet ebenfalls aus ver Betrachtung der die Junction dar⸗ 
ftellenden Eurve; denn wenn die Drbinate diefer Curve, nachdem fie zugenom- 
men bat, abnimmt, was bei dem Maximum der Fall iſt, oder im Gegentheif, 
nachdem fie abgenommen hat, zunimmt, in welchem Falle fie durch en Mi- 
nimum geht; fo wird die Tangente der Curve zu der Abfeiffenare parallel, 
wie in den Punkten m und u (Fig. 2). Die Ordinate diefer Tangente wird 
conftant und die des Heinen Curvenbogens, welcher nahezu mit der Tangente 
zufammenfällt, hat eben deßwegen auch einen faft conftanten Werth ($. 5). 
Es fünnen zwar Fälle vorfommen, wo dieſe Regel nicht anwendbar ift, wie 
bei der Curve ehk (Fig. 3), weldhe im Punkte h einen fogenannten Rück— 
tebrpunft ober eine Spiße darbietet. Die Ordinate des Punktes hift ein 
Marimum, obgleih die gemeinfchaftliche Tangente der beiden fich im Punkte h 
berübrenden Curvenbogen g h, h k auf der Abſeiſſenaxe fenfrecht und nicht zu 
ihr parallel iſt. Allein dieſe Ausnahme rührt von einer befonderen zufälligen 
Zeichnung der Curve g hk und von einer beflimmten Lage der Abſciſſenaxe 
gegen biefe Curve ber, wogegen die allgemeine Regel, wovon die Figur 2 eine 
Anwendung barbietet, Feine befonbere Zeichnung der Curve vorausfegt und für 
jede andere Richtung der Abfeiffenare flattfinden würde, oder was auf baflelbe 
hinansläuft, nach einer beliebigen Verrüdung dieſer Curve gegen diefe Arc. 
Nur würden, wenn eine folche Verrückung ſtattfände, die größten und kleinſten 
— nicht mehr den Punkten m und u, ſondern andern Punkten der Curve 
entfprechen, 

Dur die fpäter anzugebenden Methoden findet man unmittelbar, daß die 
größten und kleinſten Werthe ver Function (2) den Werthen x— 4, x = 16 
entiprechen, and die numerifche Rechnung gibt: 

1 für x = 3,99, y== 0,999983 Diferen 
x == 4,00, y= 1,000000 + 9000017 
x = 4,01, = 0,9999838 — 9000017 


+‘ v 
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2 für x — 15,99, y = 25,000017 Differen. 
x = 16,00, y = 25,000000 — 9 ir 
x —= 16,01, y = 25,000017 t 000001 


Eine !Beränderung des Werthes von x von 0,01, wenn x — 4 oder 
x — 16 iſt, bewirkt alfo in dem Werthe von y eine Veränderung — 0,000017, 
während nad den weiter oben angeführten Rechnungen die einer gleichen Ver⸗ 
änderung von y für x = 1, 326 mal und für x — 6,739 mal größer if. 

Die eben betrachtete Eigenſchaft ver größten und Heinften Werthe einer 
Function wirb in der Praris befländig angewandt, und namentlich in der tech- 
nifhen Mechanik, wo es auf die Beftimmung des Werthes einer gewiſſen 
©röße anfommt, welcher einem Marimum des Nußeffectes für denfelben Gelb- 
oder Rraftaufwand oder einem Minimum des Geld- oder Kraftaufwandes zur 
Hervorbringung deſſelben Nubeffectes entfpricht. Diefe Eigenfhaft kommt ver 
Unvollkommenheit unjerer Kenntniffe und unferer Meßinftrumente fehr zu Hülfe, 
indem fie die Gränzen erweitert, zwiſchen welche unfere Schäßung fallen kann, 
ohne daß daraus merfliche Veränderungen bes Gelb- und Kraftaufwandes, oder 
des hervorgebrachten Nuheffectes entfpringen. Wie wichtig und leicht zu be- 
greifen dieſes Princip au ift, fo hat Kepler, wie Montucla *) fagt, das- 
felbe doch zuerft in feiner Stereometria dolioram vom Jahre 1615 ausgefprochen. . 

5. 7. Nun tft aber Leicht einzufehen, daß es außer viefen beiven faft für 
fh Haren, allen fletigen Functionen gemeinfamen Eigenfchaften noch andere, 
nicht fo Leicht in die Augen fallende Eigenfchaften geben kann, welche ebenfalls 
allen Functionen, oder gewiſſen Klaffen von Functionen, die durch allgemeine 
Merkmale beftimmt werden, zufommen, wie z. DB. die Eigenfhaft ver Func⸗ 
tionen, befländig mit der veränverlihen Größe, wovon fie abhängen, zuzuneh⸗ 
men, ober periopifch diefelben Werthe für äquibiftante Werthe diefer veränder- 
Iihen Größe anzunehmen. Dean Tann fib alfo eine Theorie denfen, deren 
Objecrt in der Unterfuchung der allgemeinen Eigenfchaften ver Functionen befteht, 
und viefe Theorie bildet einen für fich beftehenden befonderen Zweig ver Ma— 
thematik, welder, genau genommen, eine Wiffenfchaft für ſich hätte bilpen 
konnen, ſelbſt wenn die Algebra nicht vorher bearbeitet wäre, und man dieſe 
Theorie daher nicht auf algebraifche Fımetionen hätte anwenden fünnen ; obgleich 
ver Hauptnutzen diefer Theorie der Functionen ohne Zweifel in biefer Anwen- 
tung befteht, befonderd wenn es fih um bie numerifche Beftimmung der Grö- 
Ben handelt, 

Wir nehmen diefe Definition der Theorie der Functionen an, weil fie 
auf einer Idee beruht, welche im ganzen Verlaufe dieſes Lehrbuches immer 
wiederkehrt. Sie ſcheint uns die philofophifhe Grundlage des Theiles des 
mathematifchen Unterrichtes zu fein, womit wir und jebt befhäftigen, und zwar 
bie einzige, welche dem gegenwärtigen Zuftande der mathematifchen Analyfis 
voſſtommen eutfpribt. Man wird darauf durch die fich immer weiter erftre- 
enden Anwendungen der Analyfis auf die phyſikaliſchen Wiſſenſchaften geführt; 
aber unabhängig von jeder Anwendung findet man in der fo aufgefaßten Theorie 
ver Functionen die ımmittelbare Loſung der zu verfchiedenen Zeiten von den 
Geometern in Beziehung auf die Grundprincipien der mathematiſchen Analyfis 


erhobenen Schwierigkeiten. *) 


*) Hist. des Math. Part. IV., liv. 1.n. + 
”) So würde 5. B. Lagrange fein beſonderes Werk gefihrieben haben, um die 
Differenzialrechnung auf die algebraiſche Analyfis zurüdzuführen, wenn er In 
der Differenzialrechnung einen Theil Der Theorie der fietigen Bunclionen er» 
kannt hätte, diefe mögen fih übrigens durch algebraiſche Zeichen ausdrücken 
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$. 8. Im Allgemeinen bezeichnet man eine befannte, oder unbefannte 

mathematifche, oder empirifhe Function y von x anf folgende Weife: 

 y„=zf@),,=F@W), ), c. 

wo die Buchſtaben ſ F, 4, .... nicht Größen, ſondern Functionszeichen 
find, ungefähr wie die Abkürzungen log. und sin. Wenn in ven Klammern 
nur ein Buchftabe ſteht, fo läßt man fie zuweilen weg und febt hinter das 
Functiongzeichen einen Punkt. Diefe Bezeichnung wird fchon in den gemwöhn- 
lichen Lehrbüchern der Algebra angewandt, jedoch nur für algebraifhe Func- 
tionen ; aber wir werben fie in Zufunft bei jeber beliebigen Art von Functio⸗ 
nen anwenden, Ä 

Dei der Beftimmung einer Aunction y = f(x) fommen gewöhnlich auch 
Größen vor, welche ald conftant betrachtet werben müſſen, während x und 
folglich auch y fih ändern Wenn y und x die veränderlihen Coordinaten 
eines Kreiſes bezeichnen, fo ift der Halbmefler deſſelben eine ſolche conflante 
Größe. Eben fo ift der anfängliche Ablenkungswinkel eines Pendels ($. 3) 
und der von einem frei fallenden Körper während der erften Secunde feines 
Salles beichriebene Raum eine conftante Größe, von deren Werthe die Func- 
tion abhängt, welche den Werth des Klongationswinfele für jeven Werth ver 
feit dem Anfange der Bewegung verfloffenen Zeit ausdrückt. Man nennt diefe 
eonftanten Größen zuweilen auch Parameter, eine aus der Theorie ver Ke— 
gelfchnitte entlehnte Benennung, und bei den Anwendungen auf die phyfifalifchen 
Wiffenfchaften nennt man fie auch wohl conftante Evefficienten, veren 
Zahlenwerthe durch die Beobachtung beftimmt werben müffen. 

Dft ıft es nöthig, auszubrüden, daß eine Function nicht bloß von der 
veränderlichen Größe x, fondern auch von den gewiffen Parametern a, b, c,.... 
beigelegten conftanten Werthen abhängt, und alsdann fehreibt man: 

y=f@,ab,ec..... (3) 

Wenn diefe Parameter a, b, c, .... feine conflanten und für jeden befon- 
dern Fall beftimmten Werthe mehr hätten, fondern fich wie x fletig änderten, 
fo würden fie nicht mehr Parameter genannt werben fünnen, und die Größe y 
würde eine Function von mehreren veränderlihen Größen fein, womit 
wir uns erft befchäftigen werben, nachdem wir die Fundamente der Theorie 
der ASunctionen von einer einzigen veränderlihen Größe auseinander- 
geſetzt haben. 

$. 9. Die Buchſtaben a, b, c, 2... X, Y .... fünnen concrete Grö- 
Ben bezeichnen, wie Längen, Flächen, Volumina, deren Zahlenausdruck eine 
willführlih gewählte Einheit vorausſetzt, oder abftracte Zahlen. Aber in allen 
Fällen muß die Form der Function f fo befchaffen fein, daß die Gleichung (3) 
unabhängig von den gewählten Maßeinheiten flattfindet, oder, was auf das⸗ 
felbe binausläuft, man darf aus der Gleichung (3) Feine Bedingung der Gleich- 
beit zwifchen heterogenen Größen ableiten fünnen. Diefe unter dem Namen 
des Principes der Homogeneität der Functionen befannte Regel, welche 
in ihren Anwendungen feine Schwierigfeit darbietet, führt oft unmittelbar zu 
wichtigen Folgerungen in Beziehung auf die Form der Kunctionen. Mean be= 
dient fih diefer Regel oder dieſes Principes auch zu einer fehr einfachen Be— 
weisart gewiffer Fundamentalfäte der Geometrie und Mechanik, und wir halten 
diefe Beweisart für die birectefte von allen, welche man einfchlagen Tann. *) 

Um von dem Principe der Homogeneität der Functionen bier eine Anwen- 
dung zu zeigen, wollen wir die Aufgaben im $. 3 wieder betrachten und zu 


laſſen oder nicht, und welche Theorie unabhängig von den Anwendungen flatt« 
findet, welde man davon auf die Functionen und auf die Algebra machen kaun. 

*), Man fehe die poebe Noie in Legendre's Geometrie und 6. 26 in Poif- 
ſon's Mechanik, 2te Auflage. 





11 


dem Zwecke den Ablenkungswinkel eines Pendels aus der Verticale nach Ber- 
lauf einer von dem Beginnen der Bewegung an gezählten Zeit t mit 9 be- 
zeichnen, den anfänglichen Ablenkungswinkel des Pendels mit O,, vie Länge 
des legteren mit 1 und mit 1 g, wie gewöhnliche die Lange, welche ein frei 
fallender Rörper in der erften Zeiteinheit feines Falles vermöge der Wirkung 
der Schwere, wodurd auch das Pendel bewegt wird, durchläuft; fo haben wir: 
= ft, O,, 8, N. 

Hier ıft 0 die Kunction, t die veränderlihe Größe, wovon fie abhängt und 
O5, 5, I find Eonftanten oder Parameter, deren e8 nicht noch andere geben 
fann, weil alle Bedingungen der Erfcheinung beftimmt find, fobald man bie 
Werthe diefer Conftanten beſtimmt hat. Nun find aber g und I die einzigen 
Größen, deren Zahlenwerth von der gewählten Rängeneinheit abhängig tft, und 
der Werth von 9, als Kunction von t, kann fich nicht mit diefer willführlichen 
Längeneinheit ändern. Die Function f ıft alfo blos von dem VBerhältniffe 
der Linien g, 1, abhängig, und man kann daher feten: 


o=t(t 97). 


Ferner wollen wir annehmen, man wüßte aus den erften VBerfuchen über 
den Fall fchwerer Körper, daß fi die Duadratwurzel aus dem Parameter g 
der Zeiteinheit proportional oder für biefelbe verflofene Zeit im umgelehrten 
Berhältniffe des Zahlenwerthes von t ändert; fo folgt, da ver Werth von 9 
für einen gegebenen Augenblic® nicht von der willführlih gewählten Zeiteinheit 
abhängen fann, daß die Zeit t nur mit Y g multiplicirt in der Function f 
oortommen kann, und man folglich hat: 


=t(V &, 6). 


Run aber fünnen wir die Form der Function f nicht näher beflimmen, ohne 
in die auf diefe Aufgabe fpeciell anwendbaren bynamifchen Principien näher 
einzugeben, was hier unfer Zwed nicht fl. 
$. 10. Wenn man zu gleicher Zeit 
 y=zf9,x=g0 (4) 
bat, fo daß der Werth von y unmittelbar von dem von x und der Werth von 
x unmittelbar von dem von t abhängt; fo iſt der Werth von y mittelbar von 
dem Werthe von + abhängig und t iſt, wie man zu jagen pflegt, eine unc- 
tion von einer Function, ober einfacher, eine mittelbare Function ber 
veränderlihen Größe t. Die Beifpiele diefer mittelbaren und indirecten Ab- 
bängigfeit zweier Größen von einander, kommen in der reinen Mathematik und 
in der Phyſik fo häufig vor, daß wir diefen Fall etwas näher betrachten müffen. 
Die in Rede ſtehende Abhängigleit würde ſich durch die Bezeichnung: 
 ‚=tg Ol, vry=f(yV 
ausbrüden laſſen. 


Man köonnte auch Haben: 
y=f(&,D),x =), ⸗— I (!0), (5) 
folglich: 


| y=f(pot, YVO=FO), 
und obgleich die Function y feheinbar von zwei veränberlichen Größen x, = in 
diefem Kalle abzuhängen fcheint; fo iſt fie in der That doch nur von der ein- 
jigen veränderlichen Größe t abhängig, deren Werth nur beftimmt zu dwerden 
braucht, um den von x, = und folglich auch den von y zu beftimmen. 
Umgefebrt, wenn eine Gleichung: 
 y-FW)= (pt, Yet) 


| — — — 
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gegeben iſt, fo Fann es zuweilen vortheilhaft fein, für dieſelbe das gleichbe- 
deutende Eyftem der drei Gleichungen (5) zu feßen, indem man zwei verau- 
verlihe Hülfsgrößen x, za einführt. 

$. 11. Der Ausdruck Function implieirt den Begriff einer gegenfeiti- 

en abhängigen Beränverlichfeit, und in den obigen Beifpielen find y, x, = 
Pofatich abhängige veränderlihe Größen, wogegen t ald die unab- 
bangige veränderlihe Größe betrachtet werben kann. Aus einem rein 
abftracten Geſichtspunkte betrachtet, würde es auch geftattet fein, y als die 
unabhängige veränderlihe Größe und x, z, t als Functionen zu betrachten, 
welche von y mittelbar oder unmittelbar abhängig find, weil, wenn man für yv 
zuerft einen willführlichen Werth annimmt, vie Werthe von x, z, t durch Die 
Gleichungen (4) oder (5) beftimmt werden. Wenn alfo eine Gleichung zwi— 
fhen x und y gegeben iſt, fo Tann man fie fowohl ın Beziehung auf x, ale 
in Beziehung auf y auflöfen. Dean kann daher in diefem Sinne fagen, daß 
die Wahl der unabhängigen veränderlihen Größe willführlich ift, was aber in 
den meiften Faͤllen nicht mehr zuläffig ıft, wenn man eine Aufgabe nach ihren 
befonderen Daten betrachtet. Durd die Natur der ſich gleichzeitig ändernden 
Größen werden zwifchen denfelben folhe Relationen aufgeftellt, daß die Ver— 
änderungen der einen ald ben Veränverungen der andern untergeordnet betrach- 
tet werden müffen, und nur biejenigen dieſer veränverlichen Größen, deren 
Veränderungen den Veränderungen feiner anderen Größe fubordinirt find, müf- 
fen als wirkliche unabhängige veränverlihe Größen betrachtet werben. 

Sp muß 3. DB. bei der mehrfach erwähnten mechanischen Aufgabe der Ab- 
Ienfungswinfel eines Pendels als eine Function der feit dem Beginnen der 
Bewegung verfloffenen Zeit €, und t felbft ale die unabhängige verändverliche 
Größe betrachtet werben, wogegen es unnatürlic fein würde, die Zeit € ale 
eine Function des zur unabhängigen veränderlihen Größe genommenen Win- 
fel8 0 zu betrachten, weil die Zeit t fich offenbar unabhängig von der Bewe- 
gung des Pendels ändert oder verfließt und die Veränderungen des Winfeld 60 
im Gegentheil von der verfloffenen Zeit abhängig, oder den Veränderungen 
von t uborbinirt find. ‘ 

Im Allgemeinen erfüllt die Zeit für alle Größen, welche fi) mit ihr än— 
dern und weıl fie von einem beftimmten Augenblide an von felbft verfließt, 
nad der Natur der Sache felbft alle Bedingungen einer nothwendig unabhängig 
veränderlihen Größe, weil ihre Veränderungen den Veränderungen Feiner au= 
deren Größe fubordinirt find. Wir werden in der Folge Gelegenheit haben, 
auf die Folgerungen aus diefem Principe zurüczufommen und die allgemeinen 
Eigenfchaften der Größen, in fo fern fie  unchonen der Zeit find, näher zu 
unterfuchen, welche Unterfuchung der reinen Mathematik mit vemjelben Rechte 
anzugehören ſcheint, wie vie Unterfuchung ber Eigenfchaften der Ausdehnung 
und ber geometrifchen Formen. 

Die eben gemachte Bemerkung gilt auch für die von einem willführlichen 
Anfangspunfte aus gezählte veränderlihe Größe t und dient zur Beflimmung 
der Epoche eines Phänomenes, oder genauer, des Augenblickes, worin eine 
gewiffe Größe einen beftimmten Werth erreicht. Wenn dagegen bie veränber- 
Iihe Größe t vie abfolute Dauer eines Phansmenes ausdrückte, fo fünnte 
fie die Rolle einer abhängigen veränderlichen Größe fpielen. Sp if 5.2. Die 
Dauer der Schwingung eines Pendels eine Funetion des anfänglichen Elonga⸗ 
tionswinkels, welchen wir weiter oben mit 9, bezeichnet haben. Die Größe 
diefes Winkels iſt e8, weldhe die Schwingungsdauer, ald eine Folge von ber 
Beränderung des anfänglichen Ablenkungswinkels 9, nnd nicht die Veränderung 
dieſes Winkels als der Veränderung der Schwingungspaner fuborbinirt, 
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Aehnliche Betrachtungen laſſen fi) anf die veränderlihen Coordinaten an- 
wenden, vermittelft welder die Lage eines Punktes auf einer gegebenen Linie, 
auf einer gegebenen Fläche oder im Raume beftimmt wirt. Die Größe, welche 
man als veraͤnderlich betrachtet, aber nicht mehr von einem Augenblide zum 
andern, fondern von einem Orte zum anbern, tft eine Function der verän- 
derlichen Coordinaten des Punktes, worin fie als gemeſſen angefehen wird. 
Der unabhängigen veränderlichen Coorbinaten gibt es hier offenbar drei, wenn 
ſich der Punft auf eine beliebige Weife im Raume bewegen Tann; aber 
nur zwei, wenn diefer Punft auf einer gegebenen Fläche bleiben muß, und 
endlich nur eine, wenn biefer Punkt auf einer gegebenen Linie bleiben muß. 
Jedoch ift zu bemerken, daß die Wahl eines Coordinatenſyſtemes wilfführlich 
ift, jo daß nichts hindert, die Goordinaten x, y, 2, melde die Lage eines 
Punktes im Raume beftimmen, als Yunctionen der Coprdinaten n, v, w eined 
anderen Syſtemes zu betrachten. Die Unabkängigfeit ber veränderlichen Grö- 
fen x, y, z bat alfo nicht in ber Natur viefer Größen, fondern in der 
willführlihen Wahl als Eoorbinaten, ihren Grund, während die Unab- 
bängigfeit ber veränderlihen Größe t, welche die feit einem zum Anfangspunfte 
genommenen Angenblide verfloffene Zeit ausprücdt, ihren Grund in vem We- 
fen oder der Natur diefer Größe hat. Diefe Analogieen und dieſe Unter- 
fchiede find unmittelbare Folgerungen aus den Analogieen und Unterſchieden, 
welche die Zundamentalbegriffe der Zeit und des Raumes baybieten. 

Dur das Vorhergehende fol nicht gefagt fein, daß bei gewiflen phyfifa- 
Küchen Unterfuchungen durch die Natur derfelben ein Coordinatenſyſtem nicht als 
vor allen übrigen den Vorzug verbienend angedeutet würde, und die Aufmerk: 
famfeit der Analyften muß ſich beſonders auf folde Indicationen richten; denn 
im Alfgemeinen hat die Auflöfung einer Aufgabe ihre Vollendung erreicht, wenn 
die veränberlihen Größen nach ihrer natürlichen gegenfeitigen Abhängigkeit 
analytifch mit einander verbunden find. So geht 3.2. in der reinen Geometrie 
aus der Erzengungsart einer Linie oder einer Fläche hervor, welche Coordina⸗ 
ten für die unabhängigen veränderlichen Sröben genommen werben müfjen, 
damit die Unterfuchung der Eigenfchaften der Linie oder Fläche möglichſt er- 
leichtert wird. 


— — — — — — 


Bweites Kapitel. 


Ueber die Klaſſiſikation der Funetionen und ihre Entwickelung 
in Neihen. 


— — — 


$. 12. Die mathematiſchen Functionen werden in entwickelte (expli— 
eite) und in unentwickelte (implicite) unterſchieden. Unter unentwickelten 
Fuuctionen verſteht man ſolche, welche durch eine noch nicht aufgelößte Glei— 
chung zwifchen"der Function und der unabhängig veränderlichen Größe beſtimmt 
werden. So ift 3. B. die Function y, welche durch eine der Gleichungen: 

v„— bxy=za,by+cZlog x, tan. v-y sin. x, ⁊c. 

beſtimmt wird, eine unentwidelte Function von x; aber wenn biefe Gleichungen 
in Beziehung auf y aufgelößt und auf die Form y — f+ x gebracht würden, 
fo würde y eine entwidelte Function derfelben veränverlichen Größe. 

Man fann die entwidelten und unentwidelten Functionen durch dieſelbe 
Bezeichnung andenten, indem man den zwilchen ver unabhängigen veränderk- 
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hen Größe x und der Function y flattfindenden Zufammenhang durch eine 
Gleichung von der Form: 
F(e,y)=o (1) 


ausdrückt. 

Die mathematifchen Functionen, fie mögen entwidelte oder unentwidelte 
fein, werben ferner in algebraifche und transcendente Zunctionen unter- 
ſchieden. Wenn die Gleihung (1) eine algebraifche ift, fo daß ver erfte 
Theil derfelben nach der immer möglichen Kortfchaffung ver Nenner und Wur- 
zelgrößen ein ganzes Polynom von einem beftimmten Grave in Beziehung auf 
x und y iſt; fo wird die Function y eine algebraifche genannt. Wenn 
aber die veränderlihen Größen x, v, oder bloß eine berfelben, in einem Er- 
ponenten vorläme, oder mit einem irrationalen Exrponenten, oder mit dem Zei- 
hen log., oder endlich mit den in ber Trigonometrie üblihen Zeichen behaftet 
wäre; ſo wäre bie Function eine transcendente. Allgemeiner, jede mathe- 
matifche Function, welche nicht mit in der Definition der algebraifchen Function 
begriffen iſt, wird als eine transcendente angefehen. 

Die einzigen transcendenten Functionen, welche wir bier als befannt vor- 
ausfegen, find bie Erponentialfunctionen, die logarithmiſchen und trigonometri⸗ 
ſchen Zunctionen. Ob diefe Yunctionen in der That naͤchſt den algebraiichen 
Elementarfunctionen die einfachften ſind, ob fie fih auf einander zurücführen 
laſſen, over nicht, und ob, ungeachtet ihrer anfcheinend verſchiedenen Entftehungs- 
art, zwifchen ihnen irgend ein Zuſammenhang ftattfinvet, das find alled Fragen, 
welde in das Gebiet der Theorie gehören, womit wir und befchäftigen werben, 
und zu gleicher Zeit werben wir Die bereits aus den Elementen befannten 
transcendenten Functionen aus einem neuen Gefichtspuntte betrachten, dann auf 
die Betrachtung unendlich vieler anderer transcendente Functionen geführt wer- 
den, welche wir zu befiniren und zu Haffificiren haben und wovon wir die 
wichtigften durch befondere Zeichen varftellen werben. 

$. 13. Da die algebraifchen Gleichungen von einem höhern, als vom 
vierten Grade im Allgemeinen nicht algebraifch auflösbar find, und fich folglich 
der Werth von y nicht durch die Wurzelgrößen und durch die übrigen Zeichen 
ber Elementaralgebra durch x ausbrüden läßt, wenn bie Gleihung (1) von 
einem höhern, als vom vierten Grade iſt; fo feheint ed, daß man die Wur- 
zeln einer folhen ebenfowohl, wie die Erponentialgrößen und die Logarithmen 
als transcendente Sunctionen betrachten könne. Allein Leibnig, welhem man 
die Unterfcheivung der algebraifhen und transcenventen Funchionen verdankt, 
hat dieſen Fehlgriff nicht begangen; denn der Umfland, daß eine algebraifche 
Gleichung zwiſchen y und x in Beziehung auf y auflösbar iſt oder nicht, bat 
durchaus feinen Einfluß auf die Anzahl und auf die Beringungen der Realität 
oder Ymaginarität der Wurzeln, noch folglich auf die Form der Eurve, deren 
Coordinaten x und y find, fo wie auf die Anzahl ihrer Zweige und auf die 
übrigen Cigenthümlichfeiten ihres Laufes. Diefes alles bezieht ſich auf die 
Theorie der Zufammenfeßung der algebraiichen Gleichungen, weldhe ihrer al- 
gebraifchen Auflöfung nicht ſubordinirt iſt, und vermöge welder die algebraifchen 
Sunctionen, ſowohl die entwidelten, wie bie unentwicelten gemeinfame Cigen- 
fchaften befigen, welche fie nicht mit den Functionen gemein haben, denen man 
mit Recht den Namen transcendente Functionen vorbehalten hat. 

$. 14. Die entwidelten algebraifchen Functionen werden unterfchieven in 

anze und gebrochene, rationale und irrationale SFunctionen, wie bie 
fementaralgebra lehrt. Was die unentwidelten algebraifchen Kunctionen an- 
langt, fo iſt für fie diefe Eintheilung ohne Grund, weil man die Gleichungen, 
deren Wurzeln fie find, immer fo trangformiren kann, daß die Nenner und 
Wurzelgrößen daraus verfchwinden. 
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Die einfachften ganzen rationalen Funchionen find die, worin blog die 
erfie Potenz der veränderlichen Größe vorkommt und welche man auf die all- 
gemeine. Form: 

yzax+b, 
bringen Tann, wo a und b conftante Zahlen bezeichnen. Dan pflegt eine folche 
Zunction eine lineare nennen, weil die vorhergehende Gleichung für ein Sy- 
ſtem paralleler Coordinaten die Gleichung einer geraden Linie if. 

Die ganzen rationalen Functionen Fünnen für feinen endlihen Werth der 
verändberlihen Größe, wovon fie abhängen, unendlich werden. Ferner iſt 
einleuchtend,, daß allen Werthen der unabhängig veränderlichen Größe nur ein 
einziger reeller pofitiver oder negativer Werth dieſer Functionen entipricht. 
Hierans folgt, daß, wenn eine ganze rationale Function durch die Drbdinate 
einer Eurve dargeftellt wird, deren Abfeiffe die unabhängige veränderliche 
Größe ausdrückt, viefe Curve fich fowohl in dem Sinne ver negativen, als 
der pofitiven Abfciffen in einem einzigen Zweige unbegrenzt ausdehnt, ohne 
irgend wo eine Unterbredung der Stetigfeit zu erfahren. 

$. 15. Die gebrochenen Functionen, worin die unabhängige veränderliche 
Größe in einem oder in mehreren Nennern vorkommt, fünnen unendlich wer- 
den, und folglich für endliche Werthe der unabhängig veränderlichen Größe, 
weldye einen Renner verſchwinden machen, eine Unterbrechung ber Stetigfeit 
erfahren. Die irrationalen Functionen, felbft die ganzen, erfahren Unterbre⸗ 
dungen der Stetigleit und die fie darftellende Curve bricht plöglih ab, wenn 
der Werth der unabhängig veränderlihen Größe eine Wurzelgröße imaginär 
macht. Sp hat 3. DB. die Function: 

 yzıtyi x 
für x > 1 feine reellen Werthe mehr und wird in einem Syfleme orthogona⸗ 
ler &oorbinaten durch die Ordinate des parabolifhen Bogen ML (Fig. 4), 
welcher fi) in dem Sinne der negativen Abfeiffen unbegrenzt ausvehnt und 
in Punkte L, deffen Abfciffe OP — 1 ift, abbricht, graphiſch dargeſtellt. 

Ebenſo wird die Function: 

v=Yyxıı—- 2ax-+1 
durch die Ordinate des Hyperbelzweiges LMN (Fig. 5) dargeftellt, wenn 
Az a<1 if, und ın biefem Falle erfährt fie Feine Unterbrechung ver 
Stetigkeit. Diefelbe Function wird durch Die Ordinate der byperbolifchen Bo— 
gen PQ, RS dargeftellt, wenn «& > 1 ift, für welchen Fall, in ven Punf- 
ten @, R, eine Unterbrechung der Stetigkeit flattfindet. Endlich muß man 
zur graphiichen Darftellung verfelben Function die Ordinate der gebrochenen 
Linie BAC nehmen, wenn « — 1 iſt; denn da y pofitiv bleiben muß, fo 
verwandelt fich die gegebene Function in dieſem Falle für Werthe von x<1 in: 
y=1—x 
und für Werthe von x > 1 in: 


— X — 


y h 1. 

Dieſe Veränderung in dem algebraiſchen Ausdrucke der Function entſpricht einer 
Unterbrechung der Stetigfeit, wovon wir weiter unten die analytiſchen und geome- 
triſchen Merkmale auf eine allgemeine Weiſe angeben werden, und welde von 
einer andern Ordnung, als die Unterbrechungen der Stetigfeit ift, welche die 
Ordinate ver byperbolifchen Bogen PQ, RS in den Punften @ und R erfährt. 
$. 16. Wenn man aber zu gleicher Zeit die beiven reellen Werthe, welche 

eine Wurzelgröße von einem geraden Inder haben fann betrachtet, fo hat man 
zwei Dogen der Curve, welche fih in den Punkten vereinigen, deren Abſeiſſe 
dem Mebergange vom Reellen zum Imaginären entipricht, und es findet im 
genmetrifhen Sinne feine Unterbrechung der Stetigfeit mehr flatt; denn im geo- 
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metrifchen Sinne muß man unter den Unterbreddungen ber Stetigfeit nur die 
verfteben, welche unabhängig find von ver willführlichen Richtung der Are, 
worauf man die Curve bezieht. . 

Hieraus folgt alſo, daß man, um ven vollftännigen Ausdruck einer Curve 
durch eine algebraifche Gleichung zwiſchen ihren Coorbinaten zu haben, dieſe 
Gleichung von den Wurzelgrößen befreien, oder alle doppelten Zeichen ver 
Aurgelgräfen von geradem Inder beibehalten muß. Diefes ift die Grundlage 
der Correſpondenz zwiſchen der Mgebra und der Geometrie, worauf wir wieber 
zurüdfommen werben, wenn von ben Anwendungen der Analyfis auf die Theorie 
der Eurven fpecieller die Rede fein wird. 


Dagegen können bie transcendenten Curven, oder diejenigen, deren Orbi- 
nate eine transcendente Sunction der Abſciſſe ift, plöglich ın ihrem Laufe unter- 
brochen werden, ohne daß ſich ihre Zweige wieder vereinigen, fo daß der Punkt, 
welcher durch feine Bewegung einen der Curvenzweige befchriebe, plöglich fill 
ftehen müßte. So befteht 3. 2. die Curve, deren Gleichung: 


'  ‚+r1=a * 
ift, wo a eine pofitive Zahl > 1 bezeichnet, aus den beiden Zweigen BL, 
MN (SFig. 6), wovon ber erſte in ver Richtung ber pofitiven Abfcifien bie 
Are der x zur Aſymptote hat, und fi in dem Punkte B, deſſen Coordinaten 
x 0,y=— 1 find, plößlich fehließt, während ber zweite Zweig in dem 
Sinne der pofitiven y die Are der y und in dem Sinne ber negativen x bie 
Are der x zur Alymptote hat. Denn fo lange x pofitio iſt, nimmt die Function: 
- 1 


a ı = — 


a x 
% 

für immer Fleiner werdende Werthe von x fortwährend ab, und verfchwinvet 
zulegt mit x, während fie fich für immer größer werbende Werthe von x der 
Einheit ohne Ende nähert. Wenn dagegen x negative Werthe vurchlauft, To 
nimmt diefelbe Function für immer Feiner werdende Werthe von x über alle 
Grenzen hinaus zu, während fie ſich für zunehmende Werthe von x wieder ber 
Einheit ohne Ende nähert. " 

Die Punkte, worin fi) ein Zweig einer transcendenten oder empiriſchen 
Curve plöglich fohließt, werden Stillftande- oder Schlußpunfte genannt. 
Wenn zwei getrennte Eurvenzweige NM, M’N! (Fig. 7) eine gemeinfchaftliche 
Drvinate PM N’ hätten, fo daß die durch die Ordinate der Curve bargeftellte 
Function plötlih von dem Werte PM zu dem Wertfe PM‘ überginge, ſo 
wären die Punfte M, M Zerreifungspunfte. Die algebraiichen Functio⸗ 
nen können weder Schlußpunfte, noch SerreißungSpunfte baben, und folglich 
feine anderen Unterbrechungen der Stetigfeit darbieten, als die, welde von 
dem Durchgange durch das Unenpliche herrühren, wogegen die transcenbenten 
Functionen Unterbrechungen der Stetigfeit varbieten Fonnen, welche von dem 
plößlichen Uebergange von einem endlichen Werthe zu einem andern herrühren. 

$. 17. Wenn die Theorie der Functionen eine größere Allgemeinheit bat, 
als die Algebra, infofern darin von den gemeinfamen Cigenfchaften der al- 
gebraifchen und transcendenten, und felbft der Functionen gehanvelt wird, welche 
feine mathematifche Definition geftatten; fo erhält dieſe Theorie andererfeits 
eine Ausdehnung, welche urfprünglich nur in der reinen Algebra und für bie 
Functionen einen Sinn hat, welche fich algebraifch ausdrücken laſſen. Dieſe 
Erweiterung befteht darin, die imaginären Werthe in Betracht zu ziehen, welche 
eine algebratfch ausgedrückte Function annimmt, wenn die veränherlihe Größe, 
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wovon fie abhängt, durch reelle Werthe geht, welche dieſſeits ober jenfeits ge- 
wiffer Grenzen liegen, wie 3. B., wenn in der Function: 
y=ı+ 9/1 —x 

die veränderlihe Größe x > 1 wird, Diefe Erweiterung befteht ferner in ber 
Annahme, dag die unabhängig veränderliche Größe, felbft eine Reihe imagi- 
närer Werthe durdlaufen fann. Um fi) aber von einem ſolchen Durchlaufen 
einen Begriff bilden zu fönnen, muß man biefe zweite veränverliche Größe, 
wovon die erfte eine Function iſt, als ihrerſeits von einer dritten veränderli= 
hen Größe, welche eine Reihe reeller Werthe durchläuft, abhängig betrachten. 
Es fei t dieſe Teste veränderlihe Größe, x die unmittelbar davon abhängige 
Beränderlihe und y eine Function von x. Kerner bezeichnen t,, x,, Jo; 
t, x, y, zwei Syſteme correfpondirender Werthe dieſer drei Veränberlichen, 
wo t,, t, reelle Größen find, während x,, Ya, X, y, reelle oder imagi⸗ 
näre Größen fein fönnen; fo ıft Har, daß, während t von dem Werthe t, zu 
dem Werthe t, übergeht, indem es alle zwiſchenliegende reellen Werthe — 
die Beränderliche x eine Reihe imaginärer Werthe durchlaufen kann, welche durch 
den zwifchen t und x flattfindenden algebraifchen Zufammenhang beftimmt wir, 
und welcher eine Reihe ebenfalls beftimmter reeller oder imaginärer Werthe von 
y entfpridt. Dagegen wird die Reihe der imaginären Werthe, welche x 
durchlaufen kann, indem e8 von dem Werthe x, zu dem Werthe x, übergeht, 
durch nichts beftimmt, wenn man nicht eine beitimmte directe oder inbirecte 
Abhängigkeit zwiſchen x und einer andern Veränderlichen feftfeßt, welche von 
einem reellen Werthe zu einem andern reellen Werthe übergeht, indem fie alle 
zwifchenliegenden reellen Werthe durchläuft, weil zwifchen den imaginären Ord- 
Ben feine natürlihe und beftimmte Größenordnung ftattfindet. *) 


*) Gauß hat die reelle und anfchauliche Bebeutung der imaginären Ausbrüde 
bireet nachgewieſen und dadurch ihre Zuläffigfeit in der Rechnung vollftändig 
geredifertigt, worüber er fich in den Götting. Gel. Anz. Stüd 64 v. J. 1831 
folgendermaßen ausbrüdt: 

„So tie die abfoluten ganzen Zahlen durch eine in einer geraden Linie 
unter gleihen Entfernungen geordnete Reihe von Punkten bargeftellt werden, 
in der ber Anfangepunft die Zahl O0, der nächſte die Zahl 1 u. f. w. vertritt, 
und fo wie dann zur Darftellung der negativen Zahlen nur eine unbegrenzte 
Berlängerun Diefer Reihe auf der entgegengefebten Seite des Anfangspunktes 
erforderlich if: fo bedarf es zur Darftellung der complexen ganzen Zahlen, 


d. h. der Zahlen von der Form La b — 1, nur bed Zuſatzes, daß 


of 1 142 V 1, 242V Ace. 
..... -22.VA, 14V —L VA, 14VA, 2. VA . .... 
— 2 1 


„eo... ‚mi N ’ 2 ...0. 


0, 
2) —1, —1-V -L VVA, 1-VA, 2N Hera. 
2! 1, 12V nV LAN 12 Acc 


i — V — , fo wie der nächſte Punkt bei O in der erſten Nebenreihe auf 
Conrnot, Theorie ver Functionen ꝛc. 2 
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In der Folge werben wir fehen, daß nicht blos die afgebraifchen Func⸗ 
tionen, fondern auch die erponentiellen, logarithmiſchen und trigonometrifchen 


—— — — — — 


der andern Seite auf — i = BEN 6 —1u.f. f. Bei diefer Darftellung wirb 
die Ausführung der arithmetiſchen Operationen in Beziehung auf die compleren 
Größen einer Berfignlihung fähig, die nichts zu wuͤnſchen übrig läßt. 

Bon der andern "Seite wird hierdurch die wahre Metapppfit der imaginä- 
ren Größen in ein neues Licht geſtellt. . 

Unfere allgemeine Arithmetik, von deren Umfang die Geometrie der Alten 
fo weit überflügelt wird, iſt ganz die Schöpfung der neuern Zeit. Urfprüng- 
lich ausgehend von dem Begriff der abfoluten ganzen Zahlen hat fie ihr Ge⸗ 
biet flufenweife erweitert; zu den ganzen Zahlen find die gebrochenen, zu ben 
rationalen die irrationalen, gu den pofitiven die negativen, zu den reellen die 
imaginären hinzugelommen. Diefes Vorſchreiten ift aber immer anfangs mit 
furchtſam zögerndem Schritt gefhehen. Die erfien Algebraiften nannten noch 
die negativen Wurzeln falfhe Wurzeln, und fie find es auch, wo die Aufgabe, 
auf welche fie fich beziehen, fo eingelleitet vorgetragen if, daß die Beſchaf⸗ 
fenheit der gefuchten Größe kein Entgegengetehtes zuläßt. Allein fo wenig 
man in der allgemeinen Arithmetitk Bedenken hat, die gebrochenen 
Zahlen mit aufzunehmen, obgleich es fo viele zählbare Dinge gibt, wobei 
eine Bruchzahl ohne Sinn iſt, ebenfoweni durften in jener den negativen 
Zahlen gleiche Rechte mit ten pofltiven deßhalb verfagt werben, weil unzäh- 
lige Dinge fein Entgegengefeßtes zulaffen; die Realität der negativen Zahlen 
ift hinreichend gerechtfertigt, da fie In unzähligen andern Fällen ein adäquates 
Subfirat finden. Darüber il man nun freil ch feit Langer Zeit im Klaren; 
allein die den reellen Größen gegenübergeftellten imaginären — ehemals und 
hin und wieder noch jeßt, obwodͤl unſchicklich unmögliche genannt — find 
no immer weniger eingebürgert, als nur geduldet, und erfcheinen alfo mehr 
wie ein an fich inhaltleeres Zeichenfpiel, dem man ein benfbares Subfirat 
unbedingt abfpricht, ohne doch den reichen Tribut, welchen dieſes Aeichenfpicl 
zur in ben Schatz der Berhältniffe der reellen Größen fleuert, verſchmä⸗ 

en zu wollen. 

ie haben dieſen hochwichtigen Theil der Mathematik feit vielen Jahren 
aus einem verfchiedenen Gefihtepuntte betrachtet, wobei den imaginären Grö⸗ 
fen ebenfogut ein Gegenfland untergelegt werden Tann, wie den nenativen; es 
hat aber bisher an einer Beranlaffung gefehlt, unfere Anficht öffentlich be⸗ 
ſtimmt auszufprechen, wenn gleich aufmerffame Lefer die Spuren davon in 
der 1799 erfchienenen Schrift über die Bleihungen und in der Preisſchrift 
über die Umbildung der Flächen Leicht wiederfinden werden. In unferer Ab- 
bandlung Theoria Besiduorum Biquadraticorum, Gottingae 1832, find bie 
Orannaüge davon kurz angegeben ; fie befteben im Folgenden. 

Pofitive und negative Zahlen tönnen nur da eine nwendung finden, 100 
das Gezählte ein Entgegengefegtes hat, was mit ihm vereinigt gedacht der 
Bernihtung gleich zu ſtellen if. Genau befeben finpet dieſe Borausfeguug nut 
da flatt, wo nicht Subflanzen (für ſich denkbare Gegenflände), fondern Re- 
lationen zwiſchen fe zwei Gegenfländen dag Öegäbite find. Poſtulirt wird 
dabei, daß dieſe Gegenflände auf eine beſtimmte Art in eine Reihe geordnet 
find, .8.A,B,C,D...., und daß die Relation des A zu B als ber 
Relation des B zu C u. f. mw. gleich betrachtet werden Tann. Bier gehört nun 
zu dem Begriff der Entgegenfeßung nichts weiter, als der Umtauſch ber 
Blieder der Relation, fo daß, wenn die Relation (oder der Uebergang von 
A zu Bald + 1 gilt, die Relation von B zu A durh — 1 bargefiellt wer- 
den muß. Snfofern alfo eine ſolche Reihe auf beiden Sciten unbegrenzt iſt, 
repraͤſentirt jede reelle ganze Zahl die Relation eines beliebig als Anfang 
gewählten Gliedes d“ einem beflimmten Grade der Reihe. 

Sind aber die Gegenſtände von folcher Art, daß fie nicht in eine, wenn 
gleich unbegrenzte, Reihe georbnet werden können, fondern ſich nur in Reihen 
von Reihen ordnen laſſen, oder, was daffelbe if, bilden fie eine Mannig- 
faltigteit von zwei Dimenfionen; verhält es fih dann mit den Re⸗ 
Iationen einer Reihe zu einer andern ober den lebernängen aus einer in bie 
andere auf eine ähnliche Weife, wie vorhin mit den Ucbergängen von einem 
Gliede einer Reipe zu einem andern Gliede berfelben Reipe, fo bebarf es 
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Sunctionen eine beflimmte Bedeutung und einen beftimmten reellen oder imagi- 
nären Werth befommen, wenn man bie veränverlichen Größen dieſer Functionen 


offenbar zur Abmeffung bes Ueberganges von einem Gliede bes Syſtemes zu 
einem andern außer den vorigen Einheiten + 1 und »- 1 noch Zweier andern 
unter fi auch entgegengefeßten + i und — i. Offenbar muß aber babet 
noch poflulirt werden, daß die Einheit i allemal den Uebergang von einem 
gegebenen Bliede einer Reihe zu einem beftimmten Gliede der unmittelbar 
angrenzenden Reihe bezeichne. Auf diefe Weiſe wird alfo das Syflem auf 
eine doppelte Art in Reihen von Reiben geordnet werden koͤnnen. 

Der Mathematiker abſtrahirt gänzlich von der Befchaffenpeit der Gegen⸗ 
Rände und dem Yuhalt ihrer Relationen; er hat ed blos mit der Abzählung 
und Bergleihung der Relationen unter ſich zu thun; infofern if er ebenfo, 
wie er den burh + 1 und — 1 bezeichneten Relationen, an fi} betrachtet, 
Gleichartigkeit beilegt, folhe auf alle vier Elemente +1, — 1, + i und 
— i zu erfireden befugt. 

‚ Zur Anfgauung laſſen fih dieſe Verhältniffe nur durch eine Darftellung 
im Raume bringen, und ber einfadhfte Fall if, wo fein Grund vorhanden 
if, die Symbole der Gegenflände anders als quadratifch anzuordnen, indem 
man eine unbegrenzte Ebene durch zwei Spfleme von Parallellinien, die ein» 
ander rechtwinklig durchkreuzen, in Quadrate zertheift, und die Durchſchnitts⸗ 
punkte zu den Symbolen wählt. Jeder folder Punkt A (dig. 7a) hat hier 
vier Nachbarn, und wenn man die Relation bes A zu einem benachbarten 
Punkte durch + 1 bezeichnet, fo if die durch — 1 zu bezeichnende von ſelbſt 
befimmt, während man, welche der beiden andern man will, für + i wäh⸗ 
len, oder den fih auf + i beziehenden Punkt nach Gefallen oben und un« 
ten nehmen kann. Diefer Unterfhicd zwiſchen oben und unten ift, fobald 
man vorwärts und rüdwärts in der Ebene und rechts und links in Beziehung 
auf die beiden Seiten der Ebene einmal (nah Gefallen) fefigefegt bat, in 
fh völlig beftimmt, wenn wir gleich unfere Anſchauung dieſes Unterſchiedes 
Andern nur durch Nachweiſung an wirklich vorhandenen materiellen Dingen 
mittheilen können. Wenn man aber auch über Ichteres ſich entſchloſſen hat, 
ſieht men, daß es doch von unferer Willführ abhing, welche von den beiden 
in einem Puntte fih durchlreugenden Reihen wir ald Hauptreihe, und welche 
Richtung in ihr wir als auf pofitive Zahlen ſich beziehend anfeben wollten ; 
man fiedt ferner, daß, wenn man die vorher als + i behandelte Relation 
für + 1 nehmen will, man nothwendig die vorhin durch — 1 bezeichnete 
Relation für + i nehmen muß. Das heißt aber in der Sprade der Mathe⸗ 
matifer: + i ift eine mittlere Proportionalgröße zwiſchen + 1 und — 1 oder 


entfpricht dem Zeichen V — 1; wir ſagen abfichtlich nicht die mittlere Pro⸗ 
portionafgröße, denn — I hat offenbar gleichen Anſpruch. Bier iſt alfo bie 


KRahmeisbarkeit einer anſchaulichen Bedeutung von NA — Lt volllommen ge- 
rechtfertigt, und mehr bedarf ed nicht, um diefe Größe in das Gebiet der 
Gergenflände der Arithmetik zuzulaſſen. 

ir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch biefe kurze Dar- 
Rellung der Hauptmomente einer neuen Theorie der fogenannten imaginären 
Größen einen Dienſt zu ermweifen. Hat man biefen @egenftand bisher aus 
einem falfchen Befichtspuft betrachtet und eine gebeimntßvolle Duntelpeit dabei 
gefunden, fo iſt dies größtentpeils den wenig ſchicklichen Benennungen zuzu⸗ 


fehreiben. Hätte man +1, — 1, V — 1 nit pofitive, negative, ima⸗ 
ginäre (oder gar unmögliche) Einheit, fondern eiwa directe, inverſe, 
Iaterale Einheit genannt, fo hätte von einer folhen Dunkelheit kaum bie 
Rede fein können. Wir haben ung vorbehalten, den Gegenſtand, welder in 
ber genannten Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berührt if, künftig voll- 
Kändiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum bie Relationen 
zwifchen Dingen, die eine Mannigfattigkeit von mehr als zwei Dimenfionen 
darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Aritpmetit zuläffige Arten 
von Größen liefern können, ihre Beantwortung finden wird.“ 

Begen der geometrifhen Bedeutung der imaginären Auspräde anteie 


man weiter unten $. 76 Anmerk. 3. d. Veberf. 
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imaginäre Werthe durchlaufen läßt. Folglich find die in dieſem Paragraph 
gemachten Bemerkungen auf alle ſchon befannten algebraifchen ober transcendenten 
Functionen anwendbar. 

$. 18. Wir haben eben gezeigt, wie die Analyften die Functionen nad 
ihrer mathematischen. Ausprudsart Haffificiren; allein die Functionen fönnen auch 
nach ihrer Form oder nach. ver Form der Curven, welche fie ausprüden, 
Haffificirt werden, undebiefe Klaflififattion kann ſowohl die empirifchen, wie die 
algebraifchen, oder transcendenten $unctionen umfaffen. Es kommt übrigens 
bier nicht Darauf an, eine methodiſche und vollftändige Klaffififation, wie bie, 
welche fi) auf Gegeſtaͤnde von unendlicher Anzahl anwenden laffen, wie 3.2. 
in der Naturgefchichte, aufzuftellen, fondern blos gewiffe Klaffen von Functio⸗ 
nert anzuführen, welche fich durch allgemeine Merkmale auszeichnen. 

Zunächſt wollen wir die geraden und ungeraden Functionen betrachten. 
Gerade Functionen werden nämlid die genannt, welche viefelben Werthe 
annehmen, wenn man der unabhängigen Veränderlichen gleiche Werthe mit ent- 
gegengefebten Zeichen beilegt, oder Diejenigen, welche in einem Syfteme ortho- 
gonaler Coorbinaten durch Curven bargeftellt werben, welche gegen die Are 
der Orbinaten fymmetrifch find. Unter den algebraifchen Functionen find die 
geraden Sunctionen bie, weldhe nur gerade Potenzen der unabhängigen Derän- 


verlichen enthalten, wie x?2, / 1 — x*, woher auch der Name ber geraben 
Functionen kommt, welchen man auf alle Functionen anwenden kann, die die- 
ſelbe Aebnlichfeit der Form darbieten, obgleich fie fi nicht algebraiſch aus- 
drücken laſſen. Die trigonometrifche Function cos. x ift eine gerade, weil mau 
in der’ Trigonometrie den Coſinus eines negativen Bogens als denfelben Zah 
Yenwerth mit demfelben Zeichen, wie der beflelben pofitiven Bogens habend 
betrachten muß. 

Ungerade Functionen dagegen werben diejenigen genannt, welche für 
gleiche und entgegengefeßte Werthe der unabhängig veränverlichen Größe gleiche 
und entgegengefeßte Zahlenwerthe annehmen, wozu die algebraifchen Functionen: 


—, ıy1+x' 

x3 — 
gehören. Nach dieſer Definition find alſo sin. x und tang. x ebenfalls unge- 
rade Functionen. Eine ungerade Functipn muß für x — 0 verfehwinden, wo: 


fern fie für diefen Werth don x Feine Unterbrechung ver Stetigfeit erfährt, 
was 3. B. bei den ungeraden Functionen: 


2 
—* * * cut. x 
x 


der Fall iſt. Eine jede beliebige Function kann als die Summe aus einer 
geraden und und einer-ungeraben Function betrachtet werden. Denn es fer f 
das Zeichen einer beliebigen Funetion, fo kann man fegen: 

f&) +fl- DI) =29 0), 

f(x) — f(— x) =2U (x), 
und alsdann ift ꝙ (x) offenbar eine gerade und () eine ungerade Junction 
von x, welche Form übrigens bie Function f(x) auch haben mag. Aus biefen 
beiven Gleichungen ergibt fich aber: 

If) 3 26) 00, 
was bewieſen werden ſollte. 
$. 19. Periodiſche Functionen werben diejenigen genannt, welche 
immer biefelben Werthe wieder annehmen, wenn man für die unabhängig der- 
änderlihe Größe Werthe fubftituirt, die um gleiche Größen von einander ver- 
fohieden find. Die Größe dieſes Unterſchiedes oder dieſer Intervalle beftimmt 
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oder mißt die Ausbehnung der Periode. Eon betrachtet man z. B. in 
ber Trigonometrie die Kreisbogen ald Größen, welche größer, als der ganze 
Kreisumfang werben nnd ſowohl in dem pofitiven, als in dem negativen Sinne 
unbegrenzt zunehmen fünnen, während die Sinus, Coſinus und überhaupt bie 
trigonometrifhen Functionen dieſer Bogen periodiſch diefelben Werthe wieder 
annehmen, fo oft man zu dem urfprünglichen Bogen einen ganzen Rreisumfang 
binzufügt, oder davon abzieht. Es find alſo sin. ax, cos. ax, tang. ax 


periodiſche Functionen, deren Periode zu zum Werthe bat. Die Function 


v= sin ax; B. ift die Ordinate einee Curve PN WOMNP,.. 
(Sig. 8), welde fi fomohl in dem Sinne der negativen, als ver pofitiven 
Abſeiſſen unbeſtimmt ausdehnt und ſich vermittelfi der natürlichen over Fünftli- 
den trigonometrifchen Tafeln leicht durch Punkte conftruiren läßt. Die gleichen 
Intervalle PPO, OP, .... meflen die Ausdehnung der Periode, 

Die Natur bietet und eine Menge von Erfcheinungen dar, welche dem 
Gelee der Periodicität unterliegen, und folglich verbient die Klaffe ver perio— 
diſchen Function, deren einfachften Typus die Geometrie des Kreifes an die 
Hand gibt, eine befondere Aufmerkſamkeit. 

$. 20. Inter den nichtperiodifchen Functionen find hier blos die anzufüh- 
ren, welche die Eigenichaft haben, beftändig zu- oder abzunehmen, wenn bie 
unabhängige Beränderlihe zunimmt, denn die nicht periodiſchen Kunctionen, 
welche abwechjelnd zu» und abnehmen, bieten weiter feine wichtigen Merkmale 
dar, in Folge welcher fie in befondere Klaſſen eingetheilt werden könnten. 

Beſonders bemerfenswerth find die Kunctionen, welche ſich ohne Ende dem 
Werte Null, oder jedem andern feiten Werthe nähern, wenn die unabhängige 
Beränderlihe zu= oder abnimmt. Bon diefer Befchaffenheit find die Functionen: 


1 n 
‚rm Tmbraı 


wo a, m, n pofitive Zahlen bezeichnen und a außerdem größer, ale bie Ein- 
beit angenommen wird. 

Die Zunctionen diefer Art müffen häufig in dem Ausbrude phyſikaliſcher 
Erfheinungen vorfommen; denn es gefchieht oft, dag eine Größe von einem 
gewiffen Zuſtande aus fortwährend abnimmt, fo daß fie zulest faft Null wird, 
oder von einem beftimmten Werthe, welchem fie fi) ohne Ende nähert, nicht 
merklich verſchieden ift. Insbeſondere ift bier die Junction y—= a ($ig.9) 
zu bemerken, welche ver einfachfle Typus der Functionen iſt, die zu beiden 
Seiten des Anfangspunftes der unabhängig veränderlihen Größe fehr ſchnell 
und fommetrifch abnehmen, fo daß ver Zahlenwerth dieſer Function für wenig 
beträchtliche Zahlenwerthe der unabhängig veränderlichen Größe ſchon außeror- 
tentlich Fein ift, wie wenig die conflante Zahl a auch größer fein mag, ale 
die Einheit. Bei dem gegenwärtigen Zuſtande der Phyſik nimmt man an, daß 
die materiellen Theilchen ver Körper von Kräften follicitirt werden, deren Ab- 
nahmegeſetz durch eine Function diefer Art ausgebrüdt wirb, und bei den An- 
wendungen der Wahrfcheinlichkeitsrechnung auf große flatiftifche Zahlen kommt 
man ebenfalls fehr häufig auf Functionen von dieſer Korm. 

F. 21. Wir wollen annehmen, daß wir eine empirifche Sunction fx hät- 
ten, womit arithmetifche oder algebraifche Rechnungen vorgenommen werden 
foßen, wie wenn man 3. DB. ven Werth von x finden follte, welcher (ver 
Gleichung: 


xra 
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genügt; fo befteht das ſich zunächft darbietende Verfahren offenbar darin, wo 
möglich eine algebraifche Function px zu finden, welche fih wenig von fx 
entfernt, wenigftens innerhalb der Grenzen, zwifchen welche die geſuchte Wurzel 
fallen muß, und dann px in die gegebene Gleichung für fx zu fubflituiren, 
Der Zwed einer ſolchen Subftitution ıft im Allgemeinen, die algebraifchen Um- 
ormungen, welche auf allgemeine Formeln führen müflen, oder arithmetiſche 

perationen möglich zu machen, wenn man befonvere Werthe beftimmen will. 

Wenn die fuhftituirte Function fich der mrfprünglichen in dem ganzen be- 
trachteten Theile ihres Verlaufes nähern foll, fo müffen die wefentlichen Sormen 
der fubftituirten Function mit denen der zu erfeßenden Function verträglich fein. 

Wenn z.B. die zu erfeßenve Function eine periodiſche st, fo nimmt man, 
wenigſtens bis zu einer genauern Unterfuhung, an, daß fie möglicher Weile 
durch eine Function von ber Form: 

y=Asin (mx + nn), 
welche ihrer Natur nach periopifch ift, exfeht werben kann; aber es würbe 
offenbar ganz unmöglich fein, daß ſich die gegebene Junction in der ganzen 
Ausdehnung ihres DVerlaufes einer Function von der Form: 
= Am, y— Aa, 
welche, je nach dem Zeichen von m, beftändig zu= oder abnehmen würde, 
nähern Fönnte, 

Unter Interpolation verfieht man die Operation, durch welche man 
eine Curve y = px beſtimmt, welche eine gewifle Anzahl von Punkten mit 
der Curve „= fx gemein hat, und fich zwilchen den äußerften Punkten deſto 
weniger davon entfernt, je größer die Anzahl der zwilchen liegenden gemein- 
ſchaftlichen Punkte iſt. Wir werben fpäter näher auf die VBerfahrungsarten der 
Interpolation eingehen; allein für den Augenblicf genügt es, ſich vorzuftellen, 
daß die Curve, deren Drpinate px ift, durch einen gegebenen Punkt (x,, 5.) 
geht, wenn man die Gleichung verfegt: 


Je — PXoı 
d. h. wenn man die Parameter ober die unbeflimmten Evefficienten, welche ber 
mathematifche Ausprud der Function ꝙ enthalten muß, durch eine Bedingungs- 
gleihung mit einander verbindet, und je mehr willführlihe Parameter man in 
diefen Ausdruck eingeführt hat, wofern man auf der gegebenen Curve y — fx 
eine gleiche Anzahl von Punkten hat, deſto mehr nähern fich die Curven, deren 
Drdinaten —* px und fx ausgedrückt werben, in dem betrachteten Theile 
ihres Laufes einander. 

Hiervon rührt, gelegentlich bemerkt, die Schwierigfeit her, den Werth 
gewiffer Formeln der mathematifhen Phyſik unter der Eontrole der Beobachtung 
zu beftimmen. Denn wenn zur Darftellung des Gefetes einer Erfcheinung bie 
Gleichung y = px gegeben wird, worin die Sunction 9 viele willführliche 
Parameter enthält, und man beftimmt dieſe Parameter nad der“ Bedingung, 
den Beobachtungen zu genügen, welche eben fo viele Syſteme zufammengehd- 
riger Werthe von x und y geben, als man Parameter bat, fo wird es hier- 
durch allen ſchon wahrfcheinlih, Daß die Syfleme der zwifchenliegenden Werthe 
nahezu derſelben Gleichung genügen werben, obgleich das wahre Gefeh der 
Erſcheinung durch eine von 9 x verſchiedene Function fx ausgedrückt wird. 
Wenn folglich auf den für die Function 9 gewählten analytiſchen Ausdruck eine 
phyſikaliſche Theorie gebaut werben follte, fo würde bie Wahrheit diefer Theorie 
noch nicht durch die Uebereinſtimmung zwifchen ver Beobachtung und Rechnung 
für die zwifchenliegenden Werthe der Veränderlichen x, y genügend dargethan, 

Wenn die Formen der Functionen f und 9 mit einanver unverträglich 
wären, indem 3. B. die eine Function eine periobiiche und bie andere eine 
beftändig zu= oder abnehmende wäre, fo würde dieſes durch die Rechnung felbft 
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angezeigt, indem man für bie Parameter unendlihe, ober imaginäre, ober un- 
beftimmte Werthe erhielte, 

$. 22. Man fieht leicht ein, daß es von Nuten fein kann, auf diefe 
Weife nicht blos empirische Functionen, welche ſich auf feine andere Art der 
Rechnung würden unterwerfen laſſen, fondern auch transcendente oder compli- 
eirte algebraifche Functionen durch andere Functionen von einer einfachern 
dorm, ober folde, deren Korm ber Natur der vorzunehmenden analytifchen 
Dperationen beffer entiprechen, zu erfeßen, wie dieſes, um ein ganz elementa- 
res Beiſpiel anzuführen, gefchieht, wenn man für einen gewöhnlichen Bruch, 
wie 3 einen Decimalbrud) 0,6666 fett, welcher den Werth des gewöhnlichen 
Bruches nur näherungsweife aͤusdrückt, aber deſſen Ausdruck, obgleich er eigent- 
lich complicirter tft, al8 der des gewöhnlichen Bruches, der Natur unſerer 
arithmetifchen Grundoperationen beffer entſpricht. 

Auch in dieſem Falle fieht man Teicht ein, wenn bie ſubſtitnirte Funetion 
feine Form bat, welche mit der Form der gegebenen Function unvertraͤglich ifl, 
dag man bie beiden Funchionen einander deſto mehr nähern Tann, je mehr 
willfübrlihe Parameter man einführt, deren Werthe man ſchicklich beftimmt; 
aber andererfeits wird dadurch auch die fubftituwirte Function complicirter, ſo 
daß die Bortheile, welche man durch die Subftitution erreichen wollte, wieder 
verloren geben, je mehr willführliche Parameter man einführt. Das Mittel, 
deſſen fi die Analyften zur Befeitigung dieſes Uebelſtandes bedienen, befteht 
darin, daß fie für die gegebene Function eine Summe analytifcher Funetionen 
von derfelben Form fuhftituiren, welche fih nur durch die Werthe gewifler 
—— unterſcheiden. Statt alſo z. B. für die Function y= fx bie 

unction: 
=Ax=, oder yJ A sin. mx, 
a fubflituiren, Tann man ſetzen: 
: Ah a,zı tie 


yzA,siu x + A, sin. 2x + A, sion. 3x etc. 
und dieſe fogenannten Reihenausdrücke können ald der gegebenen Function 
£ x gleich betrachtet werben, wenn der Werth, welchen man erhält, wenn man 
eine hinreichende Anzahl von Gliedern dieſer Reihen nimmt, beliebig wenig 
von dem Werthe der Function fx verfchieven iſt. Hierbei muß man fidh bie 
Reihe nothwendig ald ins Unendliche fortlaufend vorftellen, denn wenn man 
den genauen Werth von fx, vermittelt einer endlichen Anzahl von Gliedern 
erbielte, fo hätte man nur den analytifchen Ausdruck von fx entwidelt, aber 
nicht in einer Reihe in dem eigentlihen Sinne des Wortes. Sp find 3. 2. 
die identiſchen Gleichungen: 

(x + bh)’ = h? + 3h?x + 3hX2 + x, 

(sin. x)> — 3 sin. x — P, sin. 3x + ;1, sin dx, 
feine eigentlichen Reibenentwidelungen, ſondern bloße Umformungen. 

F. 23. Die einfachſten Reihen find die, welche nad den ganzen und 
Reigenden Potenzen ver veränderlihen Größe fortichreiten. Mercator und 
Newton find auf Reihen von diefer Form geführt, nämlich ver erfle, indem 
er die gewöhnliche Divifionsregel auf die gebrochene Aunction: 

1 


oder: 


a+bx 
aumandte und bie fuccefliven Glieder des Quotienten nach ben abfleigenben 
Gotenzen von x orbnete, und der zweite, indem er die Regel für die Auszie- 
bung der Wurzeln auf die irrationale Function: 


fs + bz, 
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anwanbte und bie ſucceſſive erhaltenen Glieder der Wurzel ebenfalls nach ven 
fteigenden Potenzen von x ordnete. Bald darauf fanden Newton und leibnig 
äbnlihe Entwidelungen für die damals befannten transcendenten Functionen, 
und fett diefer Zeit ift die Umformung der Funchonen in Reihen eins der 
Hauptgefchäfte der Analyfis geworden. 

Diefe Transformation wird zu zwei verſchiedenen Zwecken vorgenommen, 
welche den beiden Seiten entfpredhen, von welchem man das ganze Syftem 
der mathematiſchen Wiffenfchaften betrachten fann. Bald will man nämlich 
gewiffe von den Zahlenwerthen der Größen unabhängige Geſetze und Relativ- 
nen .beweifen und gibt zu dem Zwecke den Functionen, die zu dem Beweiſe 
am meiften geeigneten Reihenformen, wobei es ziemlich gleichgültig ift, wie 
viele Glieder der Reihe man nehmen muß, um einen hinreichend genäherten 
Werth der gegebenen Function zu erhalten, und es ıft hinreichend, wenn man 
einfieht, daß die Reihe in allen Fällen fo weit fortgefett werben kann, daß 
die Summe der unberüdfichtigt gelaffenen Glieder Eleiner werden Tann, als 
jede gegebene Größe. 

In andern Fällen dagegen will man vermittelft der Reihen Zahlenwerthe 
wirklich berechnen, und alsdann tft es nothwendig, daß man eine hinreichende 
Annäherung erhalten Tann, ohne eine zu große Anzahl von Gliedern der Reihe be- 
rechnen zu müflen, was ſehr mühfam und zuweilen ganz unausführbar fein würbe. 

$. 24. Unter convergirenden Reihen verfteht man folde, welde 
der Bedingung genügen, daß die Summe ihrer Glieder um fo mehr gegen 
einen Grenzwerth convergirt, eine je größere Anzahl von Gliedern man nimmt, 
"und diefe Grenze wird Die Summe der Reihen genannt. Soll die Trand- 
formation einer Function in einer Reihe zuläffig fein, fo muß diefe Reihe con- 
vergent fein und die transformirte Function zur genauen Eumme haben. Um— 
gefehrt, foll eine Reihe von einer unenvlihen Anzahl von Gliedern, deren 
Geſetz gegeben ift, und worin die Veränderliche x vorfommt, als eine gewiffe 
Aunction von x beftimmend, betrachtet werben können; fo iſt offenbar erforber- 
lich, daß diefe Reihe gegen einen Grenzwerth convergire, ober eine Summe 
babe, diefe Eumme mag fi) vermittelft der gebräuchlichen algebraifchen oder 
transcendenten Zeichen ald Function von x ausdrüden laffen (in welchem Kalle 
man fagt, die Reihe fer unter endlicher Form ausgebrüdt), oder der ZJah- 
Ienwerth biefer Summe mag ſich für jeden Zahlenwerth von x nur näherungs- 
weife vermittelft der Reihe felbft berechnen laffen, und in dieſem Falle bildet 
bie in einer Reihenform ausgedrückte Function eine neue transcendente Function, 
welche ſich nicht auf die befannten transcendenten Functionen zurüdführen laäßt. 

Eine Reihe braucht nicht gleich in ihren erften Gliedern convergent zu 
fein, um als eine beftimmte Function, welche die Summe berfelben iſt, aus⸗ 
drückend betrachtet werben zu müſſen, und folglich für dieſe Function ſubſtituirt 
werben zu können; ſondern es genügt, daß fie zulegt convergent wird, wie 
weit das Glied, womit die Convergenz anhebt, auch von dem Anfange ver 
Reihe entfernt fein mag. Aber wenn es fih um nümeriſche Rechnungen han- 
delt, „ wendet man faft nur Reihen an, weldye ſchon in ihren erften Gliedern 
ſchnell eonvergiren, wentgftens für die Zahlenwerthe, welche man den in den 
Reihen vorkommenden veränberlichen Größen beilegen will, denn eine Eonver- 
genz, welche erft nach einer beträchtlichen Anzahl von Gliedern oder auch in 
den erfien Gliedern, aber nur fehr langſam flattfinden würde, wäre für einen 
ſolchen Zwed offenbar illuſoriſch. 

Eigentlich müßte man nur die Reihen divergente nennen, für welche 
die Summen, welde man erhält, wenn man fucceffive eine immer größere 
Anzahl von Gliedern zufammen addirt, bivergent find, fo daß der Unterſchied 
zwifchen einer Summe und ber folgenden, flatt immer Fleiner zu werden und 
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fih der Null beliebig zu nähern, einen immer größer werbenden Jahlenwerth 
annimmt. Dieſes ijt bei ver Reihe: 
1i+xı+x? +2 + et. 

für größere Zahlenwerthe von x, als die Einheit ver Fall. Affen man pflegt 
der Einfachheit wegen jede Reihe, welche nicht convergent ıft und Feine Summe 
bat, divergent zu nennen. So fagt man 3. B., daß die vorhergehende 
Reihe divergent iſt, wenn man ber Beränderlichen x den Werth — 1 beilegt, 
in welchem alle die auf einander folgenden Summen abwechſelnd die Werthe 
1 und O, haben. 

525. Wenn eine Kunction fx in eine Reihe entwidelt wird, fo wollen 
wir den Zahlenwerth der Differenz, welche man erhält, wenn man die Summe 
der n erftien Glieder der Reihe von fx abzieht, mit op. x bezeichnen, Wenn 
die Reihe convergent iſt und fx zur Summe bat, fo convergirt p„ x für 
zunehmende Werthe des Inder n ohne Ende gegen Null, und diefe Größe 
ann beliebig Hein gemacht werden, wenn man für n eine hinreichend große Zahl 
nimmt. Wenn dagegen die Reihe bivergent ift, fo nimmt Y, x mit n zu, oder 
nimmt wenigftens für wachſende Werthe von n nicht ohne Ende ab. Aber es 
fann auch geichehen, und geichieht wirklich häufig, daß cp. x anfangs für einen 
entfprechenden Werth von n fo weit abnimmt, daß der Werth deſſelben unbe- 
rädfichtigt bleiben Tann und dann für größere Werthe des Inder n wieber 
zunimmt und hierauf immer größer und größer wird. In diefem Falle iſt alfo 
die Reihe anfangs convergent und wird zulebt wieder bivergent, weßhalb ſolche 
Reiben von einigen Schriftftellern auch halbeonvergente Reihen genannt 
werden. Offenbar ift die Subftitution einer folchen Reihe für die Function, 
woraus fte abgeleitet iſt, als Annäherungsmittel jedesmal geftattet, wenn man 
beweiſen fann, daß der Reſt p, x für fehicklich gewählte Werthe von n ver- 
nashläfligt werden kann und der hieraus entfpringenve Fehler auch in den Re— 
fultaten der folgenden Rechnungen nur Fehler verurfacht, welche ihrer Kleinheit 
wegen ebenfall® unberüdfichtigt bleiben können. 

In den verfchiebenen Zweigen ber angewandten Mathematit muß man 
immer mit diefer Strenge verfahren, wodurch die Anwendbarkeit ver Reiben 
ſehr befchränft wird. Selbft wenn man nur mit Neihen operirt, deren Eon- 
vergenz erwiefen ift, iſt es nicht immer möglich, die Grenzen bes Fehlers an- 
3 ‚, welchen man begeht, wenn man die Reihe bei irgend einem Gliede 
ſchließt. Diefes find die Unvollkommenheiten in der Auflöfung der Aufgaben, 
* y Geometer wiederholt zu befeitigen gefucht Haben, fo weit e8 möglich 

ewefen ift. 

8 $. 26. Eine Reihe, deren fämmtliche Glieder daſſelbe Zeichen haben, 
bleibt convergent oder bivergent, in welcher Ordnung ihre Glieder au auf 
einander folgen mögen, und wenn fie convergent ift, fo bleibt die Summe 
oder der Grenzwerth, gegen welchen die Summe der Glieder eonvergirt, auch 
immer berfelbe. Dagegen fann eine Reihe, deren Glieder ſich wegen ber Ent- 
gegengefettheit ihrer Zeichen zum Theil gegenfeitig aufheben, je nach der Auf- 
einanderfolge vieler Glieder convergent veer Divergent fein, und wenn fie con- 
vergent bleibt, fo Tann fich die Summe mit ver Aufeinanderfolge ver Glie- 
der ändern. 

Wenn eine Reihe: 

+y, + et 


 y=y„+J . 
zum Theil aus pofitiven und zum Theil aus negativen Slievern beftebt und fie 


iſt convergent, wenn alle Glieder mit demfelben Zeichen genommen werben, fo 
ift fie auch in ihrer urfpränglichen Geflalt convergent. Denn wenn p', bie Summe 
ber pofitioen Glieder der Reihe y von dem Sliede y, an und y", die Summe 
der negativen Gliever bezeichnet, fo hat man: 


A? 





u’ 
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9%, =Y + Yırı + ete = 9, — pi 

Für die Reihe, deren fämmtlihe Glieder mit demſelben Zeichen, z. B. mit 
dem pofitiven Zeichen genommen find, hälte man: 

= p, pH, 
und da dieſe Ießte Reihe convergent ift, fo muß die Summe 9, + 9, für 
einen ſchicklichen Werth des Inder n Heiner werden können, als jede gegebene 
Größe, und folglich um fo mehr die Differenz 9. — Ya, woburd die Eon- 
vergenz der Reihe y bargethan ift. 

Eine Reihe iſt convergent, wenn ihre Glieder von einem beflimmten Range 
an abwechjelnd pofitio und negativ find und der Zahlenwerth verfelben ohne 
Ende gegen Null convergirt. Denn es fei: 

Pn = Ya — Yatı # ya Yapı — te 
die, betrachtete Reihe, fo kann man dieſelbe folgendermaßen ſchreiben: 

2 Pa = ya — (Int — Jar) — (Yat3 — Int) — tar 
fo daß alle zwifchen den Klammern ftehenden Binome pofitio find. Es iſt alfo 
Pa < Ya, uud da y„ beliebig Hein werben fann, fo gilt dasſelbe um fo 
mehr von Q,. 

Wenn alle Glieder der Reihe y von einem gewiffen Range an baffelbe 
Zeichen haben, fo ift diefe Reihe convergent, over bivergent, je nachdem bad 


Berhältniß It für zunehmende Werthe von n gegen eine Grenze conver- 


girt, welche grd er oder Feiner, als die Einheit iſt. 

Denn ed bezeichne c eine zwifchen der Einheit und der in Rede ſtehenden 
Grenze liegende Zahl, fo bat man für « < 1 und für einen ſchicklichen Werth 
des Inder n: 

Yn+1 < O Yar Jay < & Yıtıı Ja+3 <a Yyıtı » 
und um fo mehr: 

, , Yata 0°? Yar Yatz C a! Yır - 

Es iſt folglich: 


9 < Y⸗ (at oa + a -....) 
oder: 
9 < 
und folglich eonvergirt 9, mit y. zugleich ohne Ende gegen Null. 
ür @ > 1 hätte man: 
a + a? + a? + ....), 


A>yAta+ ee 
und ba ber zweite Theil diefer Ungleichheit offenbar größer werben kann, als 
jede gegebene Größe, fo gilt vaffelbe auch von @.. 
Ebenſo würde bewiefen, daß die Reihe y, deren fämmtlichen Glieder von 
einem gewiffen Range an vaffelbe Zeichen haben, convergent, oder bivergent 
it, je nachdem die Wurzelgröße: 





Yn 

gegen eine größere over Fleinere Grenze als die Einheit convergirt für zuneh⸗ 
mende Werthe des Inder n, wo v. den Zahlenwerth des Gliedes vom Range 
nm bezeichnet. *) 

$. 27. Die Theorie der Reihen bilvet einen nicht weniger wichtigen 
Zweig der allgemeinen Arithmetik oder Algebra wie die Theorie der Gleichun- 
gen, welche man in ven fpeciell darüber handelnden Werken flubiren muß. 
Wir betrachten fie Hier nur in ihren Berührungspunften mit der Theorie der 
Functionen und fehließen mit den folgenden Bemerkungen. | 


*) Mehr hierüber findet man in Cauchy's algebraifcher Anatyfis Kap. 6. 


27 


Sp wie man im Verlaufe einer algebraifchen Rechnung oft mit imaginären 
Größen operirt, um fürzer zu den zwifchen reellen Größen ftatt findenden 
Relationen zu gelangen, nachdem fich die Zeichen der Jmaginarität gegenfeitig 
aufgehoben haben, ebenſo haben fich die Analyften lange Zeit hindurch nicht 
geſchent, mit divergirenden Reihen zu operiren, um zuletzt zu convergirenden 
Reihen oder zu Relationen zwijchen Größen ımter endlicher Korm zu gelangen; 
allem man bat fpäter eingefehen, daß dieſes Verfahren, welches fich blos auf 
die Analogie und auf einen unbeftimmten Begriff der Allgemeinheit der Algebra 
gründet, zu Irrthümern führen Fann, fo daß es jetzt nicht mehr als fireng 
betrachtet wird. 

Es fei nun F(x, a) eine Function der Beränverlihen x und eines 
willfüßrlihen Parameters x, welche vermittelft einer Reihe ausgedrückt wird, 
beren allgemeines Glied P, (x, a) it, und welde wir mit 2 P,(x, oa) 
bezeichnen wollen, wo 3 eine Summe von ımenblih vielen Gliedern bezeichnet. 
Wir wollen annehmen, daß dieſe Reihe nur für gewiffe befondere Werthe des 
Parameter a aufhört convergent zu fein, 3.38. für « = 0, fo erhalten 
wir, wenn wir in der Gleichung: Ä 

F(x,a)=:3.#F,(x, eo), 
a = 0 fegen, die ungenaue Gleichung: 
ir) = 3.7, (x), 

welche keinen beflimmten Sinn hat, weil nach der Vorausfegung 3 + P, (x) 
eine bivergente Reihe ift. Es kann jedoch geichehen, daß man, wenn man 
im Laufe gewiffer Rechnungsoperationen für die Sunction F (x, a) ihre Rei⸗ 
henentwidelung 3 + P, (x, a) fest, zu Refultaten gelangt, welche von dem 
Werthe des Parameterd a unabhängig find, und zu convergenten Reiben, 
woraus a verſchwunden if. Es iſt Far, daß alsdann die unmittelbare und 
tranfitorifche Anwendung der divergirennen Reihe 3 + F, (x) ftatt der Func- 
tion £ (x) im Laufe verfelben Operationen zu genauen Refultaten führt. 


Pritites Kapitel, 
Theorie der abgeleiteten Functionen und der Unterbrechungen 
der Stetigkeit der verfchiedenen Ordnungen. — Grundbegriffe über bie 
Theorie der Fluxionen. | 





$. 23. Wenn zwei Functionen: 
— fx, Y=Fx 
gegeben find, fo kann man eine dritte Function u betrachten, welche, auf irgend 
eine Weife von den Functionen y und Y fo abhängt, daß 
= x x) 


‚ız=9G(ı 9 „1 
if (5. 10), und wir wollen insbeſondere den Fall unterfuchen, wo: 


oder: 





Um fogleich die allgemeinfte Vorausſetzung zu machen, kann man anneh⸗ 
men, daß die mathematiſchen oder empiriſchen Functionen f, F die Ordinaten 
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zweier wirklich gezeichneten Curven ausbrüden, vermittelft welcher man bie 
Eurve beichreiben foll, deren Ordinate an iſt. Es fein MN, PQ, RS 
(Fig. 10) die Eurven deren refp. Orbinaten y, Y und u find. Die Operation 
würde feine Schwierigkeiten haben, fo lange die derſelben Abfciffe x entipre- 
chenden Ordinaten y, Y enbliche, pofitive oder negative und von Null ver- 
ſchiedene Werthe haben. 

Wenn die Ordinate y Null würde, während Y einen endlichen Werth 
bebielte, fo würbe die Ordinate a auch verfchwinden. Folglich fihneiven die 
Euren MN, RS bie Are der Abfciffen in demfelben Punkte A. 

Wenn die Ordinate Y verfchwände, ohne daß y Null würde, fo würde 
die Function u eine Unterbrechung der Stetigfeit erfahren, indem fie durch das 
Unendlihe ginge. Durch den Punft B, wo die Cure P @ die Are der Ab- 
feiffen fchneidet, wollen wir zu den Drbinaten eine gerade Linie G K parallel 
ziehen, fo ift dieſelbe eine gemeinfipafttiche Afymptste der beiden Zweige 
RS, R’S! der Curve, deren Ordinate u ift. 

Wir wollen nun annehmen, daß die beiden ‚Functionen fx, Fx zu glei- 
her Zeit verfchwinden, oder daß die beiden Curven M N, PQ ($ig. 11) die 
Are der Abfciffen in demfelben Punkte A fchneiven; fo erfcheint der Ausdruck 


von u unter ber Form 3. welche in der Algebra das Symbol der Unbe— 


flimmtheit ift, und man fann die der Abſciſſe O A entfprechende Orbinate 
AK der Curve RS nicht direct berechnen, obgleich die Curve RS die durch den 
Punft A zu den Ordinaten parallel gezogene gerade Linie A K L nothwendig 
ſchneidet, wofern fie diefe gerade Tinte nicht zur Afymptote bat, welchen be- 
fonderen Fall wir bier zunächft bei Seite fegen fünnen. Die Ordinate AK 
hat folglich einen beftimmten Werth, und wenn man auf der Abfciffenare die 
dem Punfte A immer näher kommenden Punkte a‘, a” nimmt, fo kann man 
auf ter Curve RS Punkte K’, K’ beftimmen, welche fih dem Punkte K 
immer mehr nähern und deren Orbinaten a’ K‘, a’ K“ immer weniger von AK 


verſchieden find. Man fieht alfo nicht blos, daß es einen beftimmten Werth 


von AK gibt, fondern, daß man benfelben auch mit einer beliebigen Annähe- 
rung beſtimmen fann. 

In der Praris würde dieſe Annäherung wegen der Unvollfommenheit ver 
graphifchen Verfahrungsarten beichränft fein, wenn die Functionen f, F nur 
durch die Zeichnung der Curven MN, P@ gegeben wären, und um fo mehr, 
wenn fie nur durch Tafeln gegeben wären, worin nur eine begrenzte Anzahl 
von Werthen der unabhängigen Veränderlichen und ihrer Sunctionen vorfommen. 
Allein ber mathematischen Functionen fieht man die Möglichkeit leicht ein, vie 


Grenze, gegen weldhe das Verhaͤltniß convergirt, wenn die beiven 





x 
Fx 
Glieder deflelben ohne Ende gegen Null convergiren, a priori zn beflimmen. 
Wir werden in der Folge allgemeine Methoden zur Beſtimmung dieſer Grenze 
mittheilen, aber für den Augenblid genügt es, ihre Exiſtenz nicht bios für 
mathematifche,, fondern für beliebige ftetige Functionen nachgewiefen zu haben. 

Diefe Grenze Fönnte ſowohl Null, ale jeden anderen pofitiven, over ne- 
gativen Zahlenwerth Haben, over mit andern Worten: es ift nicht unmöglich, 
baß die Curve RS die Are ver Abfeiffen genau im Punkte A fchneidet, weicher 
der gemeinfchaftlihe Durchfchnittspunft diefer Are mit den beiven Curven MN, 
PQ if. Auch haben wir fchon bemerkt, daß in einem befonderen Falle bie 

erade Linie A K L eine Afymptote der Curve RS fein konnte, in welchem 
Kalle die fragliche Grenze das pofitive oder negative Unendlihe zum Werthe 
hat, wodurch Feine Beihränfung des Geſagten entſtehen fann; denn man 
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pflegt in der Mathematit Null nnd das Unendliche als zwei befondere 
Werthe zu betrachten, welche, eben fowohl wie jeder andere Werth, den veränder- 
lichen Größen und folglich auch den Grenzen, gegen welche dieſe Größen con- 
vergiren, beigelegt werden fünnen. 
$. 29. Betrachten wir nun insbefondere ben. Tall, wo: 
x 


Y=-Fıczx,ı = 





x 
gefegt wird, und nehmen an, daß die Curve y = fx durch den Anfangspunft 
der Coordinaten geht, fo daß man zu gleicher Zeit x = 0, fx = 0 hat. 
Es fi MN (Fig. 12) diefe Curve, und wir wollen in dem Punkte O die 
Zangente O T an diefelbe ziehen; fo ift die trigonometrifhe Zangente des 
Winfels, welchen die gerade Linie O T mit der Halbare O X. bildet, genau 
die Grenze, deren Eriftenz wir vorhin nachgewieſen haben und gegen welche 


das Berhältnig — eonvergirt, wenn x und Ex immer Feiner werdende Zah— 


Ienwerthe annehmen. Denn die Tangente einer beliebigen Curve ift die gerade 
inte, von welcher ſich die Kurve in der unmittelbaren Nähe des Berührungs- 
punfte8 weniger entfernt, als von jeder andern durch denjelben Punkt gezoge- 
nen geraden Linie; d. h. die Tangente iſt diejenige gerade Linie, welder fich 
eine durch den Berührungspunft gezogene Secante bei ihrer Drehung um dieſen 
Punft ohne Ende nähert, wober fih der zweite Durchichnittspunft der Serante 
mit der Curve dem erſten ohne Ende nähert, weil man, wie nahe der Punkt 
m dem Punkt O auch fein mag, doch immer einen zwifchen m und O Tiegenden 
Punkt us angeben kann, veflen Entfernung von der durch den Punft O gehen- 
den Secante O m größer ift, als feine Entfernung von den Secanten, welche 
durch den Punft O und durch zwifchen m und u Tiegende Punkte gehen. Die 
in der eriten Definition ausgefprochene Eigenfchaft kommt aljo Feiner der Se- 
canten, fondern ausfchließlich der geraden Linie zu, welder fi diefe Secanten 
ohne Ende nähern, wenn ſich die Punkte m und O einander ohne Ende nähern. 
Run ift aber in einem Syſteme rechtwinfliger Coordinaten: 
y fx mp 


die trigomometrifche Tangente des Winkels, welchen die durch den Punkt, veffen 
Abſeiſſe Op —= x if, gezogene Secante O m mit der Abfeiffenare bildet. 
Folglich ift die trigonometrifhe Tangente des Winkels TOX, 
welden die geometrifhe Tangente OT mit der Abfciffenare bil- 


det, die Grenze des Berhältniffes = . 


Nehmen wir nun an, daß die Curve MN (Fig. 13), deren Gleichung 
wieder y — fx ift, in der Ebene der Coordinaten eine beliebige Lage hat, 
und es feien m, m, zwei Punkte viefer Curve, deren refp. Abfeiffen Op=x, 
Op, = x, find; fo ift nach dem Vorbergehenden die Grenze, gegen welde 
das Berhältniß: 

fx, — fx 

X, — X 
eonvergirt, wenn die beiden Glieder deſſelben gleichzeitig gegen Null convergi- 
ren, der Werth der trigonometrifchen Tangente des Winkel m T X, welchen 
die Tangente m T im Punkte m der Eurve mit der Abfeiffenare auf der Seite 
der pofitiven x bildet. Diefe Grenze ändert fih im Allgemeinen von 
einem Punkte ver Curve AIN zum andern, d. h. fie iſt eine-Zunction von x, 
welche von fx fo abhängt, daß letztere die erfte ebenfo beflimmt, wie ber Zug 
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einer Curve die Richtung der Tangente in jenem Punkte berfelben beflimmt. 
Da diefe Art ver Abhängigkeit oder Ableitung ohne Vergleich wichtiger ift, als 
jede andere, fo nennt Lagrange die-fraglihe Function die Ableitung von 
fx und bezeichnet fie durch: 

Noder flx, 
wodurch die Abhängigkeit der Funetion 7’ von y ober f!x von fx angebeutet 
werben fol. 

Wir wollen und die Curve M’ N‘ (Fig. 14), deren Sleihung y' — fx 
ift, gezeichnet denken; fo iſt die trigonometriſche Tangente des Winkels, wel- 
hen die geometrifche Tangente in einem Punkte diefer Curve mit der Are der 
x bildet, eine andere Function von x, welche ebenſo aus f! x abgeleitet wird, 
wie fx von fx abgeleitet if. Man nennt daher diefe Function die Ablei« 
tung der zweiten Ordnung ober bie zweite Ableitung von fx und 
bezeichnet fie nach der Analogie durch: 

yu, fix, 

Ebenſo werden die Ableitungen der dritten, vierten, .. .. nien Ordnuung 
gebildet, deren Relationen zu der urfprüänglichen Function y = fx und zu 
allen frühern Ableitungen fehr einfach durch die Bezeichnungen: 

y 28 ıvr . y n)*® 
ober fr x, fir x, ........ fax. 
ausgebrüdt werben. 

$. 30. Wenn die Ableitung f! x pofitio if, oder wenn Die Tangente der 
Eurve y = fx mit der Are der Abfeiffen x auf ter Seite der pofitiven x 
einen fpiten Winfel bildet, fo nimmt vie urfprüngliche Function y offenbar mit 
x zu, wogegen die Junction y für wachfende Werthe von x abnimmt, wenn 
diefe Werthe von x die Ableitung f! x negativ machen. Wir koͤnnen dieſes 
auch einfacher dadurch ausdrücken, daß wir fagen: die Veränderungen der 
Zunction y haben daſſelbe oder das entgegengefeßte Zeichen der Veränderungen 
der unabhängig veränderlihen Größe x, je nachdem die Ableitung f! x pofitio 
oder negativ iſt, und alsdann betrachten wir die Zunahme ald eine pofttive 
und die Abnahme als eine negative Veränderung. Statt der Ausdrücke, Zu- 
nahme und Abnahme, over überhaupt Veränderung, bebienen ſich bie 
Analyften auch wohl der Ausprüde Inerement und Decrement, over auch 
wohl des Ausdrudes Differenz, wo letztere pofitio oder negativ fein fan. 

Wenn die Ableitung f! x verfchwinvet, indem fie vom Pofitiven zum Ne- 
gativen übergeht, fo gebt die urfprüngliche Function fx durch ein Marımum 
($. 6), wogegen biete urfprünglihe Function durch ein Minimum geht, 
wenn die Ableitung Null wird, indem fie vom Negativen zum Pofitiven über- 
gebt. Hieraus fieht man fchon, wie die Beflimmung der Werthe der unab- 
bängig veränderlichen Größe, für welche eine Function durh ein Maximum 
oder Minimum geht, auf die Beftimmung der Werthe hinauslaͤuft, welche ihre 
Ableitung verfchwinden machen, von welcher wichtigen Unterfuchung fpäter um- 
ftändlich die Rede fein wird. Wenn die abgeleitete Function, oder die Ablei- 
tung ſchlechthin, das Zeichen verändern könnte, indem fie nicht mehr durch 
Null, fondern durd das Unendliche ginge, fo erhielte man die merfwürbigen 
Marima und Minima, wovon in dem angeführten Paragraph ebenfalls die 
Rede gewefen ift. 

Das Zeichen der Ableitung f! x lehrt uns nicht blos, ob die urſprüngliche 
Function fx mit wachfenden Werthen von x zu- oder abnimmt, fondern der 
abfolute Werth diefer Ableitung fx iſt au das Maß der Schnelligkeit 
der Zu- oder Abnahme der urfpränglihen Aunction fx. Obgleich 
der Ausdruck Schnelligkeit in feiner eigentlichen Beveutung nur anf Bewe- 
gungserfcheinungen anwendbar tft, fo wird doch jever leicht die dieſem Ausdrucke 


! svevers .. 
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bier beigelegte ansgenehntere Bedeutung begreifen. Denn wenn man 3. B. 
fagte: die Temperatun der Atmofphäre ändere fich an der Erdoberfläche fchnel- 
ler, als in hohen Regionen, fo würbe jeder den Sinn dieſes Ausdruckes deut- 
Ich einſehen, obgleich in dem auszubrüdenden Begriffe oder Sinne, weder die 
Idee der Bewegung, noch bie der Zeit vorkommt. Uebrigens läßt fich ver 
Begriff, welchen man fih von der Schnelligkeit einer Beränderung ber 
Function macht, auch mathematifch beftimmen oder vefiniren. Wenn zunächft 
die Ableitung x eine conflante Größe wäre, was offenbar vorausſetzt, daß 
fx eine lineare Function von der Form ax + b ift; jo würde fih fx gleich“ 
formig mit x ändern, fo daß gleichen Veränderungen von x auch gleiche Ver⸗ 
änderungen von fx entfprächen, weldhe daſſelbe over das entgegengefette Zei 
hen der Beränderungen von x hätten, je nachdem a pofitio oder negativ wäre. 
In biefem Falle ift die Ableitung f’ x nichts anders, als die Conflante a, oder 
als die trigonometrifhe Tangente des Winkels, welchen die gerade Linie 
v=ax + b mit der Are der pofitiven x bildet, und ba bie gleichen Ber- 
änderungen von fx der Zahl a proportional find; fo iſt diefe Zahl offenbar 
das Maß der Schnelligkeit, mit welcher fich die Function fx in Bergleich 
zu ber gleichfürmigen Veränderung der unabhängig veränderlihen Größe x 
ändert. Wenn y — fx feine lineare Function iſt, over nicht die Ordinate 
einer geraden Linie mehr ausdrückt, fo entiprechen gleichen Veränderungen von 
x feine gleichen Veränderungen von y mehr. Geſetzt nun, man nahme auf 
der Curve MIN (Fig. 15), deren Sleihung y — fx ift, einander fehr nahe 
liegende Punkte m, m,, m,, m,, .... und fubftituirte einftweilen für bie 
Curve M N das Polygon mm, m, m, ...., ſo ändert fih die Ordinate auf 
den verſchiedenen Seiten biefes Polygones mit verſchiedenen Schnelligfeiten, 
und nach dem Vorhergehenden muß man in einem Punkte m für die Schnel- 
figfeit der Beränderung die trigonometrifihe Tangente des Winfeld m, mx 
nehmen, welchen die Secante m, m, auf der Seite ver pofitiven Abfeiffen mit 
der Abfeiffenare oder mit einer Parallele zu verfelben bildet. Nun iſt aber die 
Curve MN die Grenze, welder fih die Polygonallinie ohne Ende nähert, 
wenn fi die Punkte .... m, ın,, m,, m,, .... einander ohne Ende ni- 
bern. Folglich ift die Ableitung ! x = tang. Tmx, als die Grenze, wel« 
her fi) tang. m, mx ohne Ende nähert, das Maß der Schnelligkeit der 
Veränderung der der Abſeciſſe x entfprechenden Ordinate Ex; aber immer in 
Bergleih zu der Schnelligkeit, mit welcher ſich die unabhängige Veraͤnderliche x 
gleichformig ändert. 

Bir wollen der Einfachheit wegen ven willtührlihen Anfangspunkt der 
Größe y fo wählen, daß y in dem ganzen betrachteten Theile der Curve 
y= fx pofitiv bleibt. Diefe Curve MN ehrt der Abfeiffenare ihre Con- 
verität (Fig. 16), ober ihrer EConcavität (Fig. 17) zu, je nachdem die abge- 
leitete Function f!x zu» over abnimmt, oder je nachdem fx pofitiv oder 
negatio iſt, und es finvet eine Umkehrung in dem Sinne der Krümmung oder 
eine Juflexion der Eurve ftatt (Fig. 13), wenn f!! x das Zeichen verändert, 
in welchem Falle die erfte Ableitung © x im Allgemeinen durch ein Marimum 
sder Minimum gebt. Der Winkel, welhen die Tangente m T (Fig. 18) 
auf der Seite der pofitiven x mit der Abfeiffenare bildet, nimmt alfo, nachdem 
er von M bi6 zu dem Punkte m, worin die Curve MN eine Inflerion erfährt, 
sugenommen bat, von m bi6 N ab. 

$. 31. Wenn die abgeleitete Function f! x gegeben wird, fo iſt dadurch 
allein die urfprüngliche Sunction fx nicht ebenfo vollſtändig beſtimmt, wie die 
erfe Ableitung und folglich die Ableitungen aller Orbnungen, wenn die ur- 
fprängliche Function fx gegeben if. In ber That, wenn man fi vorftellt, 
daß die Curve DIN (Fig. 19), deren Oleihung y — fx ift, fucceflive in 
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die Lagen M, N, M, N, etc. gebracht wird, fo daß alle Orbinaten der Curve 
MN um eine conftante dange vergrößert werden; fo find die Tangenten m T, 
m, T,, m, T,, etc. alle zu einander parallel, und folglich iſt die Ableitung 
yı’= flx allen Curven gemeinfhaftlih, deren Gleichung y — fx + C if, 
wo C irgend eine Eonftante bezeichnet, welche man deßhalb eine willführ- 
liche Eonftante nennt. Es fer alfo y eine unbefannte Function von x, 
welche eine befannte Function y!’ — fx zur erften Ableitung Haben muß, und 
fx fei eine Function, welde f! x sur Ableitung bat, fo muß man 
y=fx C 

fegen, und die willführliche Eonftante C durch eine andere Bedingung, 3. 2. 
durch die Bedingung, daß die Curve MN dur einen gegebenen Punkt 
(X Jo) geht, oder daß die Function z für einen mit x, bezeichneten Werth 
von x einen beflimmten Werth y, bat, beftinmen. Nach dieſer Bedingung 
bat man: 


und folglich die Gleichung: 
 - y,=fx— fx, 

woraus die willführlihe Conſtante C eliminirt iſt, und worin nur befannte 
Größen vorkommen. 

$. 32, Die Ableitungen eine periopifchen Function find fämmtlich wieder 
periodiſche Functionen. Die Ableitungen von ungerader Orbnung einer geraden 
Aunction find fämmtlich ungerade Functionen, während die Ableitungen von 
gerader Ordnung alle gerade Functionen find, und für die ungeraden urfprüngfis 
hen Functionen findet das Umgefehrte ſtatt. Die Wahrheit dieſer verſchie— 
denen Säge erhellet unmittelbar aus der bloßen Betrachtung der den Functio— 
nen entſprechenden Curven und biefe Säße find auf beliebige mathematiſche 
oder empirische Functionen anwendbar. 

S. 33. So wie wir den Uebergang von der urfprünglichen Function zu 
ihrer Ableitung geometrifch vefinirt haben, ebenfo können wir die geometriſche 
Bedeutung der Operation angeben, vermöge welcher man von der abgeleiteten 
Function zu der entfprechenven urfprünglichen Function übergeht. Denn es fet 
MIN! (Fig. 20) die Curve, deren Gleichung: 

yyz=flx 
- ft, und wir wollen die trapezoidiſche Fläche zu beſtimmen ſuchen, welche zwi⸗ 
ſchen ver Abfciffenare, der Curve M’ N! und zwei Orbinaten m, p,, wm p liegt, 
wovon die eine der beflimmten Abſciſſe O p, — x, und die andere ber ver⸗ 
änderlichen Abfeiffe Op = x entſpricht. Diefe Fläche ift eine Function ber 
Beränderlichen x, welche wir vorläufig mit cp x bezeichnen wollen. Wenn x 
wächft und ven Werth Op, — x, annimmt, fo nimmt die Fläche um das 
frummlinige Trapez m pp, m, zu, und man hat: 
px, —Yx Fläache mpp, SD, 

x, u x PP; 
fo daß die Ableitung der Function Y die Grenze ift, gegen welche das Ber- 
hältniß des Frummlinigen Trapezes mp p, m, zu feiner Seite p p, convergirt, 
wenn pp, ohne Ende gegen Null convergirt. Aber die Fläche dieſes Trapezes 
liegt zwifchen ber Fläche des Rechteckes m pp, n, und der des Rechteckes 
pum, p,, und das Verhaͤltniß der Flächen dieſer beiden Rechtecke, naͤmlich: 


mp 


m 1 Pı 
eonvergirt ohne Ende gegen bie Einheit, wenn pp, ohne Ende gegen Null 
eonvergirt. Folglich sonvergirt auch das Verhältnig der Fläche eines bieler 


„=fx, +€ 











33 


Rechtecke zu der des zwifchen liegenden Trapezes ohne Ende gegen die Einheit 
and man faun feßen: 


Grenze. ee mppm _MPXPB x. 
PP PPı 


Die vorläufig mit px bezeichnete Function hat alfo fx zur Ableitung 
und iſt folglich eine der urfprünglichen Sunctionen von f! x, welche in- der 
Formel fx + C enthalten find, wo C eine willkührliche Conſtante bezeichnet, 
und da fie für x — x, verfhwinden muß, weil die Flächen von ver feften 
Drbinate m, p, audpemefien werben; fo folgt, daß diefe Function vollſtaͤudig 
beflimmt und gleih Ix — fx, if. Aus diefem Grunde bezeichnet man jede 
Dperation, durch welche eine Function beftimmt wird, die eine gegebene Func- 
tion zur Ableitung hat und für einen befondern Werth der veränberlichen Größe, 
wovon fie abhängt, einen beftimmten Zahlenwerth annimmt, mit dem Namen 
Duabdratur. 

Wenn man das Intervall p, p (Fig. 21) in n gleiche Theile theilt und 
bie gleichweit von einander abitehenden Drdinaten m, p,, m,, pu, etc. zieht, 
fo hat man, wenn w, w,, +... bie Flächen der Rechtecke p,p,m, r,, 


P; Pu m’! Fr 220 und € das eonftante Intervall Po P, —— BE bezeichnet: 


— 147] _w, 
m, Dı = mupu — nt etc. 
N 
mp, + m,p, tee w+ wo, + etc. 
n — n e— 


d.h. das arithmetiſche Mittel aus den Ordinaten m, p’, m, pa, etc. iſt gleich 
der Summe ber Slähen », w,, etc. dividirt buch die fine p,p= x — x. 
Aber wenn die Zahl n immer größer und größer wird, fo nimmt das Intervall 
e im umgefehrten Berhältniffe ab, damıt das Product ne conſtant bleibt, und 
die Summe der Flächen wo, w,, etc. convergirt ohne Ende gegen eine Grenze, 
welche die trapezoidifche Fläche ın, p, pin iſt. Folglich drückt das Verhältniß 
diefer Fläche zu dem Intervalle p, p, oder vielmehr das Verhaͤltniß: 
fx — fx, 

X — x, 
das Mittel aus allen den unendlich vielen Werthen aus, welche vie abgeleitete 
Zunction für bie zwifchen x, und x liegenden ebenfalld unendlich vielen Werthe 
der unabhängigen "Veränderlihen annimmt. 

Der Allgemeinheit dieſer Regel und aller fih an die Theorie der Dun- 
draturen anfchliegenden Regeln wegen muß man die Flächen qss’q’, welde 
von negativen Orbinaten begrenzt werben, als negativ betrachten. 

$. 34. Aus dem Vorbergehenven erhellet leicht, daß wenn eine Function 
y durch die Bedingung gegeben wäre, eine befannte Function: 

y(m — fa) x, (a.) . 


zur Ableitung der nen Ordnung zu haben, zur vollſtändigen Beflimmung biefer 
Function y unmittelbar oder mittelbar die Werthe: 
Kyle Yo ® 
weldhe die Aunctionen: rer don ” 
Yıyı loc... ya 
für einen beflimmten Werth x, von x außerdem noch gegeben fein müßten. 
Deun es fei Mi) Ni) (fig. 22) die durch die Gleichung (a,) gegebene 
Eurve, fo beflimmt der Zug diefer Curve die trapezoiiiche Slähe m, p, pm 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 3 
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als Fumction der veränderlihen Abſeiſſe Op = x, und folglich vie Eurve 
deren Gleichung folgende ift: 

en: (a) © 
wofern fla-2 x, oder der Werth von yr-1) für x — x, gegeben if. Wenn 
die Curve (a,_ı) gezeichnet wird, fo beftimmt fie aus vemfelben Grunde bie 
Eurve, deren Gleichung Ä 

y({n--2) = f(n—2) x 

ift, wofern die Ordinate fle-2 x, gegeben iſt u. ſ. f. ' 

$. 35. In dem Vorhergehenden iſt ſtillſchweigend voransgefegt, daß die 
Ordinate £!x zwifchen den Grenzen ber Duadratur nicht unendlich wird ; allein 
es könnte doch geichehen, daß bie vorhergehenden Schlüffe und Conſtructionen 
auch ſelbſt dann noch anwendbar wären, wenn bie abgeleitete Function f! x 
zwiſchen den Grenzen der Duadratım einen ımendlichen Werth annähme. Denn 
es fei: 

y=fx 

die Gleichung einer Curve MR N (Fig. 23), welche in R einen Rückkehrpunkt 
bat ($. 6), fo ift die Ordinate P R eine gemeinfchaftliche Tangente der beiven 
Eurvenzweige MR, RN und die Curve MIN’, deren Ordinate f’ x ift, hat 
die durch den Punkt P’/, deſſen Abſciſſe O PP = OP if, zu O Y! gezogene 
Parallele P! R! zur Afymptote. In diefem Falle folgt aus der Definition ber 
Eurve M’/ N’, daß die zwifchen einer feften Orbinate m’, p',, der Alymptote 
P'R!, ver Are der x und ber Curve NM’ N‘ Tiegende Fläche einen enblichen 
Zahlenwerth hat, welcher der Differenz der Orbinaten PR, p, ın, gleich iſt, 
oder mit andern Worten, es convergirt in einem ſolchen Falle vie trapezoibifche 
Fläche m’, p/, pm’! gegen den endlihen Wertb PR — m’, p/,, wenn 
fi) der Punkt p‘ dem Punkte P’/ immer mehr und mehr nähert, und alsdann 
hindert nichts, die Drbinate der Curve M RN dieſſeits und jenfeitd der Or⸗ 
dinate PR, als durch eine Quadratur beftimmt anzufehen. Diefelbe Bemer- 
fung iſt auch auf die Curve M RN (Fig. 24) anwendbar, welde im Bunte 
— der Ordinate PR berührt wird und in dieſem Punkte eine Inflexion 
erfährt. 

Wenn dagegen die einerfeitd von ber Orbinate m’, p’, (Fig. 23) und 
andererfeit8 von der Afymptote P! BR‘ begrenzte Fläche unenvlih wäre, oder 
wenn die trapezoidifche Fläche m’, p‘, p’ ın! gegen das Unendliche convergirte, 
wenn fich der Punft p! dem Bunfte P ohne Ende nähert; fo wäre die Ordi— 
nate PR auch eine Aſymptote der Curve M, welche eine Unterbrechung der 
Gtetigfeit erfahren würde, und man könnte nicht mehr durch vie Kortfeßung 
derfelden Duadratur von dem Zweige M zu dem Zweige N übergeben. 

Aus diefen Bemerkungen folgt, daß, wenn eine Function eine lUnterbre- 
Kung der Stetigfeit erfährt, indem fie durch das Unendliche gebt, fo erfahren 
ihre Ableitungen von allen Ordnungen diefelbe Unterbredung der Stetigfeit ; 
allein das Umgefehrte findet nicht flatt, weil eine abgeleitete Function unendlich 
werben Tann, ohne daß die ihr entfprechende urfprüngliche Function für denfel- 
ben Werth der unabhängigeu Veraͤnderlichen unendlich wird. 

$. 36. Wenn irgend eine Function y — fx durch die Orbinate ber 
Curve MRN ($ig. 25) dargeftellt wird, fo kann dieſe Curve fletig fein; 
d. h. die Ordinate derſelben envlich bleiben, ohne plöglih von einem endlichen 
Werthe zu einem andern überzugehen, und im Punkte R ein fogenanntes Knie 
(einen Knick) haben, d. h. die Neigung der Tangente änvert fich in dieſem 
Punfte plögfich, fo daß die Tangente mit einem Male aus der Richtung T'RT 
m die Richtung S R S' übergeht, und dann ihre Richtung von R bis N wieder 
fletig ändert, wie zuvor von MbIER. Wir werben in einem ſolchen Falle 
jagen, daß die Eure MRN in R einen vorfpringenpen Punkt hat. 
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Die Eurve, deren Orbinate y' — f!x ift, bietet alsdann eine Zerreißung 
bar und dieſe abgeleitete Function felbft erfährt eine Unterbrechung der Stetig- 
feit, welche davon herrührt, daß fie für den Werth von x, welcher bie — * 
des vorſpringenden Punktes der Curve y — fx iſt, ploͤtzlich von einem end» 
lihen Werthe zu einem anderen envlichen Werthe übergeht. Die Ableitungen 
ber höhern Ordnungen erfahren im Allgemeinen für denſelben Werth von x 
eine Unterbredung der Stetigfeit, welche in dem plößlichen Webergange von 
einem endlichen Werthe zu einem andern befteht. 

In diefem Falle, jo wie in dem Falle, wo f! x unendlich wird, indem fx 
endlich bleibt, wollen wir fagen, daß bie Ableitung x und alle folgenven 
Ableitungen eine Unterbredhung der Stetigfeit von der erſten Ordnung er- 
fahren und daß die urfprüngliche Function fx eine Unterbrechung der Stetigfeit 
oon ber zweiten Ordnung erfährt. 

Die Function f!x könnte felbft nur eine Unterbrechung der Stetigfeit 
zweiter Ordnung erfahren, indem die der zweiten Ableitung f’ x und der fol- 
genden Ableitungen von der erften Ordnung iſt, und alsdann werben wir fagen, 
daß die urfprünglihe Function fx eine Stetigkeitsunterbrechung der dritten 
Drdnung erfährt. Allgemein, man fagt, daß eine Function eine Stetigfeite- 
unterbrechung der aten Ordnung erfährt, wenn ihre Ableitung von der (n—1)!*" 
Ordnung, und folglich die Ableitungen der höhern Ordnungen eine Stetigfeits- 
unterbrechung von der erſten Ordnung erfahren, welche davon herrührt, daß 
diefe Functionen durch das Unendliche, oder plöglich von einem endlichen Werthe 
zu einem anderen enblihen Werthe übergehen, 

$. 37. Die Unterfcheivung der Stetigfeitsunterbrechungen der verfchiebe- 
nen Drbnungen, wie wir fie eben angegeben haben, ift in der Theorie ber 
Functionen von der höchften Wichtigkeit, man mag fie auf die Algebra, auf bie 
Geometrie, oder auf Aufgaben der mathematifchen Phyſik anwenden. Bis auf 
die gegenwärtige Zeit verflanden die Analyflen unter discontinuirlichen 
Sunctionen ſolche, welche in ven verſchiedenen Theilen ihres Verlaufes durch 
verſchiedene algebraifche Formeln ausgeprüdt werben. In der That wird fpäter 
bewiefen werben, daß jede Function y, welche der algebraifchen Function fx 
für Heinere Werthe von x, als x, und ver ebenfalls algebraifchen Function 
f, x für größere Werte von x, ald x, gleich ift, für bie Abſeiſſe x —x, 
eine Stetigfeitsunterbrehung von einer beftimmten Ordnung erfährt, ober daß 
dieſe Functionen, wofern fie nicht identisch find, der ins Unendliche fortlaufen- 
ven Reihe „son Gleichungen: 


zefx, fx, fx, x, = MM, x, ete. 
nicht genügen künnen, fo daß, wenn: 
fx, =f,)x, 


die letzte der Gleichungen dieſer Reihe ift, welcher man genügen Tann, bie 
Function y für die Abfciffe x, eine Stetigfeitsunterbrechung von der Ordnung 
na + 2 erfährt. 

Diefer Sat würde nicht mehr flattfinden, wenn die Functionen fx, f, x 
feine entwidelten oder unentwickelten algebraifchen Functionen wären, und wir, 
werben in der That an Beifpielen fehen, daß eine Function in verfchiedenen 
Theilen ihres Laufes transcendente Ausdrücke von wefentlich verſchiedenen Kor- 
men befommen kann, ohne daß bei dem Uebergange von der einen Form zu der 
anderen eine Unterbrechung ver Stetigfeit von irgend einer Ordnung ftattfindet, 
Auch werben wir fehen, daß derſelbe transcendente Ausdruck für Werthe von 
x <_x, einer gewiffen algebraifchen Sunction fx und für Werthe von x>x, 
einer anderen, von ber erflen verfchiedenen algebraiichen Function f, x gleich 
werben kaun. Sp kann 3. B. eine convergente Reihe, welche ein transcen- 
denter Ausdruck iſt, ſucceſſive verſchiedene algebraifche Functionen fx und f,x 

3% 
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nungen fpielen müſſen. Rewton bat auf diefe Weiſe die Theorie der Zunc- 
tionen auf einen Begriff zu gründen gefucht, welchen der Geift direct faffen 
kann, ohne durch die Betrachtung der Grenzen zu gehen und ohne einen Weg 
einzufchlagen, welcher bis zu einem gewiffen Punkte unnatürlich und indireet iſt. 
Er verftand die Stetigfeit ın der Veränverung der Größen vermittelfi der be= 
kannteſten Erfcheinungen, wo dieſe Stetigfeit in die Sinne fällt, direct auszu⸗ 
drüden. Auch bat man nah Dalembert den Einwurf gemacht, daß man 
zur Definition einer beftändig veränderlihen Geſchwindigkeit fi) immer ber 
Betrachtung der Grenzen bedienen müſſe; allein man bat bei diefem Einwurfe 
die Schärfe der Begriffe irrigerweife ihrer Iogifchen Definition untergeorbnet. 
-Denn ein Begriff eriftirt in dem Verſtande unabhängig von der Definition, 
welche man davon gibt, und oft läßt ſich von dem einfachiten Verſtandesbegriffe 
nur eine complicirte, oder gar feine Definition geben. Jedermann bat einen 
unmittelbaren und genauen Begriff von der Aehnlichkeit zweier Körper, obgleich 
nur wenige die complicirten Definitionen verftehen können, welche die Geometrie 
von der Aehnlichkeit gegeben hat. Die weitere Verfolgung dieſes Gegen⸗ 
ftandes würde ung in die Theorie der Erzeugung ber Begriffe führen und une 
zu weit von unferem Hauptzwecke entfernen. 


WBiertes Kapitel, 


Bon den Differenzen und den Annäherungen der verfchiebenen 
DSrönungen. — Theorie der unendlich Lleinen Größen und Priucipien 
der Iufinitefimalrechnung. 





6.43. Wir wollen und zwei veränderlihe Größen x, y denken, wovon 
die eine eine Function ber andern ift, und welche die beiden Reihen correfpon- 
birender Werthe: 

X, X,y Xyy Xge Xp seeenee. 

, Jı Jır Ya Ysı Yar ver r00. , 
durchlaufen. Zwilchen je zwei auf einander folgenden Gliedern jeber biefer 
Reiben wollen wir die Differenz beflimmen und mit I anden:en, indem wir 
z. B.x, —x=I/x,y —y=JIy,wf.f. feben, fo daß der Bud- 
ftabe A nur ein Zeichen und feine Größe if; fo erhalten wir die beiden Reihen 
eorrefpondirender Werthe: 

Ax, Axz,, Ix,ı ux, ....... 

, Iy, dy,,dI9y,: Iy,: ..o..+.. 
Mit diefen letzten Reiben wollen wir wie mit den urfprünglichen verfahren, 
d. 5. zwifchen jedem Gliede und dem folgenden die Differenz nehmen und nach 
der Analogie, z. B. die Differey Ax, — Ixmit 1- Ax ober mit 

AN? x bezeihnen, u. ſ. f.; fo erhalten wir bie beiven neuen Neihen: 

42 x, Dix, Am Xx,....... 
42 y, Aꝛ y5, AR y, ....... 
worin die Glieder 42 x, Sy, .... Differenzen von Differenzen 
oder Differenzen der zweiten Ordnung in Beziehung auf die Glieder 
x, y, welde ihnen in ben urfprünglihen Reiben entipredhen, ausdrücken. 
Ebenſo würden die Reihen mit den Differenzen ber dritten, der vier- 
ten, .... Ordnung gebildet. 
Diefen Bezeichnungen zufolge bat man offenbar: 
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x, Sx- 4x 

x, X,F 4X, =x+d4x+Ax+dIiD)=x+2AIx+ dir, 

„=x,+41x, =x+29x+ Ix+ (X2Xx 42x 
zex+34x+34x + 4°x 


md nach einer offenbaren Induction (welche man übrigens auch ieicht durch. pie 
fogenannte Käſtner'ſche Beweismethode beflätigen könnte): 

— no (n—1) n (n—1) (n—2) i 
n=xr 7 Ir 7, Ir 77,5 etrer 
Ebenfo Hat man: 

a (n 


n —1) a (n—1) (a—2) 

= — 4 _— 1 -"-"  —- I’yt.. ay, 
„=, +7 d4ıtr 7 It — gr 
Diefe letzten Formeln Tönnen folgendermaßen ſymboliſch ausgebrüdt werden; 

„=( "xy, „=(+ Sy, 

wofern man fi) erinnert, daß folhe Gleichungen nur nach der Entwickelung 
der zweiten Theile einen Sinn haben, wenn der Buchflaben 4 nur ein Ope- 
rations⸗ und fein Ouantitätszeichen iſt. 

Die Analogie zwifchen den Potenzen und den Differenzen, welche aus 
diefen ſymboliſchen Gleichungen hervorgeht, und wovon wir noch viele andere 
Beifpiele kennen lernen werden, rührt offenbar davon her, daß die Binomial- 
formel nach ven Regeln ver combinatorifchen Analyfi erhalten wird, welche 
ganz und gar von ber Natur der Rechnungsoperationen unabhängig tft, bie 
jede Combination darftellt, wobei der Begriff der Multiplication, welcher in 
den Elementen der Algebra fih mit dem abflracten Begriffe der Tombination 
verbindet, ganz zufällig ift. 








$. 44. Wenn die Größe x ihrer Natur nad, oder nad) der Annahme, 


die Rolle der unabhängig veränberlichen Größe fpielt, fo hat man befonbers 
den Fall zu betrachten, wo dieſe VBeränderliche nach gleichen Differenzen ober 
Jacrementen wählt, jo daß man hat: 

x, =ı+ dx, 

x, =ı+2J4x, 

x, zx+34x, etc., 
wo ſich die Differenzen höherer Drpnungen 42 x, 1’x,.... ale auf Null 
reduciren. In diefer Borausfeßung wollen wir nun die Reiben betrachten, 
welche vie aufeinander folgenden Werthe von y und ihre Differenzen der ver- 
fhiedenen Ordnungen enthalten. 

Für unferen gegenwärtigen Zwed würde nichts Wefentliches mehr zu be= 
merken fein, fo lange die Zunction y = fx unbeftimmt bleibt und außerdem 
feine Bedingung in der Wahl ver willlührlichen Differenz I x hinzugefügt 
wird. Wir wollen daher annehmen, daß x einen fehr Fleinen Bruch be- 
zeihne, fo werden die Differenzen Ay, 1? y, AJ?y, .... ım Allgemeinen 

ehr Hein, jedoch fo beſchaffen, was fehr bemerkenswerth ift, daß bie 
Berhältniffe von I? y zu Sy, von I? y zu 42 y, etc. felbft durch fehr 
Heine Brüche ausgedrückt werden. Je Heiner die Differenz; 1x iſt, deſto 
deutlicher ſtellt fi diefe Größenfuborbination zwifchen ben Differenzen ver 
verfchiedenen Ordnungen ber Function y heraus. 

In der That, wenn wir von der inentifchen Gleichung: 


_  4y 
dm zu Ar 


ausgehen, fo können wir zunächft bemerken, daß das Berhältniß Er ohne 
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Ende gegen die Grenze FF x convergirt, wenn I x ohne Ende abnimmt. Man 
bat alfo mit einer unbefchränften Annäherung, welche defto größer ift, je Elei= 
ner der Bruch Ax if: 


Auch ift identiſch: 


Ayz= f!x.«+Ix. 


Ay! 45 

Ax 2) dx 

und aus diefer Gleichung folgt mit einer unbefchränften Annäherung, welche 

befto größer ift, je Heiner der Werth von I x wirb: 

Iy=|l(x+ AS) — fx]: dx ra, Ax:=flix. Axt, 

x 

Hierans fieht man zunächſt, daß die abgeleitete Function der zweiten Orbnung 
2 

fl! x die Grenze ift, gegen welche das Verhältniß ge onyergirt, wenn 4x 


ohne Ende abnimmt, fo wie die Grenze des DVerhältnifies 1 unter der⸗ 


x 





Ny= 


ſelben Bedingung durch die erfte Ableitung f!x ausgedrückt wird. Berner jehen 
wir hieraus, daß für fehr Heine Werthe von I x nahezu: 
1: y f41 x Ax 
Ay — Mix 
it. Wenn nun die abgeleiteten Functionen P x, fx envlich bleiben, d. h. 
wenn die Function fx in dem Intervalle von x bi8 x + Ax feine Stetig- 
feitSunterbrechung der zweiten oder dritten Ordnung erfährt und in dieſem In- 
tervalle nicht durch ein Darimum oder Minimum gebt, in welchem Falle ſux 
verfchwinden würde; fo fann man fehen: 
1: 
Gr —zedx, 
wo a eine enblihe Zahl bezeichnet, und alsdann Fann man A x immer fo 


2 
Fein annehmen, daß das Product x I x oder das Berhältniß a fleiner 


wird, ale jeve gegebene Größe. 
Chenfo ergibt fi) aus der identiſchen Gleichung: 








_(2°7 A? y 
a — Ax: “ 4x 
für fehr Meine Werthe von I x mit einer unbefchränften Annäherung: 
Isy=[fux+ 40 — fix]. Ir — -ErsI ZT, Axs 
” X 


= füx.dAx:, 


und da biefelbe Rechnung ohne Ende fortgefett werden Tann, fo fieht man, 


daß die Ableitung dx die Grenze ift, gegen welde das Verhältniß — 
in der gemachten Vorausſetzung convergirt, welches ein Mittel an die Hand 
gibt, die Werthe der Junction fEe)x näherungsweife zn berechnen, wenn bie 
urfprünglihe Function Fx für einander fehr nähe liegende und um gleiche 
Differenzen von einander verſchiedene Werthe durch eine Tafel gegeben ift. 
Denn vermittelft dieſer Tafel bildet man die Werthe von Ay, Ay, .... Sy 
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und man bat folglich ven Werth des Verhaͤltniſſes 


dem Werthe von fx übereinftimmt. 

Ferner ſieht man, wenn alle ‚Ableitungen von fx bis zu der Ableitung 
Ko)x inch. endlich bleiben, daß man I x immer fo Flein annehmen Tann, daß 
die Differenzen der verfchiedenen Ordnungen: 

, y, Ay, I’y, 0 0..+ JI‘y 
nicht blos eine Reihe fehr Feiner Brüche bilden, fondern daß biefe Reihe fo 
geordnet it, daß das Verhältniß jedes Gliedes der Reihe zu dem vorherge- 
benven fich felbft auf einen fehr Meinen Bruch reducirt. 

$. 45. Die Reihe der Potenzen eines fehr Heinen Bruches ift der arith- 
metifche Typus der Suborbination der Größen. Wenn man 3. B. den Bruch 


auf die fucceffiven ganzen Potenzen erhebt, fo erhält man vie fehr 


ſchnell abnehmende Reihe: 
1 1 1 

1000’ 1000000’ 1000000000 ' 
worin man bei einer Näherungsrechnung nicht blos gegen irgend ein Glied der 
Reihe das folgende Glied, fondern auch ein Vielfaches dieſes letztern unberüd- 
fihtigt laſſen kann, fo lange der Multiplicator nicht von der Ordnung der 
Zehner oder Hunderter if. Wir wollen allgemein mit e einen fehr Meinen 
Bruh mb mit k,, k,, k,, .... kn Zahlen bezeichnen, welche nicht fehr 
groß, ober ſo beichaffen find, daß die Brüche: 
1 1 1 





I" 
4 


Erd) welcher nahezu mit 





etc. ’ 


1 
k, k, k,' 1 0 000.. x, 
ihrer Kleinheit wegen nicht mit & vergleichbar find; fo befteht die Reihe: 
€ „e?,k,e:, eo... k, e* 


aus Glievdern, wovon jedes gegen das vorhergehende als fehr Mein betrachtet 
werden fann, oder wovon jedes durch einen feiner Kleinheit wegen mit & ver- 
gleichbaren fehr Heinen Bruch ausgebrüdt würde, wenn man den Werth des 
unmittelbar vorhergehenden Gliedes zur Einheit nähme. 

Die Brühe & und k, e wollen wir fehr Fleine Größen der erſten 
Drdmung nennen, fo wird die eben erwähnte Größenfubordination dadurch 
ausgedrädt, dag man fagt: 

k,e2, K, e2, ...... kl 
find ſehr Heine Größen der zweiten, dritten, ...... der nien Orb» 
nung. Wenn alfo I x eine fehr Fleine Größe der erſten Ordnung iſt, und 
feiner der Brüde: 
1 1 41 


feiner Kleinheit wegen mit I x vergleichbar ift; fo werden wir fagen, daß bie 


Differenzen: 

Ay, A: Yı 13 Yı sro ++ Any 
fehr fleine Größen der erften, zweiten, dritten, ...... nien Orbnung, ober 
Größen reſp. von derfelben Ordnung ale: 

Ax, Je, Ax% .....JIJx 

5. 46. Es wird nicht unzwedmäßig fein, bier einige Erläuterungen über 

die Unterfcheivung, welche die Geometer zwiſchen Größen von verjehiedenen 
Ordnungen maden, wenn fie nicht blos mathematifche Verhältniffe in aller 
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8 
Strenge beftimmen, ſondern Größen, welche eine reelle Exiſtenz haben, nähe- 
rungsweife ſchützen wollen, hinzuzufügen. 

Wenn man die Sache in ihrer abflracten Allgemeinheit betrachtet, fo iſt 
diefe Diftinction ohne Zweifel artificiell; denn es gibt in der Natur Feine ab⸗ 
folute Rleinheit, weil diefelbe Größe durch fehr große Zahlen ober durch 
fehr Heine Brüche ausgebrüdt wird, je nachdem die zum Grunde gelegte Ein- 
beit Hein oder groß iſt, und auch die fletigen Größen berjelben Art fünnen 
ihrer Nature nach Hinfichtlich ihrer Größe nicht in verjchievene Orbnungen un- 
terfihienen werben, eben deßwegen, weil fie fletige Größen find und man von 
ber einen zur andern allmählig übergehen kann. 

Allein auf dem Standpunkte, wo fich ver Menſch befindet, wenn er bie 
Naturerfcheinungen beobachtet und die davon abhängigen Größen mißt, werben 
Maßeinheiten durch die Natur der Sache von einer Polhen Verſchiedenheit an- 
gegeben, daß man bei dem MWebergange von einer Art von Erfcheinungen zu 
einer andern nothwendig zwifchen Größen derſelben Art eine Größenfuborbina- 
tion aufftelfen muß. 

Sp hat man 3. B. bei gewiffen feinen Unterfuchungen ber Phyſik, wie 
die, welche ſich auf die Eapillarität und auf die Optik beziehen, das Millimeter 
zur Zängeneinheit nehmen fünnen, und man würde die Zahlenausprüde der bet 
diefen Unterfuchungen zu vergleichenden Größen ohne Grund eomplicirter machen, 
wenn man das Meter oder Kilometer zur Yängeneinheit nähme, fo wie es ab- 
ſurd fein würde, wenn man bei der Vergleichung der Höhen der Berge, bei 
deren Meflung immer ein Fehler von einigen Decimetern oder felbft von eini- 
gen Metern ftattfinden Tann, das Millimeter zur Einheit nehmen wollte. Bei 
der Meflung des Durchmeflerd der Sonne und der Planeten wird man burd 
die Natur der Beobachtungen und durch die Analogie darauf geführt, den Erb- 
halbmeſſer zur Längeneinheit zu nehmen; denn es find nicht bios Differenzen 
von einigen hundert Metern gegen die Dimenfionen diefer enormen Körper bei 
den Erfcheinungen, auf welche diefe Dimenfionen Einfluß haben, unbedeutend, 
fondern e8 fünnen folche Differenzen durch die uns zu Gebote ſtehenden Beob- 
achtungs⸗ und Meffungsmittel nicht einmal erfannt werden. Endlich würde bei 
ber Beftimmung der Dimenfionen der Planetenbahnen felbft der Halbmefler ver 
Erve eine viel zu Feine Rängeneinheit fein, und man nimmt daher vie große 
Are der elliptifchen Erbbahn zu dieſer Längeneinheit, gegen welche man bie mit 
den Dimenfionen der Erde vergleichbaren Entfernungsveränderungen als fehr 
Hein und in vielen Fällen fogar als für uns unmeßbar Hein betrachten fann. 

Es würde ſehr leicht fein, dieſe Progreffion weiter fortzufegen, indem 
wir unfere DBeifpiele aus allgemein befannten aſtronomiſchen Crfcheinungen 
nähmen; afleın aus dem bereits ©efagten gebt zur Genüge hervor, wie wir 
auf die Betrachtung homogener Größen verfchiedener Ordnungen geführt wer- 
den, fo daß man bei jeder Klaffe von Ericheinungen und bei ver Meflung ver 
fih darauf beziehenden Größen die Einheit in einer gewiffen Ordnung nehmen, 
und folglich die Einheiten der niedrigen Ordnungen durch fehr Heine Brüche 
ausdrüden muß. Auf diefer Größenfuborbination beruht, wenn fie flattfinvet, 
die Einfachheit der Gefege der Erfcheinungen und die Möglichkeit, fie durch 
die Annäherungsmethoden, weldhe uns bie Analyfis kennen gelehrt hat, ver 
Rechnung zu unterwerfen, 


Theorie der unendlich Eleinen Größen und Principien der 
Fnfinitefimalrechnunng. 


$. 47. Wenn die Reihe der Differenzen der verfchiedenen Ordnungen: 
y y, 2°y * 
gegeben iſt, welche für ſehr Heine Werthe von A x reſp. mit: 
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4x, Axt, A’x, Pr Er Er 
vergleichbar werben; fo ift der Fehler, welchen man begeht’, wenn man 1? y, 
4 x2, A2y,Ax°,.....vep gegen Ay, Ix, Sy, Axt,..... 
vernachläffigt, deſto Heiner, eine je Kleinere Größe man für Ax nimmt, und 
man Tann 1x immer fo Hein annehmen, daß der begangene Fehler kleiner 
wird, als jede gegebene Größe, was man nad Reibnit kürzer dadurch aus- 
drüdt, daß man fagt: die Größen 42 y, Ix2, As y, Ax’, .... können 
in aller Strenge refp. gegen die Größen Ay, Ax, Jiy, Axt, ..... 
vernadhläfligt werden, wenn die Differenz; 4x unendlich Fein if, d. h. 
fleiner werden kann, als jede gegebene Größe. 
Wenn Ix und folglih Ay unendlich Fleine Größen find, fo find Ax2, 
Ar y unendlih Heine Größen der sweiten Drdnung, d. h. die Berhältnifle: 
x? ?y 
Ax' 4y 
werben auch unendlich Heine Größen. Die Größe Ax?, 3 y find unendlich 
Heine Größen der dritten Ordnung, d. h. die Verhältniſſe: 
x Iy 
Axı’' Aiy 
werden unendlich Feine Größen der erfien Ordnung, ober die Berhältniffe: 
Az: I’y 





Ar’ Zr 
unendlich Heine Größen der zweiten Ordnung. Allgemein, bie Größen 


4 xe, Ay werben in dem eben erflärten Sinne unendlich Feine Größen der 
nter Drbnung. 


»,yoy oo. 


Ay 1y J:y 
Ax' Au! Du 


ohne Ende convergiren, wenn bie Differenz A x ohne Ende gegen Null con- 
vergirt, brüden wir daffelbe aus, wenn wir fagen, daß diefe abgeleiteten 
Functionen die Werthe der correfpondivenden Verhältniſſe felbft find, wenn 
die Differenz; 4x unendlich Flein wird, und wenn folglich die Differenzen 
JIy, Siy, A3y,..... mendlich Kleine Größen der 1, Zt, Zien, u. 
Ordnung werben, wo jede diefer unendlich Heinen Größen gegen unendlich 
Heine Größen von einer niedrigen Ordnung in aller Strenge vernachläßigt 
werben fann und muß. 

Um baffelbe mit der ver algebraifhen Sprache eigenthümlichen Kürze zu 
fagen oder auszubrüden, wendet Leibnitz zur Bezeichnung der unendlich Flei- 
un Differenzen deu Buchſtaben d an, und nah dieſer Bezeichnungsart 
wollen wir: 





dy — #7 u Y 
Fred) "'z dx2’ y ug! etc. 


vv 
v⸗ 





oder vielmehr: 

dy = f!x+-dx,dy=füx.dx?, dy = flixe.dx?, etc. 
fepen. | | | 

$. 48. Um den Grund und Zweck dieſes Algorithmus fofort an einem 
In einfachen Beifpiele zu begreifen, wollen wir bie Ableitung der algebraijchen 

chion: 


yzx’ + ax +bıxı+te 
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ſuchen. Sp haben wir, wenn wir zunächſt die Differenz I y bilden, um von 
verfelben zu dem Verhältniffe - 3 und von dieſem zu der Grenze überzugehen: 


Ay=(x+Jfx)’ +a(x+ x)? +b(x+ ix) + ec 
— (x? ax? +bx+c)= (3x? +2ax +b) Ix 
+@x+a)Ax + Ax, 
woraus folgt: 
FL = 32 art 4 Brt)dr+ Am. 
Laffen wir nun Ax ohne Ende gegen Null convergiren, fo convergiren bie 


Glieder: 
(3x 4 4) Ax, A x 
ebenfalls ohne Ende gegen Null und verſchwinden an der Grenze, ſo daß 
man folglich hat: 
4 Yy Av . 
I — _ = Lo . 
y’ =.lim. 1% Grenze von 4% 3x? +2ax-+b 
Statt diefe Schlußweife anzuwenden, wollen wir die Differennen Ax, 
Ay als unendlich Feine Größen betrachten und fie mit dx, dy bezeichnen, 
fo Haben wir: 
dy= (3x? + 2ax +b)dx + (3x + a) dx? + dx’; (1) 


aber die Glieder: 
(3x + a) dx?, dx? 
find unendlich Fleine Größen der zweiten und britten Ordnung, welde gegen 
die unendlich Heinen Größen der erfien Orbnung: 
‚ dy, x? + 2ax+b)dx 
vernachläßigt werden müffen, und man hat folglich bios: 
dy= (3x? + 2ax + b) dx (2) 
woraus, wie oben, folgt: 
yz 17 = 3x? + 2?ax+ b, 
dx 
Nun befteht aber der Hauptvortheil des Leibnitz'ſchen Verfahrens darin, daß 
man in ver Gleichung (1) die Glieder mit dx? and dx? nicht hätte zu ſetzen 
und zu berechnen brauchen, weil diefelben nur ımenblich Feine Größen höherer 
Ordnungen fein können, welche gegen unenvlich Feine Größen der erflen Orb- 
nung ebenfo und aus vemfelben Grunde verſchwinden müffen, wie biefe gegen 
enbliche Größen. Ferner war zur Bildung der Differenz; 4 y die Kenntniß 
der Formel erforberlich, welche die Entwicelungen der Potenzen (x + /x)?, 
(x + Ix)? geben, während es zur Bildung der Gleichung (2) hinreichend 
gewefen wäre, die Glieder diefer Entwickelungen mit ver erften Potenz von 
A x zu kennen. 

Wir wollen ferner annehmen, daß wir die Ableitung der Function fuchten, 
welche das Maß der zwifchen der Curve M’/ N’ (Fig. 20), der Are der Ab- 
feiffen und der den beiden Orbinaten m, p,, mp, wovon bie erfte feft und 
bie zweite beweglich ift, liegenden trapezoidiſchen Fläche iſt. Diele Aufgabe iſt. 
bereits in 6, 33 durd die Betrachtung der Grenzen gelöft, und um barauf bie 
Leib nitz'ſchen Principien anzuwenden, wollen wir annehmen, daß die Abfciffe 
Op = x um die unendlih Feine Größe pp, — dx zunimmt. Wenn die 
Fläche m, p, pm mit y bezeichnet wird, fo brüdt dy das unendlich Feine 
frummlinige Trapez mpp, m, aus. Aber wenn wir die geraben Linien mn,, 
m, na parallel zu pp, ziehen, fo iſt der Unterſchied zwiſchen dy unb dem 
unendlich Heinen Rechtefe mpp, u,, Heiner als die Fläche des Rechtedes 
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mn, m, n, welches ſelbſt eine unenblich Feine Größe ber zweiten Ordnung 
iR, weil jebe feiner beiden Dimenfionen mn,, m, n eine unendlich Fleme 
Größe der erftien Drbnung if. Wenn man alfo, wie es gefchehen muß, die 
unendlich Heinen Größen der zweiten Ordnung gegen die der erflen Ordnung 
vernachläfligt und mit fx die veränderliche Ordinate der Curve M’N! hezeich- 
net, fo hat man: 
dy=fix.dx, 
folglich : 
dy 
U 
— dx 
woran erhellet, daß die Ableitung der geſuchten Function genau Die gegebene 
Zunction fx iſt. 

Dean wendet im Allgemeinen bei den Schlüffen, Conftructionen und Rech⸗ 
nungen nur unendlich Feine Größen verfchiedener Drönungen an, um die Ver—⸗ 
haͤltniſſe anzugeben, welche zwifchen unendlich Eleinen Größen derſelben Ord⸗ 
nung flattfinden, und zu dieſem Zwecke vernachläfftgt man ftets unendlich Fleine 
Größen einer höhern Drbnung gegen unendlich Feine Größen von einer nie— 
trigern Ordnung, wodurch im Verlaufe der Betrachtungen Conftructionen und 
Rechnungen, Bereinfachungen bewirkt werden, welche den wefentlichen Vorzug 
der Meihode ausmachen, 


$. 49. In der That, wenn wir die Methode der Grenzen und die ber 
unendlich Heinen Größen nicht blos in ihren erſten Principien, fondern auch in 
ihren eben fo mannichfaltigen, als ausgebehnten Anwendungen mit einander 
vergleichen könnten, fo würben wir finden, daß beide Methoden nach demfelben 
Ziele fireben, namlih: das Geſetz der Stetigfeit bei der Verände- 
rung der Größen auszudrücken, aber dag fie zur Erreichung dieſes Zwe- 
des entgegengefebte Wege einfchlagen. Wenn nad der erften Methode eine 
Aufgabe über ftetig veränderliche Größen behandelt werben fol, fo nımmt man 
zuerſt an, daß fie plößlich von einem Größenzuftande in einen andern überge- 
ben, und unterfucht dann, gegen welche Grenzen die erhaltenen Werthe in dieſer 
Boransfegung ceonvergiren, wenn man das Intervall zwiſchen zwei fuccefliven 
Zuftänden immer mehr und mehr verkleinert. Offenbar erhält man auf diefe Weife 
erft am Ende der Auflöfung die Vereinfachungen, welche aus der Stetigfeit der 
betrachteten Größen entfpringen, und welche die Infinitefimalmethope durch das 
fuccelive Verſchwinden der unendlich Fleinen Größen höherer Ordnungen gegen 
die von einer niebrigern Ordnung unmittelbar und fucceffive bei der fortichrei- 
tenden Unterfuhung von felbft an die Hand gibt. 

Uebrigens bildet die Infiniteſimalmethode nicht blos einen geiftreichen 
Runftgriff, fondern fie iſt ver natürliche Ausdruck der Entftehungsart phyfifcher 
Größen, welche nah Elementen wachlen, die Heiner find, als jede endliche 
Größe. Wenn z. B. ein Körper, um und des in $. 42 angeführten Beiſpieles 
wieder zu bedienen, fich abfühlt und fortwährend thermometrifche Wärme aus- 
firablt , fo ift fein Temperaturverluft in einer beliebig Fleinen Zeit eine zufam- 
mengefegte Erfcheinung, welche von dem Geſetze, wonach der Körper fortwäh« 
rend in jedem unendlich Heinen Zeittheilchen eine unendlich Feine Duantität 
thermometriiher Wärme ausſtrahlt, abhängt. Das Verhältniß zwilchen den 
mendlich Fleinen Veränderungen der thermometrifchen Wärme tes Körpers und 
der Zeit ıft der Grund des DVerhältniffes, welches fich zwiſchen den Verände⸗ 
rungen berjelben Größen herausftellt, wenn fie endliche Werthe erlangt haben, 
wo der Ausdruck Grund Hier in feiner philofophifchen Bedeutung genommen ift. 

Ebenfo ändern ih, um ein noch befannteres Beifpiel anzuführen, die von 

einem freifallenden Körper durchlaufenen Räume den Duadraten der feit dem 
Cournot, Theorie der Functionen ⁊. 4 


fix, 
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Beginnen bed Falles verfloffenen Zeiten proportional, weil ber unendlich Heine 
Zuwachs bes Raumes der erlangten Gejchwinvigfeit proportional iſt, welche 
felbft in Folge der fortdauernden conftanten Wirkung der Schwere der feit dem 
Beginnen ber Bewegung verfloffenen Zeit proportional if. Diefe fo einfache 
Nelation zwifchen ven Elementen der verfloffenen Zeit und denen des befchrie- 
benen Raumes ift der Grund oder die Urfache des weniger einfachen Gefe- 
tes, welches zwifchen den endlichen Veränderungen diefer beiden Größen 
ftattfindet. 

Aus diefem Geſichtspunkte betrachtet, hat man mit Grund fagen können: 
daß die unendlich Heinen Größen in der Natur eriftiren, und man Fönnte 
bei diefer Vorftellungsart fehr paflend die Function f!x die erzeugende ober 
urfprünglihe Function und fx die abgeleitete Sunction nennen, ftatt 
diefe Benennungen in einem umgefehrten Sinne anzuwenden, weldes La⸗ 
grange, von rein algebraifchen Betrachtungen geleitet, gethan hat, 

Uebrigens beziehen fich dieſe Bemerkungen nicht ausichließlih auf Größen, 
welche eine phyfifche Exiſtenz haben; venn in der reinen Geometrie werben, die 
ftetigen Größen als durch die Bewegung gewilfer Punkte, Linien ober Flächen 
erzeugt, betrachtet, und in folchen Fällen iſt die directe Betrachtung des Gefe- 
es der unendlich Heinen Veränderungen, woraus das Geſetz envlicher Berän- 
derungen entfpringt, ebenfo vortheilhaft. 

Kurz, die Infinitefimalmethobe ift der Natur der Sache mehr angemeflen; 
fie ft, aus einem objectiven Gefichtspunfte betrachtet, die direrte Methode und 
eben deßwegen ift der Leibnitz'ſche Algorithmus, bei welchem dieſer Methode 
noch eine regelmäßige Bezeichnung zu Hülfe kommt, ein fo fräftiges Erfindungs- 
mittel geworden, wodurch die reine und angewandte Mathematif eine ganz neue 
Geſtalt befommen hat, und welcher an und für fich betrachtet, eine höchſt wich- 
tige Erfindung iſt, welche wir dieſem großen Philoſophen allein verdanken. 
Dagegen läßt fih der Begriff des unendlich Kleinen logiſch nur auf eine indi- 
recte Weiſe mit Hülfe der Grenzen vefiniren, fo daß aus dem logiſchen und 
fubjectiven Gefichtöpunfte betrachtet, die demonftrative Strenge direct der Me- 
thode der Grenzen und nur indirect der Infiniteſimalmethode zufommt, und 
diefe vermittelft gewifler Worterflärungen nur eine Uebertragung der erftern 
wird. Die Folge von biefer zweifachen Thatfache ift, daß man in den einfach- 
fien Sällen die Identität der Nefultate beiver Methoden nachweifen muß; aber 
wenn biefe Lebertragung einmal genau aufgefaßt ift, fo muß man fi der In— 
finitefimalmethode bevienen, welche allein bei der Auflöfung zufammengefeßter | 
Aufgaben durch die Hinweglaffung jedes unnützen Gerüftes zum Ziele füh— 
ren kann. 

Obgleich die Methode ver Grenzen zuverläflig alle nur zu wünſchende 
Iogifhe Strenge bat, fo Scheint doch der Begriff, worauf fie beruft von den 
Geometern des Alterthums noch nicht feharf genug definirt zu fein, weil fie, 
an die griechiſche Dialectif gewöhnt, die Anzahl der unmittelbaren Vorftellungen 
immer zu vermindern fuchten, indem fie das Princip der Identität oder Des 
Widerfpruches, worauf die Logische Demonftration beruht, anwanbten. Sie 
fubflituirten daher für die Methode der Grenzen das aus den Elementen be- 
fannte Verfahren der Zurückführung auf das Abfurde oder der Erhau- 
ſtion, welches das indirectefte und complicirtefte Verfahren von allen iſt, 
welches man fobald als möglich verlafen muß, wenn man allmählig von ven 
einfachften zu den zufammengefetteften Aufgaben übergeht. 

Aug der Vergleihung und Zufammenftellung biefer verfchiedenen mathe- 
matiſchen Theorieen Tießen fi) werthvolle Inductionen für das allgemeine 
Studium der Operationen und der Gefeße des Berflandes ableiten; allein wir 
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würden dadurch in das Gebiet der reinen Philofophie geführt und von dem 
weientlihen Zwede des vorliegenden Werkes zu weit entfernt werben. 


dy d2y d’y 
Far? TEE Fr EEE 
deren Identität mit den abgeleiteten Functionen v‘, y', y/!, ....., wenn das 


Differenzial dx conflant iſt und mit den Fluxionen y, y, Yı ..... , wenn 
die Fluente x ſich gleichförmig mit der Zeit ändert over gleichförmig fließt, 
wir nachgewielen haben, bat Laeroix die Differenzialevefficienten ver 
Zunction y genannt, und diefer Ausorud wird jebt häufig angewandt. Sehr 
häufig werben fie auch Differenzialguotienten genannt. Die Ordnung 
eines Differenzialcoefficienten ift viefelbe, wie die des entfprechenden Differen- 
ziales ober der entſprechenden abgeleiteten Function. 

Eine Zunction differenziren, heißt von biefer Function zu ihrem Dif- 
ferenziale übergeben, und ber Zweig der Analyfis, welcher fih mit der Diffe- 
renzirung der Yunctionen beichäftigt, wird bie Differenzialrehnung 

enannt. 

’ Die Gleichungen, welche zwilchen der unabhängigen Veränderlichen x, der 
Function v und den Ableitungen oder Differenzialcvefficienten dieſer Function 
fattfinden, werden Differenzialgleihungen genannt, und die Orbnung 
einer ſolchen Differenzialgleichung wird durch die des höchſten in dieſer Gleichung 
vorkommenden Differenzialcvefficienten beftimmt. So ift z. B.: 





} 
I(x,yv, y)=0, ser f X = 0 


eine Differenzialgleichung ver erſten Ordnung und: 


d d?y 

f(x, J, yı “)=0, serf 2 * =) =(, 
eine Differenzialgleichung der zweiten Ordnung, u. ſ. f. 

$. 51. Die envlihe Differenz x — x, tft die Summe der unendlich 
Heinen Incremente, welche die unabhängige VBeränverliche erhalten hat, indem 
fie von dem Werthe x, zu dem Werthe x übergegangen ift, und ebenfo iſt bie 
endlihe Differenz; y — y, die Summe der unendlich Heinen Incremente ober 
Differenzialefemente : 

dy=f!x+.dx, 

durch deren fucceffive Annahme die Function von dem Werte y, zu dem 
Berthe y übergegangen ift, wo dieſe Elemente daſſelbe, oder das entgegenge- 
feßte Zeichen von dx haben fönnen, je nachdem fx einen pofitiven oder ne⸗ 
gativen Werth annimmt ($. 30). *) 


°*) Denn es feim: 


Xır X, Ir, Xır n—1, Xa 
n Werthe, welche die unabhängige Veränderliche x bei dem lebergange von 
dem Werthe x, zu dem Werthe x annimmt, und: 

Yır Yır Yır Jar oc. ec Yoa-lı In 
feien die entfprehenden Werthe der Function y, indem fie von dem Werte 
yo zu dem Werthe y übergeht, fo iſt offenbar: 

IR) #000 (An—Xa-ı)+X Ka) ZI, 

und: 


Gy )tln-yItrW- to y) +,» Wet ı)= 5 
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Man jchreibt daher: 
.x 
— fx». dx, (3) 
x, 


X 
fx — fx, =/ fix. dx, 
x) 


wo das Zeichen ⸗ "als die Abkürzung des Worted Summe betrachtet wird, 


x 
f{!x. dx 
x) 


das zwiſchen ven Grenzen x,, x genommene Integral des Differen- 
ziales !x + dx, *) 
Mit andern Worten, wenn man: 


Ax— 


nimmt, fo convergirt die Summe: 
fx, Ax + fix, +ID +» AxH+ f(x, + 2A)» AxH+ .... 
+ fi, + +1) LS Ax 


gegen die Grenze: 
fx — fx 


' 
wenn man die Zahl n immer größer und größer nimmt oder x gegen Null 
eonvergiren läßt. 

$. 52. Die Gleihung (3) zeigt, daß es zur vollfländigen Beſtimmung 
der Function y — fx nicht genügt, wenn ihre Ableitung y‘ — flx ober ihre 
Differenzial „dx = fx + dx gegeben ift, ſondern e8 muß außerdem auch 
erplicite oder implicite der einem beitimmten Werthe der unabhängigen Berän- 
berlichen entfprechende Werth der Function y — fx gegeben fein, was ganz 
mit dem bereits angeführten Principe übereinftimmt ($. 31 und 39). 

Hieraus folgt: 1) dag, wenn man burch irgend ein Mittel eine Function 
fx finden Tann, welche die Eigenfchaft hat, daß fx ihre Ableitung if, für 
beliebige Werthe x,, x der Grenzen der Werth des Integrales: 

x 


oder: 


und man fagt, daß: 





!xdx =fı — fx; 


X, 


Nimmt man nun n unendlid groß an, fo gehen diefe Differenzen reſp. in bie 
Differenziale dx, dy über, wokaus die Richtigkeit des erraten gipel, 
. . d. Ueberf. 


*) Leibnit wandte immer den Ausdrud Summe an, wovon das Zeichen 
J' wie gefagt, die Abkürzung if, wogegen der Ausdruck Integral von 
Bernoulli eingeführt if. 


’x 
Diefe Bezeihnungsart,/ rührt von Fourier her, und befleht, wie man 
x 


0 
fieht, darin, die Werthe der unabhängigen Beränderlichen, zwiſchen welchen 
die Summation oder Integration gefibehen fol, unten und oben an Das 
Integraljeichen zu feßen. 
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ft, und 2) daß 

fx+cC, 
wo C eine willführliche Eonftante bezeichnet, der allgemeine Ausprud der Func- 
tionen if, welche f!x zur Ableitung haben. Man bezeichnet daher die Opera- 
ton, vermöge welcher man von der Ableitung x zu dem allgemeinen Aus- 
drude der Aunctionen übergeht, wovon fie die Ableitung ift, oder. von dem 
Differenziale x + dx zu dem allgemeinen Ausdrucke der Functionen, wovon 
daſſelbe das Differenzial ift, mit dem Namen der unbeflimmten Integra- 


tion und bedient fi) zur Andeutung diefer Operation des Zeichens YA ohne 
Augabe der Grenzen. Man feßt alfo: er 


jraız == fx +6, 


fixdx — ix + const., 


und fagt, daß ber Ausorud: 


oder vielmehr: 


fx + cont. 
das unbeffimmte Integral des Differenziales !xdx if. 

Dagegen nennt man beftimmte Integrale diejenigen, welche zwifchen 
gegebenen Grenzen genommen find und feine willkührliche Conftante mehr bei 
fh führen. | 

$. 53, Die Integralrechnung, welche man ale das Umgefehrte ber 
Differenzialrechnung betrachten kann, hat die Beftimmung ver unbeflimmten und 
beftinmten Integrale zum Zwede, und mit dem Namen Infinitefimalred- 
nung bezeichnet man die Differenzial- und Integralrechnung zufammen ge- 
nommen. 

Die Jufiniteſimalrechnung, in fo fern fie vermittelfi einer eigenthümlichen 
Eprade und eines befonderen Algoritbmus die zwifchen den Functionen und 
ihren verſchiedenen Ableitungen ftatt findenden Relationen nachzuweifen hat, 
enthalt das Wichtigfte von der Theorie der Functionen und fällt bei vem ge- 
geumwärtigen Zuflande der Wiffenjchaft gewiffermaßen damit zufammen; allein 
man muß in rationeller Hinficht durchaus den Calcul, welcher nur ein Inftru- 
ment ift, von ber Theorie unterfcheiden, worauf er angewandt wird, 

Auch darf man nicht die Infiniteſimalmethode, welche man ſchon vor 
Leibnitz angewandt hatte, und noch jegt in den Elementen ver Geometrie und 
der Statit anwendet, mit dem von Leibnitz erfundenen Differenzialalgoritimug 
wegen der Anwendungen der Infiniteſimalmethode auf die Theorie der Funec—⸗ 
onen identificiren. 

Der Gebrauch Iehrt, daß diefer Algorithmus, ungeachtet feiner allgemei- 
nen Borzüge, dennoch einigen von der Schreibart herrührenden Unvollfommen- 
menheiten unterliegt, welche im Grunde nicht von der Infiniteſimalmethode 
herrüßren. In gewiffen Fällen iſt ver Lagrang e'ſche Algorithmus bequemer, 
und alsdann tragen die Analyften fein Bedenken, denfelben anzuwenden, ob⸗ 
gleich fie ſich gewöhnlicher der Leibnig’fchen Bezeichnung bevienen. 

$. 54. In allem Vorhergehenden haben wir vorausgeſetzt, daß die Func⸗ 
tion feine Unterbrechung der Stetigfeit erfährt, welche davon herrührt, daß fie 
ſelbſt, oder ihre Ableitungen der verſchiedenen Ordnungen durch das Unendliche 
geben, oder plöglich von einem endlichen zu einem anderen enblichen Werthe 
übergehen. Denn wenn man fagt, eine Sunction y erfahre eine Stetigkeits- 
unterbrechung der erften Ordnung, fo heißt biefes fo viel, daß einer unendlich 
Meinen Veränderung dx der unabhängigen Beränderlichen eine endliche oder 
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unendliche Beränverung dy der Function entfpricht, nämlich eine unendlich 
große Veränderung, wenn y durch das Unendliche geht und eine envlihe Ver: 
änderung, wenn y plöglich von einem enblichen Werthe zu einem anderen end- 
Iihen Werthe übergeht, und in beiven Källen ift es nicht erlaubt dy als eine 
unendlich Feine Größe von berfelben Ordnung als dx zu behandeln. Des- 
gleichen, wenn die Function y eine Stetigfeitöunterbredhung der zweiten Ord⸗ 


nung erfährt, fo if dy! = — - eine enbliche oder unendliche Größe « 


und das zweite Differenzial d? y = adx ift feine unendlich Heine Größe der 
zweiten Orbnung mehr, welche gegen unendlich Fleine Größen der erften Orb- 
nung vernachläfligt werden Tann. Alle Kormeln, welde man durch Anwendung 
des Differenzialeg dy, indem man daſſelbe, als eine unendlich Heine Größe 
der erften Ordnung betrachtet, erhalten hat, werden im Allgemeinen ungenau, 
wenn bie Junction y eine Stetigkeitsunterbrechung der erften Ordnung erfährt, 
und alle Formeln, worin das zweite Differenzial d? y als eine unendlich 
fleine Größe der zweiten Ordnung betrachtet ift, werden ebenfalls im Allge- 
meinen ungenau, nicht blos, wenn y innerhalb der Grenzen der Anwendung 
biefer Formeln eine Stetigfeitsunterbrechung ver erſten Ordnung erfährt, ſon⸗ 
dern auch, wenn fie zwifchen denfelben Grenzen nır eine Gtetigfeitäunterbre- 
hung der zweiten Orbnung erfährt, u. ſ. f. 

So oft unendlich Heinen Werthen von dx unendlich große Werte von 
dy entiprechen, wird der Differenzialcvefficient - unendlich; aber das Um⸗ 
gefehrte findet nicht allgemein flatt, was nach der bereits gemachten und durch 
die Betradhtung der Curven erlänterten Bemerkung davon herrührt, daß bie 
Ableitung z' durch das Unenvliche gehen fann, ohne daß die Function y aufhört 
endlich zu fein. Wenn man übrigens d y als vie Grenze des aus der Gleichung: 


Ay= ZL.4x 


x 
gezogenen Werthes von I y betrachtet, fo fieht man leicht ein, daß bie Grenze 


des Productes zweier Factoren, wovon ber eine T- gegen das Unenbliche 
x 


und der andere Ix gegen Null convergirt, unendlich, oder envlich, oder auch 
Null fein kann. In den beiven erſten Fällen iſt: 

dy = f!xdx 
eine unendliche oder eine envliche Größe, und die Function v erfährt eine Stetigfeits- 
unterbrechung der erſten Ordnung; aber im dritten Falle bleibt dy eine unendlich Fleine 
Größe und y erfährt nur eine StetigfeitSunterbrechung der zweitenOrdnung. Eben⸗ 


d2 , , . 
fo, wenn dv’ — —— dur das Unenpfiche geht, wird der Differenzialcoef- 











d2y 
dx? 

Umgefebrte ift nicht allgemein wahr,. und dieſer Differenzialcvefficient oder Die 

entiprechende Ableitung fx fann durch das Unenvlihe gehen, ohne daß 

d2 


- n aufhört, eine unendlich Feine Größe ver erften Ordnung, und 


folglich d? y eine unendlich Feine Größe der zweiten Ordnung zu fein, in 
weichem Falle y nur eine Stetigfeitsunterbrechung der dritten Ordnung erfährt. 
Die Gleichung: 





fieient ber zweiten Ordnung um fo mehr unendlich groß; allein das 


d = 





dy=fixdx 
uud bie, welche fich daraus ergibt (6. 51): 
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x 
J — 2) *Y ſexdx 

x 
bat keinen Sinn mehr, wenn das Differenzial dx für Werthe von x, die 
zwifchen den Grenzen des Integrales Tiegen, durch das Unendliche geht, was 
nach dem eben Selngten nicht blog vorausfegt, dag Mx unendlich wird, fon- 
dern auch, daß das Product x + dx einen unendlichen Werth behält. Wenn 
jedoch fx eine Function bezeichnet, deren Ableitung Px ift, fo daß man das 


unbeftinmte Integral hat: 
fxdı—fx +6; 
ſo ergibt fih daraus: 


vy—-y=fı — [x 

als die Gleichung einer Curve, deren abgeleitete Curve 5 —f'x iſt, und welche 
außerdem durch den Punft (x, , y,) gehen muß, aber deren Ordinate y für 
Wertbe der Abſeiſſe zwifchen x, und x durch das Inenbliche geht. Der Aus- 
drud fx — fx, drüdt wieder die Differenz der Orbinaten v, y,, aber nicht 
mehr die Summe der Werthe des Differenziales dy = fix + dx zwifchen 
den Werthen x,, x ber unabhängigen Veränderlichen aus. Wir werben fpäter 
auf Beifpiele viefes bereits in $. 35 unter einer anderen Form bargeftellten 
Ausnahmfalles, welcher hier blos in Erinnerung gebracht zu werden braucht, 
zurückkommen. 

F. 55. Aus demſelben Grunde wollen wir hier blos die Formen, welche 
die im vorhergehenden Kapitel bewieſenen allgemeinen Lehrſaͤtze annehmen, wenn 
darauf die Methode und die Bezeichnungen der Iufinitefimalrechnung angewandt 
werben, kurz andeuten. 

1) Wenn man feht: 

 yzu-+v-+tvw+ et. 
wo u, v, w, etc., Functionen derfelben unabhängigen Beränderlihen x be- 
zeichnen, fo hat man. offenbar, indem man zu den Differenzialen übergeht: 
div=da + dr + dw + etc. 

Das Differenzial einer Summe von Functionen iſt alfo die 
Summe ihrer Differenziale, wo das Wort Summe in feiner algebrai- 
{hen Bereutung genommen werben muß. Hieraus ergibt fi) ferner die 
Gleichung: 

dy du dv dw + etc 

ı "a . c 


welche der Ausdruck des in 6. 39 über die abgeleiteten Functionen bewieſenen 


Lehrfages ift. 
Umgefehrt hat man: 


x x ’x x 
* ydı= / aut / ix+ / wix- etc. 
Xn ‘ Xo % 


X. 
d. 5. das beftimmte Integral einer Summe von Kunctionen ift die 
Summe ihrer zwifhen denfelben Grenzen genommenen Integrale. 


Diefelbe Identität findet zwifchen den unbeftimmten Integralen ftatt, 
o daß: 
Jrır = fax + /dx + wix + etc. (4) 


iſt, und um biefe lebte Formel zu integriren, wollen wir annehmen, daß man 
einzeln: 
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VAL =Fx+ 0, /adx tz + c, Jrix =zfx+c, 


„dıx=f,x-+c,, etc. 


gefunden habe, wo Cr e, Cyr Car ++... die willkührlichen Conftanten be- 

zeichnen; fo muß man nach der Formel (Hd bie Conſtante C fo beftimmen 

fünnen, daß für beliebige Werthe der Conſtanten c, c,, c,, etc. die Identi⸗ 

tät flatt findet: 
Fxı +Ctzfx+c +f,x+e, x + c, + etc. 

2) Das Differenzial des Deobuckee zweier Gunetionen ift gleih der Summe 
der Producte, welche man erhält, wenn man jede der beiden Functionen durch 
das Differenzial der anderen multiplieirt. Denn man hat: 

d-eur (u + du) (r + dv) — ur, 
woraus folgt, wenn man entwidelt und bie unendlich Feine Größe der zweiten 
Ordnung du + dv gegen bie unendlich feinen Größen ver erſten Ordnung 
binwegläßt: 





d+ov=_ vdu + udv, (5 
Wenn man zu ben Differenzialevefficienten übergeht, fo fommmt: 
d+ oav — u 4 
dx dx dx 


welches der Ausdruck eines andern in der Gleichung (b) des angeführten 6 
enthaltenen Lehrfages über bie abgeleiteten Functionen iſt. 
Wenn man die Gleichung (5) auf die Form: 


d+ uv du dv 




















av =-ır7% 
bringt, fo ergibt fich daraus leicht 
d+ urw.... du dv 
avw a + + + etc. (6) 
Wenn u eine conftante Zahl a ift, fo wird da = 0, und man bat bloß: 
.avz adv, 


und umgefehrt hat man: 


Vi Ey vax, farazma rin, 


wo biele ie Gleichung wie bie Gleichung (4) interpretirt wird. 
8 
um 9gx,v=YUx,alpbur=myx.-Uxm fx; 
fo nimmt die Steifung (5) folgende Form an: 
!xdix = dr gxdx + px» Wxdx, 
woraus folgt: 
gx-Wxdı= !"xdx — Uxe. og xdx, (D 
und wenn man integrirt : 


x” 
YA pre prdiatxtn S Vx. gyixdx, 
Xo Xo 
oder vielmehr: 
x x 
I ygx-Wxdx px dx — Yx,* Ux, -/ Yx-gy'xdx. (8) 


* dieſe Weiſe iſt die Integration der Function Xxdx auf bie ber 
Function XxX zurückgeführt (welches die Function % gibt), und auf bie 
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Integration der Function Yx + p'xdx, wo fih ſowohl vie eine, als bie 
andere diefer Integrationen in vielen Fällen einfacher verrichten läßt, als bie 
der gegebenen Function. Diefes Verfahren, wovon man, wie wir fpäter fehen 
werben, in ber \ntegralrechnung häufig Gebrauch macht, ift unter den Namen 
ber partiellen Integration befannt. 

Wenn man von den beiden Theilen der Gleihung (7) die unbeflimmten 
Integrale nimmt, fo erhält man: 


yx-Wxdıı=fx— ⸗Vx 9xdx, 
oder: 
— VVV——— (9) 

Eine willkührliche Conſtante braucht zu dem Integrale des Gliedes !xdx 
nicht hinzugefügt zu werden, weil dieſelbe mit der willkührlichen Conſtante über⸗ 
einſtimmt, welche das unbeſtimmte Integral fx + g’xdx nothwendig bei 
fih Haben muß. Auf diefe Weile wird jeder Theil der Gleichung (9) als mit 
einer willkührlichen Conftante verfehen betrachtet, fo dag man den Werth der 
einen Eonftanten immer fo annehmen Tann, daß die Identität flatt findet, was 


für einen Zahlenwerth man der anderen Conftanten auch beigelegt haben mag, 
wie el in Beziehung auf die Formel (4) näher gezeigt iſt. 
3) ei: 


uv= r, oder —__ 
fo erhält man durch die Gleichung (5): j 
4. ur—rdn ober d« — _ —— rdu (10) 
Zür r — 1 hat man: 
d» =--1, (11) 


u 

$. 56. In dem Borbergebenden haben wir y al8 eine unmittelbare Func- 
tion der unabhaͤngigen Veraͤnderlichen x betrachtet; aber wenn x felbft eine 
Zunction der Beränderlichen t wäre und man zugleich: 

y-fx, x = 91 
hätte, fo wäre das Differenzial dx nicht mehr conflant und würbe durch bie 
Gleichung : 
dx = g!te+dt 
gegeben, woraus folgte: j 
dyzfix-g't+dit, 
oder wenn man zu den Differenzialcveffictenten übergeht: 
dy }, dx 
dt dx dt 

Diefe Gleichung ift der Ausbrud der Regel für die Bildung ber Ableitun- 
gen mittelbarer Functionen, welche bereits in $. 40 aufgeftellt ıft, und es iſt 
mit Seiner Schwierigfeit verbunden, fie zu verallgemeinern, 

‚$. 57. Wenn man die beiben wpeile ver Gleichung: 
ay 
dx 
vifferenzirt, indem man vie Beränverlihe x nicht mehr als die unabhängige 
Beränderliche und folglich ihre Veränderung nicht als gleichförmig oder dx nicht 
als eine eonfiante Größe betrachtet; fo hat man vermöge der Formel (10), 
wenn man r — dy, ua = dx fett: 








= fx. pt 
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2 — 
day d2y dx dv dx 

' dx? 

und folglich: 

| vr RZ 


dx — dx? (12) 


Wenn x und y als Functionen der unabhängigen Veränderlichen t durch Glei⸗ 
dungen von der Korn: | 
x opt, y Ye 

gegeben find, fo ergibt fi) daraus: 
' dx = Wii dt, dy = Wtdt, 
dx = gt de, d2y — Wt dt, 
und wenn man biefe Werthe in die Formel (12) fubftituirt bat, fo fallt dt 
als gemeinfchaftliher Factor der beiden Glieder des Verhältniffes hinaus und 
man fommt wieder auf die Gleihung (d) in $. 41. 

Durch ähnliche Rechnungen fände man die Formeln wieder, durch welche 
bie höhern Ableitungen y'”, y'”, 2... . als Zunctionen der Differenzlale: dy, 
d’y, diy, d’y, .....; dx, dx, d’x, dtx,....., ausgebrüdt werben, 
wenn man das Differenzial dx nicht mehr ald conflant betrachtet; aber um 
diefe Rechnungen bequem verrichten zu Tönnen, muß man ſich mit ber Anwen⸗ 
dung der Regeln der Differenzialrechnung auf atzebtaſch Functionen wohl 
vertraut machen, und es ſoll daher das folgende Kapitel dieſem Gegenſtande 
gewidmet werden. 

Will man wieder zu dem Falle zurückkehren, wo x als unabhängige ver- 
änderliche Größe betrachtet wird, fo feßt man in ver Gleichung (12), 441 — 0 
und man kommt wieder auf die Formel: 

2 





= ' 
dx? | 

wie es fein muß. Wenn man dagegen y zur unabhängigen Veränberlichen 
nehmen will, fo feht man d?y — 0, und man erhält die Formel: 

d?x  /dy\? 

dy? ux)' 

welche mit der Formel (e) des weiter ohen angeführten & iventifch iſt. 


yo — 








Bweites Dad. 


Differenzirung der entwichelten Zunctionen mit einer 
einzigen veränderlichen Grüße. 





Erfties Kapitel. 
Diifereuzirung der algebraifchen und transcendenten Functionen. 





6. 58. In den beiden vorhergehenden Kapiteln haben wir die allgemeinen 
Principien der Ableitung oder der Differenzirung durchgenommen, welche Prin- 
eipien auf beliebige Functionen anwendbar und von den befonderen Berfahrungs- 
arten unabhängig find, durch welche man in den einzelnen Fällen die Ableitun- 
gen oder die Differenziale einer gegebenen Yunction erhalten fann. Diefe 
Principien finden ftatt, wenn man auch bie Zahlenwerthe der abgeleiteten 
Aunctionen oder Differenzialcoefficienten nur näherungsweife und für einzelne 
Werthe der unabhängigen Beränderlichen angeben Tann ($. A4), wie biefes in 
Beziehung auf die empirifchen FZunctionen ver Fall iſt, welche nur durch eine 
Zafel gegeben find, oder wenn man in einer einzigen mathematifchen Formel 
bie genauen Werthe der Differenzialcoefficienten für beliebige Werthe der un- 
abhängigen Veränderlichen zufammenfaflen kann, wie diefes bei den befannten 
algebraiihen und transcendenten FZunctionen der Fall ift. *) 


*) E65 wird nicht unzweckmäßig fein, wenn wir diefe Principien Hier theils auf 
eine andere Weife abzuleiten und theils zu vervolltändigen ſuchen. 
Wenn y=u.vif, wo u und v zwei Functionen von x find, fo iſt: 
Idy=(u+hu)(v+ Av) ur=ur+vdu+(u+r da) dv—uv 
iß —v. Mu (u Au) Av, 
alſo: 


Au 4v 
Ax art) gi; 
folglid, wenn man zu den Grenzen übergeht: 
dy du dv 
ı 7: vg u=W.vrvV.on 


Oder, Wenn y = g(x) . y(x) iſt, fo if: 


Ay = elx+4x) . ylatAIx) — plX) ylx) 
eig; — EHEN — CI] vE+as) + Tvte+ 3 - WE] «) 
olst4x Ir) — Ar) — 

Ay _ eut4N) 0 — E + EZ, .n, 


und wenn man zu den Grenzen übergeht: 
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Bermöge der eben erwähnten allgemeinen Principipien ($. 55 u. folg.) 
ift das Problem der Differenzirung der algebraifchen,, Iogaritymifchen, erponen- 


= 


=... 


u 
Wenn y—= — if, fo if: 


ut./u u _ uvfv.du—uv-udv v.du—u.dv 
4 = NErUp, Es Zu v(v-+ Av) oo v@w+AV) —* 
folglich 
Ju Av du dv j , 
ya ET oe 
41 vcv+t4v) dx 72 v 


Oder, wenn y = 8 iſt, ſo iſt: 


0x—x) ER) _ (—) — PERIyYlX + Ax) 
VEXAAxX) v (x) y(x) y(x+Ax) 
_ IE KHID-ERI]I - EDIT &tA) — vd] 
y(x) . ylx+4x) ’ 


Ax) — 4x) — 
a5 _ yon. = I _ et „I va) 


ver) yix+ 4x) 


dy __ ve) /LX) ylz) 
dx [y )]° 

Benn man die für die Ableitungen einer Summe, oder Difiereng, eines 
Productes oder Duotienten zweier Functionen von x erhaltenen Refultate 
näher betrachtet, fo flieht man, daß man die Ableitung einer ſolchen zuſam⸗ 
mengefegten Function erhält, wenn man fucceflive jede der einzelnen Func⸗ 
tionen, woraus die zufammengefehte beftebt, differenzirt, indem man bie an« 
dere Function als eine Conſtante betrachtet und die erhaltenen partiellen Re⸗ 
fultate in eine Summe bringt. 


te Regel läßt fih in der That auf folgende Weife allgemein darihun. 
ei: 


y=fnmw. 
wo v, w zwei Zunclionen von x find, fo hat man: 
Ay fov+4dv, w+ÄAw) — flv, w) 
VE 7 — 
_ fv+4,w)—fiovw) Jv fotdv, 
—— Iv ’ xt dw dx 
und folglih,, wenn man zu den Grenzen übergeht: 
dy dy dv dy dw 
“vr at © 
Wenn: 
y= f(u, v‚wW,. ...) 
wäre, wo u, v, w, .... lauter Zunctionen von x find, fo hätte man alle 


gemein: 
dy _dy du dy dv dy dw 
dx du * dx + dv * dx dw ax .. 


Folglich gilt die obige Regel allgemein, d. h. man erhält die Ableitung einer 
wie immer zufammengefeßten Function, wenn man fie fucceffive in Beziehung 
auf jede der einzelnen Functionen, woraus fie befteht, differenzirt und bie 
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tieflen und trigenometrifchen Zunctionen auf die Differenzirung der drei folgen- 
ten Elementarfunctionen zurüdgeführt: 

1) y = x" , wo der Exrponent m einen beliebigen Werth hat. 

2) y = log. x, was zugleich das Differenzial der umgefehrten Kunction 
x a7 gibt (wo a die Bafıs des Logarithmenſyſtemes bezeichnet), oder durch 
eine Bertaufhung der Buchflaben, das Differenzial der Erponentialfunction 
7 — 5 

)y= sin. x, woraus ſich die Differenziale der übrigen trigonometri⸗ 
ſchen Macce und der Kreisbogen ergeben, welche die umgekehrten Func⸗ 
tionen derſelben find. 

Wenn man viefe Elementarfunctionen zu differenziren weiß, fo gibt bie 
Regel für die Differenzirung der mittelbaren Sunctionen die Differenziale be= 
liebiger zufammengefegter Funetionen, welche ſich durch die in ber Algebra und 
Zrigonometrie üblichen Zeichen entwidelt ausdrücken laſſen. 

$. 59. Betrachten wir zunaͤchſt die Function x”. Wenn der Exrponent 
m eine ganze pofitive Zahl ıft, fo gibt die Gleichung (6) in $. 55, nachdem 
man darn u = v —w....... 5 x geleht bat: 

d. 'xzu # m dx 





x" ’ 


oder: d.+x® — mx”-1Idx.*) (a) 


erhaltenen einzelnen Reſultate fummirt, wobei das in 6. 40 bewiefene Prin- 
eip in Anwendung gebradt wird, nämlich, daß man, wenn 

y=fW undv= 2(x) 
if, hat: ep 


v). g'(x). 
Bas vorhin von den Ableitungen gefägt it, gilt offenbar auch von den 
Differenzialen. 
Wenn ferner z = f(x) die directe Function, f(x) ihre Ableitung, 
x = g(y) inverfe Function ꝙ (5) ihre Ableitung bezeichnet; fo hat man: 








Ax 1 „dx = 
Ay ſolgliq yrrIT) ° 
Ax Fri 3. d. Neberf. 
*%) Wenn y — x® iſt, mo n eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fo hat man: 
Ay (s+Ax): —xı (x+ dx) — x" 
FÜ u 677757 u > la aaa 
+ (x +4Ir)ı-3.,. xt +....+ 807, 
folglich : 


dx = nx"—1, oder dy = nxıı-i dx. 


Bean y — x. ‚y=zrı,y= x. ift, fo laſſen fih diefe Bälle Leicht 
1 
auf den erfien Fall zurüdführen, wenn man xn = z fe 


Der von dem Berfafler für die Differenzirung Bo Bi Fi befofgte Bang feßt 
als bewieſen, oder für ſich Har voraus, daß, wenn für feden Werth von x 
ſtets (4) = px) iſt, and (x) = 9) fein muß. rd anal, aus 

x x — 
ro) = g(la) folgt flex + dx) = glx + Ax), et x) 


A) — 
= , ſCX) P = g/l) +r, wo u und » zwei Größen 


bezeichnen, welche mit Ax zugleich verfhwinden. Folglich if 22 ra 
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Wenn m ein pofltiver Bruch — ift, wo p im q ganze pofltive Zahlen be- 


4 
zeichnen, fo fege man xı == = folglich ze = a1, fo erhält man, wenn man 
nach der Formel (a) differenzirt: 
pxr-1 dx — qgat-1 ds, 
und hieraus folgt: 
P p 
d=d- xa m — ıxı dx, 


fo nel die Formel (a) für alle pofitiven und commenfurabeln Werthe von m 
bewiejen ift. 

Wir Wollen nun annehmen, es m einen negativen Wert — — n habe, 
wo n eine commenfurabele pofitive Zahl bezeichnet, fo hat man, wenn man in 
der Gleichung (11) des $. 55, u = x ſetzt: 

1 d+ x° 
dx". d er — — ur == — nr"+-ldx = mxridz, 
wodurch die Formel (a) für alle poffälben und negativen commenfurabelen 
Werthe des Erponenten m bewielen ift. 

Hieraus darf man fohließen, daß fie auch für incommenfurabele Werthe 
von m ftatt finden wird. Denn wir wollen annehmen, daß man, wenn m eine 
incommenfurabele Zahl ıft, abe : 

0 x” 








mxm-i x 
F m + 9x, 


und es fei m’ eine commenfurabele Zahl, welche von m beliebig wenig ver- 
fchieven fein kann, Außerdem wollen wir durch x,, x, zwei Werthe von x 
bezeichnen, welche durch ein endliches Intervall von einander getrennt, und ſo 
gewählt find, daß die Function yx in biefem Intervalle das Zeichen nicht 
ändert, was immer möglich if; fo hat man: 


m MM — X X, 
zu X =/ mx -1. dx +/ yx dx 
X, 


1 1 "X 
x x,” =/ mix=!-1dx; 
% 
folglich: 


x, xT 
De Fa a a A mxu-i . dx V mizm!-1 . dx 
X, X, 


t Yxdx, 
> Pen 


Aber wenn bie Differenz m — mi ohne Ende gegen Null convergirt, fo con- 
vergiren bie Größen: 
x, — ,xze—xn), 


x, 'x, X, 
⸗ mxv-i ·dx - mixm!-1,. dx — (mx"-1_m12”'-I)dx 
X, ° X, 
auch ohne Ende gegen Null; folglich muß das beftimmte Jutegral: 
ꝛx 
gxdx, 


X, 
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welches nır von m‘ abhängt, von felbft verſchwinden, und da die Grenzen 

des Integrales fo gewählt find, daß yx zwifchen diefen Grenzen fein Zeichen 

nicht ändert, fo muß die Function px für jeden Werth von x Null fein, 
Zwei befondere Werthe von m, welche in den Anwendungen häufig vor- 


fommen, nämlich n und — 7 ſind hier zu bemerken, und man hat: 











— dx 1 dx 
d/Yx= , d+ — = —— 
2 / J Vx Yxı ' 
$. 60. Da die Formel (a) für y = x” gibt: 
dy =zmx"-1, 
dx 
jo erhält man durch eine zweite Differenzirung : 
day r⸗ m 
Fer (m — 1) x"; 
und im Allgemeinen: | 
2 = m (n—1) (m—2) ...... (m —i+1) x", 


Wenn der Erponent m eine ganze pofitive Zahl ift, fo rebueirt ſich der 
Differenztalcvefficient der mien Ordnung auf die conftante Zahl: 
m (m—1) (m—2)....: 32 +1, 
und folglich find die Differenzialcvefficienten der Höheren Ordnungen Null. 
Diefe Eigenfchaft der Function x”, wenn m eine ganze pofitive Zahl ıft, kommt 
auch jeder andern ganzen und rationalen algebraiichen Function von x zu, weil 
ſich eine Function diefer Art in eine enplihe Neihe von Monomen: 
Ax" + Bx + CxP + ete., 
entwideln laßt, wo m, n, p,..... ganze pofitive Zahlen find. Wenn m 
den höchſten Erponenten bezeichnet, fo ıft nah dem Vorhergehenden Har, daß 
fih der Differenzialcoefficient der m!" Ordnung der in Rede ſtehenden Func⸗ 
tion auf die conftante Zahl: 
Am (m—1) (m—2) ser. 9.2. 1, 
rebueirt, und daß die Differenzialcveffizienten der höhern Ordnung verſchwinden. 
$. 61. Zur Beflimmung des Differenziales der transcendenten Function: 
y= log x 
wollen wir uns unmittelbar der Betrachtung der Grenzen bebienen, fo ha⸗ 
ben wir: 4 4 
. log. Ar 
Ay log. (x + fx) — log.x log (+ x/_[1 (it x 
Ax * Ax * Ax x Ax 


x 
Das Berhältnig = eonvergirt mit Ax zugleich ohne Ende gegen Null, 


' d , 
fo lange niht x — 0 ift, fo dag man, um = zu erhalten, nır bie Grenze 


zu beflimmen braucht, gegen welche der Ausdruck: 


log. (1-+&) I 
— — lg (+9: 


and folglich die Grenze gegen welche der Ausorud: 
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I 
ad+g9e (E) 
eonvergirt, wenn die Zahl & ohne Ende gegen Null convergirt. 
Nun kann man aber die Zahl e immer ohne Ende gegen Null convergi- 
ven laſſen, wenn man: 


1 
e = — 
n 


fest und für n eine immer größer werdende pofltive Zahl nimmt. Die Bino- 
nialfornel gibt aledaun: 


u F u n(n—1)( u —2 
J ee) , 1, — (n-i 2. len), 1 
“Tr 1.2.3......* tt 1.2.3.....0 u” 








oder: 


ee del ddr 
un 4 en = t) (I) (1) + .... 


Horn —* -2)...(1- 1 DER 


Alle Glieder diefer Reihe von dem dritten an nehmen offenbar fortwäh« 
rend ab, und wir behaupten ferner, daß man m und v immer fo groß anneh- 
men kann, baß, wenn man bie Reihe bei dem Gliede: 


ll) 6— 


abbriht, bie Summe ber vernachläfiigten Glieder Heiner werben kann, als 
jede gegebene Größe; denn diefe Summe iſt Fleiner als: 


1 
123.0 +D *5 + 723... 1.2. 3. HUIC+HD- 42) tr" * TAʒ 1.28. 6 +1). — a 
und um ſo mehr kleiner als: 
1 1 1 
„+ ar + Dur ur ur ur + Zr) 
und folglich wieder um fo mehr Heiner, als die Summe der insg Unenbliche 
fortlaufenden Reihe: 
1 1 1 1 j 
a te tg tt + 


nämlich als: 








1, 
welche für einen ſchicklichen Werth von v Fleiner werben kann, als jede gege- 
bene Größe. 

Wird die Reihe (n) mit dem Öliede Cv) geichloffen und man nimmt für 
n eine immer größer werdende Zahl, ſo convergirt der Werth dieſer Reihe 
ohne Ende gegen den de Reihe: 

41 
14 T r w * tet 1.2.3 


.,.. 7 
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Die Grenze, gegen welche vie Zahl CE) für immer Feiner wervende 
Werthe von — convergirt,' wird alſo durch biefe letzte Reihe mit einer deſto 
größeren Annäherung ausgedrückt, je größer die Zahl » angenommen wird, 
ever je größer die Anzapl der in Betracht gezogenen Glieder der Reihe iſt. 
Wenn man aljo die in Rede flehende Grenze, wie gewöhnlih, mit e bezeich- 
net, fo hat man: ' 

— 14 4 — — I + et 

zu ıitı at 2 3t 723.4 gl 
wo der zweite Theil biefer Gleichung, eine ins Unendliche fortlaufende und 
nad der Regel in $. 26 convergente Reihe tft. Uebrigens find alle Glieder 
ber Reihe: 
Ai, _A_,_ A _ 
1.2 1.2.3 Fr 1.2.3.4 
feiner, als die entfprechenden Glieder der Reihe: 
1 1 1 j 
ta 
welche convergent ift und "pie Einheit zur Summe hat. Folglich Tiegt der 
Werth von e zwifchen 2 und 3, 

$. 62. Wenn man die Summe der 14 erfien Glieder ver Reihe (e) 
nimmt, fo findet man: 

e == 2,71828 18234 ...... 

Wenn man nur die 9 erften Decimalftellen des Werlhes von e berechnet 
hatte, fo hätte man auf den Gedanken kommen können, daß die Zahl e durch 
einen periodifchen Decimalbruch ausgedrückt würde, und folglich einen commenfu- 
rablen Werth hätte. Allein diefe Induction würde irrig fein; Denn wenn e einem 


sommenfurabein Bruch * gleich fein könnte, fo daß man hätte: 


+ etc. 


u 1 1 1 1 

— — — —— vs... ——— ⏑ ——— — t 
v 24 1+2 + 1+2+3 met 1+2.3...0 +7 223.. ( +1) rei 
wo u, » ganze Zahlen bezeichnen; fo exhielte man, wenn man alle Glieder 


in IS 


urch bas Product 1-2 +3 .... v multiplieirte: 
® 2 ® 3 .... (v„—1) u—[2? 3.44.... 7 +3+4..v + 45... V + or... + 1] 
1 


1 1 
= —— — — — — 0 te. 
— 
Die Summe der Reihe, welche den zweiten Theil der vorhergehenden 
Gleichung bildet, müßte alſo eine ganze poſitive oder negative Zahl fein, wäh- 


rend fie yofitio und Feiner ald die Summe 7 der Reihe: 


1 1 — + ete 
‚+itorm: torn: 
iſt. 

Auch läßt ſich, aber nicht fo einfach, beweiſen, daß alle Potenzen ber 
Zahl e mit rationalen Erponenten irrational find, ſo daß e feine Wurzel einer 
binnmifchen algebraifchen Gleichung mit rationalen Evefficienten fein Tann. 

Unter transcenventen Zahlen verfteht man diejenigen, welche nicht 
Burzeln irgend einer algebraifchen Gleichung mit Ixationalen Coefficienten fein 
innen, und man hat Grund zu glauben, daß die Zahl e, fowie die Zahl 7, 
womit fie in naher Berwandtichaft fteht, transcendente Zahlen find, obgleich 
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dieſer negative Character weder für die eine, noch für die anbere anf gan; 
entſchiedene Weife dargethan iſt. 
F. 63. Die Gleichung: 
e — Grenze von (14 SL 
ift nur unter der Bedingung bemwiefen, daß bie Zahl e gegen Null convergirt, 
indem fie eine Reihe pofitiver Werthe durchläuft; denn bie Binomialformel, 
worauf wir uns geſtützt haben, wird in ben Elementen, obgleich fie, wie man 
in der Folge feben wird, für beliebige Werthe des Erponenten n flattfindet, 
gewöhnlich nur für ganze pofitive Werthe von m bewiefen. Um fich diefer 
Befchranfung zu überheben, fann man fegen: 
1 
(Fee 77 
fo tag e’ mit e zugleich verſchwindet und negativen Werthen von e pofitive 
MWerthe von E’ entfprechen. Hieraus ergibt fi: 
1 1 


Ad+9I=ArNL+ N 
und folglich: 
ı 4 
Grenze von d+Ee) = Greene von AH ee, 
fo daß die Grenze viefelbe bleibt, was für ein Zeichen & auch haben mag. 


$. 64. Für jedes Zeichen von = bat man alfo: 


d 1 d 
* — z log. 0, oder dy — 
wo y den Logarithmus von x für eine beliebige Grundzahl bezeichnet und der 
Logarithmus von e fich auf tiefelbe Grundzahl als ver von x bezieht. 
Wenn man alfo die transcendente Zahl e zur Grundzahl der Logarithmen 
nähme, fo hätte man blos: 


+ log. e, 





dv — dx 
x 

Die Logaritimen, deren Grundzahl e ift, werben natürliche, hyper— 
bolifche, oder auch wohl nah dem Namen des Erfinders Neper der Yoga 
rithmen, neperfhe Logarithmen genannt. 

Aber unmittelbar nach Neper’s Entverfung im Jahre 1614 fahe Briggs, 
Profeſſor der Mathematit zu Oxford, den Vortheil ein, welchen es für die 
numerifihen Rechnungen gewähren würde, wenn man nicht, wie Neper, die 
Zahl e, fondern die Grundzahl 10 unferes decabifchen Zahlenfyftemes zur 
Grundzahl ver Logarithmen nähme, und er berechnete Logarithmentafeln für 
biefe Grundzahl. Allein in den höheren Zweigen der Mathematif deutet dad 
Zeichen log. immer natürliche oder neper’fhe Logarithmen an, wofern nicht das 
—* ausdrücklich bemerkt iſt, welchem Gebrauche auch wir und anſchlie⸗ 

en werben. 

Hebrigens ift einleuchtend, daß man von ven für eine gewiffe Orundzahl berech⸗ 
neten Logaritbmen zu den für eine andere Grundzahl berechneten übergehen 
kann, wenn man die erflen durch einen conflanten Kartor multiplicirt. Wir 
wollen allgemein durch log., die Logaritbmen aus dem Syſteme von der Grund⸗ 
zahl a bezeichnen und es fei: 

y= log, x, Y = log,x, 
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fo hat man umgefehrt: 
xzea,x=b!,a’ = bY, 
woraus folgt, wenn man nun die Logarithmen aus einem beliebigen Syſteme 


nimmt: +6 
ylog.a = Y log. b, + r ya,“ * & 
log. a r 7 ⁊ 7 Gr ° 7 7 


log, x — log.,x + 


eier: 


v 


og. b 

Wenn y den neper’ichen und Y den gewöhnlichen over brigg’fchen Lo- 
garithmus ver Zahl x bezeichnet, fo hat man: 

= y log. e 

wo ber Logarithmus von e aus dem gewöhnlichen Logarithmenfyfteme von ber 
Grundzahl 10 genommen if. Die Zahl, durch welhe man die neper’ichen 
Logarithmen multipliciren muß, um die entfprechenden gewöhnlichen Logarithmen 
zu erhalten, wird ver Modolus genannt, und wir werben fpäter feben, wie 
man den Werth vesfelben bequem berechnen kann. 

$. 65. Da die Gleichung: 


welche gleichbedentend iſt mit: 
gibt: 


— log. x, 
x, 
y-Z log, e, 


fo bat man umgelehrt: 


dx = xdy » 





log., ® 
oder: 


d-a!’ = 





log., © " 
oder endlich, wenn man x für y fett, weil die unabhängige Veränderlihe mit 
x bezeichnet zu werben pflegt: 


de — .a: dx, 





log., e Fe f 
Pr ’ Can 
log. e af € * Ef 


log. a’ B Eee ® en 
wo bie im zweiten Theile dieſer Gleichung vorkommenden Logaritbmen aus 
einem beliebigen Spfleme, 3. B. aus dem gewöhnlichen, genommen find; folg- 
lich iſt: 


£ 


Außerdem hat man: 





log.,e = 


j log. a 
log. e 


dv a! — 





+ az dx, *) 


*) Diefes Refultat kann man nach dem Borhergehenden auch leicht direct erhal- 
ten; denn wenn y — ax tft, fo if: 


Ay „ıtIx _ „x Idx_q 
KT a 1m 





Sept man nun ar _; = :, fo tfi „x — 1 +. und Ix=log.(i+td); 
folglich: -% 

na > .a. Ar o 
u = = (ur 
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alſo: 

d«+ ee’ = e’dx, 
over auch: 

d + e* 

dx 
Der Differenzialcveffizient der erflen Orbnung der Function y = ⸗ und 

folglich die Differenzialcvefficienten oder abgeleiteten Sunctionen aller Ordnun— 
gen find alfo mit ver urfprünglichen Function iventifh. Dieſe characteriſtiſche 
und äußerſt merkwürdige Eigenſchaft gibt ſchon zum Voraus den Grund an, 
weßhalb die Erponentialfunction e* und Die Zahl e felbft in der Theorie ver 
Sunctionen eine fo wichtige Rolle fpielt. Wir wollen der Kürze wegen: 








v—!% 2, und y — ar 
1 e 
feten, fo kommt: 
dy __ 
Fr Jı 
oder nach der Newton'ſchen Bezeichnung ($. 42): 
VV- 
zZ = Vy, 
x 


und außerdem weiß man, daß für x = 0 bie Aluente y = 1 iſt. 

Wenn man fi alfo zwei Punkte &, 7 (Fig. 28) denkt, wovon fich der 
erfte auf der geraden Linie OX mit einer conftanten Geſchwindigkeit, ober 
Fluxion und der zweite auf der geraden Linie O'Y mit einer feiner Entfernung 
von dem feften Punkte O proportionalen Geſchwindigkeit bewegt, fo daß er in 
A oder um die Längeneinbeit vom Punkte O entfernt ift, wenn ſich der Punkt 
& in O befindet, und wenn man endlich annimmt, daß die conftante Geſchwin⸗ 
digfeit des Punktes &, zur Einheit genommen, und daß bie veränderliche Ge- 


dx _ ſog. (li +9 log. (1 +)" 


und: 
day _ 1 log. 8 
dx tg e a — log. a a  Jog. € 
1 


weil aus (I +2)‘ = e folgt: 





ar, 





— nn un Bacon = . 
& OC.e a log. & 
Ax 





Uebrigens kann man bie Grenze von — leicht unmittelbar und ohne 


Anwendung von Reihenentwickelungen erhalten, wenn man bemerkt, daß für 
jeden Werth von a, b, Ax iſt: 
Ing. a 


Ax _ pi 4x 


a 0 
Wenn y = f(x) — as ik, fo iſt auch Flx) = log. u . ar und 
(sy) = log. y, folglich: 


we, — — — 1 
Oo) * (X)  dogen. nt log. ° 


” 3. d. Ueberſ. 
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ſchwindigkeit des Punktes 7 = V ut, wenn berfelbe durch den Punft A geht; 
fo fieflen die veränderlihen Entfernungen OS, Or, in jedem Äugenblicke bie 
Werthe der Beränderlihen x, y dar, over mit andern Worten, die Fluente 
OS ift in dem Logarithmenſyſteme von der Grundzahl a der Logarithmus der 
durch die Fluente On dargeftellten Zahl. 

Wenn man die Geſchwindigkeit V der inheit over der conftanten Ge— 
Ihwinbigfeit des Punftes 5 gleich annimmt, welches die natürlichfte oder am 
wenigften willführliche Vorausſetzung ift, welche man machen Tann, fo iſt OS 
der natürliche oder neper’fhe Logarithmus von O',. 

Gerade auf diefe Weife hat fih Neper die Entftehung der Logarithmen 
gebacht, und er bat ebenfo der Borläufer Newton’s bei der Erfindung der 
Theorie der Alurionen fein müffen, wie Kepler und Cavaleri als die Bor- 
Läufer Leibnitz's in der Theorie der Infiniteſimalgrößen betrachtet werben 

nnen. 

Es ift fehr bemerlenswerth, daß Neper, dem gewöhnlihen Gange ber 
Erfinder entgegen, die Iogaritbmifche Function unmittelbar durch ihren wefent- 
lichen und hervorragenden Character vefinvt bat, flatt von ihren fecundären 
Eigenfchaften auszugehen, aus welchen man noch jeßt die Logarithmen in den 
Slemenien ableitet, und welche die Grundlage ihrer gewöhnlichen Anwendun⸗ 
gen bilden. i 

$. 66. Wir Haben vorhin aus dem Differenziale der Togarithmifchen 
Function das der Exrponentialfunction abgeleitet; es läßt fi aber auch ganz 
einfach daraus das Differenzial der Function x" ableiten, indem ber Erponent 
m einen beliebigen reellen, pofitiven, oder negativen, commenſurabeln, ober. 
incommenfurabeln Werth hat. Denn aus: 

y=x", 
folgt: 
log. y = ın log. x, 
und wenn man bifferenzirt: 


Yun E 
3 
folglich: 
dy — m — dx — mx"-! dx, (a) 


Aber alsdann feßt der Beweis diefer letzten Formel den der Binomial- 
formel voraus, wenigftens für den Fall eines ganzen pofitiven Erponenten, wo⸗ 
gegen ber zuerft gegebene Beweis berfelben Bedingung nicht unterliegt und 
im Gegentheil zur Aufftellung der Binomialformel dienen kann, wie man in 
ter Folge fehen wird. 

Umgefehrt, wenn die Formel (a) bewiefen ift, fo ergibt fich daraus bie 
Ableitung der Iogaritämifchen Function. Denn wenn px die Function log. x 
und g'x ihre unbelannte Ableitung bezeichnet, fo hat man: 

Y(x”) = myx, 
und wenn man nach der Regel für die Differenzierung der mittelbaren Functio- 
nen differenzirt, jo erhält man: 


g' (x<”) N 
oder vielmehr wegen ber Gleichung (a): 
xm ꝙ(xx) 2 xpx, 


Diefe Iehte Gleichung Tann nur in fo fern für beliebige Werthe von x 
und m flattfinden, als xy’x ſich auf eine Eonftante reducirt, deren Werth man 


d + x 





= mw!x 
dx ya 
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erhält, wenn man in dem erflen Theile ver Gleihung m = o fett, Wenn 
man alfo diefe Eonftante y‘ (1) mit k bezeichnet, fo kommt: 


ux 
g!x — T oder d ° log. x ' 





= | 
worang ſich alle vorhin erhaltenen Refultate wieder ableiten Yaffen. 
67. Wir wollen nun zu den trigonometrifhen Functionen übergehen 


und zunächft 
= sın. X 


fegen, fo haben wir, wenn wir auf diefe transcendente Function unmittelbar 
wieder den Begriff der Grenzen anwenden: 


4 marine ET + Lam. 


5 1x 
Der Factor cos. (x + - Ax) ceonvergirt gegen bie Grenze cos. x, 
wenn Ax gegen Null convergirt und der Factor: 

. 1. 

sin. — JIx 

2 
1 Ax 

. 2 
hat die Einheit zur Grenze, wenn Ix gegen Rull convergirt. Denn aus ver 
Identität: 


sin. & 





= co8. €, 
tang.e 
folgt, daß das Verhältnig des Sinus zur Tangente die Einheit zur Grenze 
bat, wenn ber Bogen gegen Null convergirt, und außerdem ift nach einem be- 
kannten Principe der Geometrie die Länge eines Kreisbogens immer größer, 
als die feines Sinus und Heiner, als die feiner Tangente. 
Folglich hat um fo mehr ——— die Einheit zur Grenze. Folglich ift: 





e 
dy 
— — caos. x, 
dx 
oder; 
de» sin. x = co8 X + dx, (b) 
Durch eine ganz ähnliche Rechnung fände man direct: 
de» cu. x = — sin x + dx. (ec) 


Wenn man übrigens; 
co8. X = 6in. z, 


folglich: Re — 2.4 


z=ıun — x 
fett, fo erhält man: 
de» cos. x==de sin. z = cos. adz, 
und ba: 
dz == — dx, cos. z =sin. x 
if, fo kommt man wieder auf die Gleichung (c). 
Aus den Differenzialen des Sinus und Eofinus laſſen ſich nun Yeicht bie 
ber übrigen trigonometrifchen Functionen ableiten. Sp hat man ;. B.: 
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sin. x cos. xd «+ sin.x — sin.x + d + cos. x 
d+tang. x=d u _ 
cos.x/ — cos.?2 x 
__(cos?x + sin.?x)dx _ dx 5) 
cos.ꝰ x cus.?2x 


und burch ähnliche Rechnungen findet man: 


l 
d cot.x — — ix 


sin.2x 
sin. x dx 
ds x —____ 
cos.?x 
cos. xdx 
d cosec. xm —— |, 
sin.? x 


Aus y — sin. x ergibt fi nach dem Vorhergehenden: 


dy = cos. xdx = „| 1—y2 . dx, 


und man hat daher umgekehrt: el 
N _ erdeür Ay 7 7 
vioy? 25—9 
oder: a . & Su 
d on a” 
d-arcsin. y ⸗ — y * 


— ⸗ñzse/ 
V i1i—r 
oder wenn man y mit x vertauſcht, um bie unabhängige Veränderliche immer 
mit x zu bezeichnen: 





*) Benn y = tang. x, fo hat man auch: 
tang.x + tang. Ax 


Ay = tung, (+ I) — tung. x = i— tang.x . tang. Jx 


tang. Ax (1 + tang.?’x) 


—tang.x 





folgli : 
ai Iy tang. Ax 1 4 tang.? x 
dx "x -Ii- tang.x tang. Ax’ 
und: | 
dy 1 
wzittang’r=serx = 5 
oder: 
dx 
dy 
sin. x , 
Dder wenn y = tang.x — Sony it, fo if: 
dy 1 psin.(x-+ 4x) ] ._ sin.dx 1 
dx 1x [ c08.(x-+fx) cus.x Ax cos. ()xXꝓAX) coSsS. x 
folglich: 
en dy 1 dx 
dx cosr ober dy "= c08.’x° 


Uebrigens erhält man alle diefe Refultate unmittelbar durch Anwendung 
der he mitgeteilten allgemeinen Regel für bie Differengizung ber zu⸗ 
fammengefeßten Functionen. 3. d. Ueberſ. 
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d «+ arc sın. x = * 


Auf dieſelbe Weiſe findet man: 


d+-arcc cos x — ——, 


d + arctaug.x = 


d · arc eot. x = — er 
Zur Smterpretation aller diefer Formeln muß man ſich vorftellen, daß, va 
der Hnlbmeffer des Kreifes zur Einheit genommen iſt, die Sinus und Cofinus 
pofitive oder negative echte Brüche find, deren Zahlenwerth, alfo zwifchen Null 
und der Einheit liegt. Was die Kreisbogen anlangt, fo find dieſelben noth- 
wendig Zahlen, welche auf viefelbe Maßeinheit bezogen werben, ald die Si— 
nus, Cofinus, Tangenten ꝛc., weil fonft die Formeln nicht homogen wären 
und bie Relation: 
sm. € 


Grenze von 


feinen Sinn hätte. DieBogen müffen alfo nicht Durch die Anzahl ihrer Grade, 
fondern durch die Verhältniſſe ihrer Länge zu der Ränge des zur Einheit ge- 
nommenen Halbmeflers gegeben fein. Wenn ein Bogen in Seragefimalgraden 
durch Die Zahl Xo ausgedrückt wäre, fo erhielte man die Zahl x, welche in 
bie Formeln fubftitwirt werden muß, durch die Proportion : 
180°: X = um! x, 

wo 77, wie gewöhnlich, die Länge des halben Kreisumfanges von dem Halb- 
mefler gleich 1 bezeichnet. 

Wenn man die Seragefimalfecunde zur Winfeleinheit nimmt, wie dieſes 
bei genauen Rechnungen gefchieht, und der Bogen wird in Secunden durch 
die Zahl KU ausgebrüädt, fo wird Die Zahl x durch die Proportion: 

648000” : X m: x 





beflimmt, woraus folgt: 
Xu 


X m — ——— — 
|  206264,81... 
Oft muß man den Werth eines Kreisbogens in Graben kennen, deſſen 
Länge ber des Halbmeflers des Kreifes gleich iſt, und biefer Werth iſt 
= 570 17° 44", 81 = 206264”, 81. 


%) Wenn y = fr) = sinx if, ſo iſt ſ(x) = cos. x = V1ı-—-y:, 
ey) = are. sin.y, und folglich nach ber dormel: 


60) * 7 a) iſt () ar Toy . 
Ober, wenn x — are. sin. yift, fo il y = sin.x, cos.x — Y„1-y°, 


. Ax Ax 
Ay = sin. (x + 4x) — sin. x 2 sin. 2. cos. (x + F). folglich: 


4x 
ax. 2, _ 1 003 u_ — 1 
45y Ix cos. (xX Ax) x cos. — — * 
J sin. ( + ) m 08. x Y1-y° 


r 
_- 


3. d. Ueberf. 
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Aus den Gleihungen (b) und (c) folgt: 
d? oe sin. x _ . d? » cos.x _ 
— — * — sin. X, Fer, = —co8.X. 


Die beiven Functionen y — sin.x, y=cos.x haben alfo die fehr merkwür⸗ 
dige gemeinſchaftliche Eigenſchaft welche durch die Gleichung: 

2 

I _ 


— 9 











dx? 
ausgedrüdt wird. 
Hieraus ergibt ſich unmittelbar : 


d?' » sin, x d?! + cos.x 


— 4 a — 4 
u He, * = + cos,x, 
dirtı. sin.x__ 4 x d?iTi cos. x aa (d4) * 7 


wo die oberen oder unteren Zeichen genommen werden müſſen, je nachdem die 
ganze Zahl i gerade oder ungerade iſt. 

$. 68. Aus den folgenden Beiſpielen ſieht man, welchen Weg man bei 
ber Differenzirung zufammengefegter Functionen einſchlagen muß. 

Es fei zu bifferenziren: 

1 y= (aıx" + b) 


fo jege man: tu, 


folglich : 
y= uw, dy = naur-! du, da = max"”-1 dx, 
und alsdann hat man: 
dy — mna (ax + b)"-1xe-1 dx, 
2) y = log. sin. x, 
fo fee man: 
sin.x = u, 





fo iſt: 
u 
y = log. u, dy =—, da = cos. x dx, 
und endlich : 
dy = dx FRE 7 od 2 Am 
tang.x “ 


3) y == log. * + yi + za}, 
Wenn man hierbei zwei Hülfsveraͤnderliche: 
uc-xı + yi+x2,  v=i+x, 
anwendet, fo erhält man: 











y=-, du=dx + u dr = 2 xdx, 
u 2yv 
unb nach verrichteten Reductionen: , 
dy= x 
yirx 
1 
4) y- — — — * 
Yr? — 2ır eos. x + r? 
Man fehe 
ſet u=mr: — ?2rrco.x+ r%, 
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— 


ya, du = 23r/ siu. xdx, 


— — 3 


[oa 2 


‚= 





und folglich : 
rr! sın. x dx 
dv — — — — —. 5 
(rt! — 2rr'ws x + r?)} 


Bweites Kapitel. 


VBergleichung der logarithmifchen, Exrponeutials und Kreistraus⸗ 
cendenten., — Moivre’fche Formel und Grundbegriffe über die Theorie 
der Wiunukelſchuitte. 





1. Bergleicher der logarithmiſchen, Erponential» und Kreistranscendenten. 


$. 69. In dem vorhergehenden Kapitel find die Negeln zur Differenzi- 
rung der Exrponential=, Iogarithmifchen und Kreisfunctionen angegeben, welches 
die einzigen transcenventen Functionen find, die man in der Elementarmathe- 
matik betrachtet; allein diefer Gegenſtand muß in verfchievenen Beziehungen 
gründficher unterfucht werden, weil er den Rechnungen der höhern Analyfis 
zur Grundlage dient. 

Im Vorhergehenden haben wir gefehen, daß Neper von einer mit ber 
Differenzialgleichung : re” 


1 
= Jı (a) du = —* u 
gleichbeveutenden Relation ausging, um bie Erponentialfunction : 


y = e* 
oder, die logarithmiſche Function: 
x = log. y, 

welche das Umgefehrte der erflen ift, zu definiren. In der That drückt dieſe 
Differenzialgleihung in Verbindung mit der Beringung, daß x für y=1 
verſchwindet, den wefentlichen Character beider transcendenten Sunctionen aus, 
indem fie das fehr einfache Geſetz beftimmt, nach welchem fich diefe FZunctio- 
nen fletig ändern. 


*) Die folgenden allgemeinen Bormein verdienen bier noch bemerkt zu werben: 
Bean y S (CX))s ih, ſo it = nl). Pi). 


dy log. a 
Benn y = afzliift, fo if gr log... af) f(x) gr . f(x). 


dy (x) log.e f’(x) 
Benn y = log. f(x), fo fo = logue. 75 * log.a  f)' 








Wenn y = sin. f(x), fo ifl 7 == cos. f(x) . f(x). 
dy 
Wenn y = arc. sin.f(x), fo il . (x). 


3. d. Ueberſ. 


y 1-1)’ 
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Die Definitionen, welche man in ven Elementen der Arithbmetif und Al« 
gebra von den Logarithmen gibt, brüden nur ſecundäre Eigenfhaften der Ioga- 
Fe Function aus und find nur Folgerungen aus ber urfprünglichen 

efinition. 

Nach der Form der Sleihung (Ca) fieht man leicht ein, welche Rolle die 
Srponentialfunction in dem Ausdrucke einer Menge von Naturerfcheinungen, 
and namentlich derjenigen fpielen muß, welche fi) unter dem generifchen Na- 
men der Phaͤnomene der Abjorption oder allmähliger Erlöfhung zufammenfaffen 
laſſen. Wenn man fih 3. B. einen bewegten Körper in einem wiberftehenven 
Mittel denkt, durch deſſen Wirkung er fortwährend einen Theil feiner Ge— 
ſchwindigkeit verliert; fo tft der Widerſtand des Mittels oder die Abforption 
der Gefchwindigfeit in einem unenblich Heinen Zeittheilchen offenbar von der 
Geſchwindigkeit des Körpers abhängig, indem derſelbe mit dieſer Geſchwindig— 
fert zunimmt, verfchwinbet, wenn bie Gefchwindigfeit Null wird, fehr Hein 
bleibt, wenn die Gefchwindigfeit fehr Hein if, und folglich für fehr Feine 
Werthe ver Geſchwindigkeit nahezu der Geſchwindigkeit des Körpers in jebem 
a amnbnde proportional ift ($. 5). Man bat alfo eine Gleichung von der 

vorm: 
d 
= = — ky, 
wo y bie als fehr Hein vorausgeſetzte Geſchwindigkeit, t die Zeit und k einen 
gewiffen conſtanten Coefficienten bezeichnet. Diet Gleichung verwandelt fi 
aber in folgende: 
dy _ 
dx gi 
wenn man x — — kt feht, und den Werth von y in dem Augenblide, wo 
— 0 oder x = 0 iſt zur Einheit nimmt, und aus biefer letzten Gleichung 
olgt: 


1 
yzeız er", oder = —-- log. y. 


Aehnliche Schlüffe ließen fi auf die allmählige Erlöfchung des Lichtes 
und der Wärme in abforbirenden Mitteln, auf die Verlufte ver Wärme und 
Electrieität in Folge der Ausſtrahlung der Oberflächen, oder der Berührung 
eines umgebenden Mittels und auf alle ähnliche Erfcheinungen anwenden. 

$. 70. Nach der weiter oben ($. 51) angegebenen Bezeichnungsart ber 


beftimmten Integrale, kann man fegen: a 
log. y = ja, | gi 
y 
1 + 
oder: 
log. x —= I * dx, 
1 x 


Die Iogarithmifche Function ift alfo nichts weiter, wie ein beflimmtes In⸗ 
tegral, und wir haben fie nicht blos eine transcendente Function ge- 
nannt, weil fie fih bis jetzt nicht Hat algebraifch ausdrücken laſſen, fondern 
weil fie, wie fpäter bewiejen werden wird, weder erplicite noch implicite durch 
einen algebraifchen. Ausdruck dargeftellt werben kann. Diefer Betrachtung zu- 
folge müflen wir bie beflimmten Integrale in Zukunft als neue transcendente 
Zunctionen anfehen, fo oft fie fich nicht algebraifch oder durch andere bereits 
befannte transcendente Functionen ausdrücken laſſen. 


V f _ j} x .. 
4 x Z) . :y ' Br » -, ei: - J Zen . * \ 
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Die transcendente Zahl e iſt ver Werth, welchen man der oberen Grenze 
des Integrales beilegen muß, damit der Werth deſſelben dev Einheit gleich 
wird, ober mit andern Worten, e ift eine Conftante, welche implicite durch die 


transcendente Gleichung : 
VA dx — 1. zit r HA N 
x 


1 


beſtimmt wird, 

$. 71. Geſetzt, man ſuchte eine Function gx von ſolcher Beſchaffenheit, 
daß für alle Werthe von x und z die Gleichung flattfindet: 

ygxt+ ge =g (x). (b) 
Sept man in dieſer Gleichung = = o, ſo ergibt fich daraus: 
‚. px + Co) = (0), 

fo daß, wenn g(o) irgend einen endlichen Werth Hätte, Ypx für alle Werthe 
von x Null wäre. Die gefuhte Function erfährt alfo fürx = o eine Un- 
terbrechung der Stetigfeit. 

Sn derfelben Gleichung wollen wir z = 1 feßen, fo erhalten wir: 

x HIN = ya), varyd)=o. (b,) 

Die Gleihung (b) kann man ın Beziehung auf x und in Beziehung auf 
z bifferenziren, indem man darin fucceffive x und z als veränderlich betrach- 
, tet, wodurch man nach, bekannten Regeln erhält: 


px = zy!(xz), pa = xy (x:) 
und folglich: 


xp'x — sg!z. 
Die Function p ift alfo fo beichaffen, daß das Product xy/x von x unab- 
bängig ift, fo daß man hat: 
xy'x —k, 
wo k eine beliebige Conftante bezeichnet, oder: 
dyx _ k 
dx — x 
und da die Function px für x —= 1 verfhwinden muß, fo ergibt fir) aus 
biefer letzten Gleichung: 


yx = —* dx — klog.x. 
1 x 


In der That drüdt die Gleichung (b) die Eigenfhaft aus, welche der 
gewöhnlichen Anwendung ver Logarithmen zum Grunde liegt, und wir hätten, 
wie man eben gefehen Hat, von biefer Gleichung oder von der Eigenfchaft, 
welche fie ausprüdt, ausgehen können, um das Differenzial der logarithmiſchen 
Function zu finden, 

$. 72. Es werde ferner eine andere Function 3) gejucht, welche burch 


die Gleichung: 
Yıx + ya = WUl(x + =) (c) 
characteriſirt wird, woraus folgt, wenn man z — o feßt: 
= 





' 


S21. (c.) 
‚Wenn man die Gleihung (c) in Beziehung auf x und in Beriefung auf 
z differenziert, fo erhält man: 
Yo dam Wlr+ a), yr eo ya dic), 
und folglich: 
Ye _ — 


Us — ds 








+ 
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Es muß alfo: 

x dıbx 
. dx _ 
wo a eine beliebige Conftante bezeichnet, welche wir zunächft als reel voraus- 
fegen wollen. Nun willen wir aber aus dem Vorhergehenden, daß die Func- 
tion von x, welde dieſer Differenzialgleihung und der Bedingung Yo) —1 
genügt, folgende iſt: 


== ea, oder 





= ad, 





Ux = eo 
und in der That iſt die Gleichung Ce) nichts weiter, als der algebraifche Aus- 
druck der Grundregel für die Rechnung mit Potenzen, fo daß wir von dieſer 
Gleichung hätten ausgehen Fönnen, um birect das Differenzial der Erponen- 
tialfunetion zu finden, 

Wir wollen nun annehmen, daß die Eonftante a imaginär oder von ber 
Form « + 8 Y—i fei, fo wird die Function x felbft eine imaginäre 
Größe von der Form: — 

x + ti. VCI (. 17). 
Denn die Gleichung: 

d-YUx = ( 4 VAI) ıx dx (d) \ 
fann mit einer deſto größeren Annäferung durch: 

A:-Ux=(a+BYVY—1) Yx A 
erfeßt werben, einen je Heinern Bruch man für Ax nimmt. Wenn man z.B. 
wegen WO) — 1 die Differenz Ax — 0,001 nimmt, indem diefer Werth 
von Ax als eine fehr Heine Größe der erflen Ordnung betrachtet wird ($. 44 
und 45); fo erhält man, wenn man die fehr Kleinen Größen der zweiten Ord⸗ 
nung binwegläßt: — 
„2:7 ''- Yel-Jy,Yp (0,001) = 1 + 0,001 (a +8 v_1),-° 
el yo %ö (0,002) =[1 + 0,001 (a + E Y—ı)l, 


%b (0,003) = [1 + 0,001 (a + 8 Y—1)P, 


— — 


/ 
+ 
2097 


uf. w., 
und alle dieſe Werthe der Function I laſſen fih auf die Form: 
ut», V—1 
zurückführen. Da der Zehler, welcher durch die Subftitution einer enblichen 
Differenz Ax für das Differenzial dx begangen wird, beliebig verkleinert wer- 
den kann, fo folgt nicht blos, dag es wirklich eine Function: 
vx ſx + fx —— 
gibt, welche die Eigenſchaft beſitzt, den Gleichungen (e) und (c,), und folg- 
lich der Gleichung (d) zu genügen, ſondern auch, daß die in ber Function 
YUıx vorkonmenden reellen Functionen fx, fx für einen beliebigen Werth von 
x mit einer unbefchränkten Annäherung numerifch berechnet werben können. 
Wegen der Gleichung (c,) hat man: 
f(0) 1, =, (e) 
und wegen ber Gleichung (c): 
+ NELLY Nat) tat 
woraus fih die Formeln: 
fx fı x - a =f(x + 2),) 0 
fx + fz + x k = /(x + 2), 3 
ergeben, aus venen fogleich mehrere Folgerungen gezogen werben follen. 


68 


alſo: 


d»+ e' = e’dx, 
voder auch: 
d + e* 
dx 

Der Differenzialeveffizient ver erflen Orbnung der Function y = eo" und 
folglich die Differenzialevefficienten oder abgeleiteten Sunctionen aller Dronun- 
gen find alfo mit der urfprünglichen Function identiſch. Diefe characteriftifche 
und Außerfi merkwürdige Eigenfchaft gibt ſchon zum Voraus den Grund an, 
weßhalb die Erponentialfunchon e* und die Zahl e felbft in ver Theorie der 
Functionen eine fo wichtige Rolle fpiell. Wir wollen der Kürze wegen: 


— eo”, 





yv —_ 1: a my=a 
log. e 
ſetzen, jo kommt: 
* — Vy, 
oder nach ver Newton'ſchen Bezeichnung ($. 42): 
* = YVy, 


und außerdem weiß man, daß für x = 0 die Fluente y = 1 iſt. 

Wenn man fih alfo zwei Punkte &, 7 (Fig. 28) denkt, wovon fich der 
erfte auf der geraden Linie OX mit einer conftanten Gefchwinvigfeit, oder 
Fluxion und der zweite auf der geraden Linie O'Y mit einer feiner Entfernung 
von dem feften Punkte O' proportisnalen Gefchwindigfeit bewegt, ſo daß er in 
A oder um bie Längeneinheit vom Punkte O! entfernt ift, wenn ſich der Punkt 
& in O befindet, und wenn man endlich annimmt, daß die conflante Gefchwin- 
digkeit des Punktes &, zur Einheit genommen, und daß bie veränderliche Ge- 


4 — € Ax 
Ax _ N 1g.d+) Wenlite' 
& 
und: 
day _ 1 log. a 
ET l. 
A 
weil aus (1 4 35)* = e folgt: 
log.;, (I+. 1 lag. e 
en ale — log. a 


Ax 
a“ — 1 
Uebrigens kann man die Grenze von — dlleicht unmittelbar und ohne 


Anwendung von Reihenentwickelungen erhalten, wenn man bemerkt, daß für 
jeden Werih von a, b, Ax iſt: 





Ing. a 
log.b * 4x 





x — h 


Wenn y = f(x) = ar ik, fo iſt auch f(x) — log. a „ ar und 


. 


(sy) = log. y, folglid: 
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thwinbigfeit des Punktes 7 = V ft, wenn verfelbe durch den Punkt A geht; 
fo ſtellen die veränderlihen Entfernungen OS, O’r:, in jedem Augenblicke die 
Werthe der Beränderlichen x, y dar, oder mit andern Worten, die Fluente 
OE ift in dem Logarithmenſyſteme von der Grundzahl a der Logarithmus ver 
durch die Flnente On dargeftellten Zahl. 

Wenn man die Geſchwindigkeit V der Einheit ober der conftanten Ge— 
Ihwindigfeit des Punktes S gleich annimmt, welches die natürlichfle oder am 
wenigften willfübrlihe Vorausſetzung ift, welche man machen fann, fo ift OS 
der natürliche oder neper’jche Logaritbmus von O%ı,. 

Gerade auf diefe Weife hat ſich Neper vie Entftehung der Logarithmen 
gedacht, und er bat ebenfo der Vorläufer Newton's bei der Erfindung der 
Theorie der Flurionen fein müffen, wie Kepler und Cavaleri als vie Vor- 
Läufer Leibnitz's in der Theorie der Snfinitefimalgrößen betrachtet werben 
oͤnnen. 

Es iſt ſehr bemerkenswerth, daß Neper, dem gewöhnlichen Gange der 
Erfinder entgegen, die logarithmiſche Function unmittelbar durch ihren wefent- 
then und heroorragenden Character vefinrt bat, flatt von ihren fecundären 
Eigenfchaften auszugehen, aus welchen man noch jebt die Logarithmen in ben 
„lementen ableitet, und welche die Grundlage ihrer gewöhnlichen Anwendun- 
gen bilden, 

$. 66. Wir Haben vorhin aus dem Differenziale der Togarıthmifchen 
Function das der Exrponentialfunction abgeleitet; es läßt fi) aber auch ganz 
einfach daraus das Differenzial der Function x" ableiten, indem ber Erponent 
m einen beliebigen reellen, pofitiven, oder negativen, commenſurabeln, ober. 
inconmenfurabeln Werth Hat. Denn aus: 

yz=x%, 
folgt: 
log. y = m log. x, 
und wenn man bifferenzirt: 
dy dx 


—— ® 


x 
folglich: 


zn I dx — mxe"-! dx, (a) 
x 


Aber alsdann fest der Beweis biefer letzten Kormel den der Binomial- 
formel voraus, wenigftens für den Fall eines ganzen pofitiven Exrponenten, wo- 
gegen ber zuerft gegebene Beweis derfelben Bedingung nicht unterliegt und 
um Gegentheil zur Aufftelung der Binomialformel dienen fann, wie man in 
ver Folge fehen wird. 

Umgefehrt, wenn die Formel Ca) bewiefen ift, fo ergibt fich daraus bie 
Ableitung der logarithmiſchen Function, Denn wenn px die Function log. x 
und x ihre unbekannte Ableitung bezeichnet, fo hat man: 

(x") = myx, 
und wenn man nad) der Regel für die Differenzirung der mittelbaren Functio- 
nen bifferenzixt, fo erhält man: 


Fa) 
oder vielmehr wegen der Gleichung (a): 
zu ꝙ(xm) = xyx, 


Diefe Iebte Gleichung Tann nur in fo fern für beliebige Werthe von x 
und m flattfinden, als xy’x ſich auf eine Eonflante rebueirt, deren Werth man 


d + zu 





= mg/x, 


66 





viefer negative Character weder für die eine, noch für die andere auf gan; 
entſchiedene Weife dargethan iſt. 

$. 63. Die Gleihung: 
| e — Grenze von d+ EG"! 
ift nur unter der Bedingung bewiefen, daß die Zahl E gegen Null convergirt, 
indem fie eine Reihe pofitiver Werthe burchläuft; denn bie Binomialformel, 
worauf wir ung geftüßt haben, wird in den Elementen, obgleich fie, wie man 
in der Folge ſehen wird, für beliebige Werthe des Erponenten n flattfindet, 
gewöhnlich nur für ganze pofitive Werthe von n bewiefen. Um fich biefer 
Befchränfung zu überheben, fann man feßen: 


1 
tee ipe 


fo tag e mit € zugleich verfchwindet und negativen Werthen von & pofitive 
Werthe von €’ entfprechen. Hieraus ergibt fi: | 
4 1 


d+9 =A+N+ N, 
und folglich : 
1 4 
Grenze von A+E)! = Grenze von AH =e, Ä 
fo daß die Grenze biefelbe bleibt, was für ein Zeichen e auch haben mag. 


$. 64. Für jeves Zeichen von — hat man alfo: 


dy 1 _ d 
dx — z log. e, ober dv = 
wo y den Logarithmus von x für eine beliebige Grundzahl bezeichnet und der 
Logarithmus von e ſich auf dieſelbe Grundzahl als der von x bezieht. 

Wenn man alfo die transcendente Zahl e zur Grundzahl der Logarithmen 
nähme, fo hätte man blog: 


‘ log. e, 





iv —, 
x 

Die Logaritimen, deren Grundzahl e ift, werden natürliche, hyper- 
bolifche, oder auch wohl nach dem Namen des Erfinderd Neper der Loga— 
rithmen, neperfche Logarithmen genannt. 

Aber unmittelbar nach Neper’s Entvedung im Jahre 1614 fahe Briggs, 
Drofeflor der Mathematit zu Orford, den Bortheil ein, welchen es für die 
numerifchen Rechnungen gewähren würde, wenn man nicht, wie Neper, die 
Zahl e, fondern die Grundzahl 10 unferes decadiſchen Zahlenfyftemes zur 
Grundzahl der Logarithmen nähme, und er berechnete Logaritimentafeln für 
biefe Grundzahl, Allein in den höheren Zweigen ver Mathematif deutet das 
Zeichen log. immer natürliche oder neper’fche Rogaritbimen an, wofern nicht das 
en ausdrücklich bemerkt ıift, welchem Gebrauche auch wir uns anfıhlie= 

en werben. 

Uebrigens ift einleuchtend, daß man von ven für eine gewiffe Grundzahl berech- 
neten Logarithmen zu den für eine andere Grundzahl berechneten übergeben 
fann, wenn man bie erften durch einen conflanten Factor multiplicitt. Wir 
wollen allgemein durch log., die Logaritbmen aus dem Syſteme von der Grund⸗ 
zahl a bezeichnen und e8 fei: 

y= log,x,Y= logı,x, 
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fo dat man umgelehrt: 
xı.a,x=bY,a =D, 
woraus folgt, wenn man nun die Logarithmen aus einem beliebigen Syfteme 


mmt: 6 
“ ylog.a= Y log. b, +r 7 d; ” Yen e 
log. a * 7 ⁊ 7 4 ° 7 7 


log. b 

Wenn y den neper’fihen und Y den gewöhnlichen over brigg’ichen Lo— 
garithmus der Zahl x bezeichnet, fo bat man: 

Y=yloge, 

wo der Logarithmus von e aus dem gewöhnlichen Togaritbmenfyfteme von ber 
Grundzahl 10 genommen if. Die Zahl, durch welche man die neper’ichen 
Logarithmen multipliciren muß, um die entfprechenden gewöhnlichen Logarithmen 
zu erhalten, wird der Modolus genannt, und wir werben fpäter fehen, wie 
man den Werth vesfelben bequem berechnen kann. 

$. 65. Da die Gleichung: 


y 
welche gleichbedeutend iſt mit: 
gibt: 


oder: 


log, x = log,x » 





— log., X, 
4-2 log. e, 


fo hat man umgelehrt: 


dx = xdy >» 





log., e 


oder: 
da = 1 eardy, 
| log., e 
oder enblich, wenn man x für y feßt, weil die unabhängige Beränderliche mit 
x bezeichnet zu werben pflegt: 











d+e = .ar dx 
a hat log.e fe = £ Ca 
ußerdem bat man; - 
en _., tg. e a? .e de F 
ou log. a’ * Et ee. 


wo die im zweiten Theile dieſer Gleihung vorkommenden Logaritimen aus 
a nigen Syfteme, 3. B. aus dem gewöhnlichen, genommen find; folg- 
lich iſt: 

log. a 


log. e 


d- as —¶ 





+ a: dx, *) 


*) Diefes Refultat kann man nach dem Borhergehenden auch Leicht direct erhal 
ten; denn wenn y — ax iſt, fo ff: 





Ay axtIx _ 5x x ad _q 
KT Ih 10 
Seht man nun a — 1=., fo in — 1 +: und Ar log. (i+; 
n “# . Ar 
u =" fere | 


e 
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alſo: 
d + ee! — e'dx, 
oder auch: \ 
d + e* 
dx 
Der Differenzialcoeffizient der erften Ordnung der Function y = e: um 
folglich die Differenzialcvefficienten oder abgeleiteten Sunctionen aller Ordnun— 
gen find alfo mit ver urfpränglichen Function identiſch. Diefe characteriftifche 
und äußerft merkwürdige Eigenfchaft gibt fhon zum Voraus den Grund an, 
weßhalb die Exrponentialfunction e* und die Zahl e felbft in ver Xheorie der 
Sunctionen eine fo wichtige Rolle fpielt. Wir wollen der Kürze wegen: 


— x 
— ©‘, 





feten, fo fommt: 
vy, 
der nach der Newton'ſchen Bezeichnung ($. 42): 
vr 
Z = 'Yy, 
x 


und außerdem weiß man, daß für x = 0 die Fluente y = 1 ifl. 

Wenn man fich alfo zwei Punkte &, m (Fig. 28) denkt, wovon fich der 
erfte auf der geraden Linie OX mit einer conflanten Geſchwindigkeit, oder 
&lurion und der zweite auf der geraden Linie O'Y mit einer feiner Entfernung 
von dem feften Punkte O' proportisnalen Gefchwindigfeit bewegt, ſo daß er in 
A oder um bie Längeneinheit vom Punkte O entfernt ift, wenn ſich der Punkt 
& in O befindet, und wenn man endlich annimmt, daß die conflante Geſchwin⸗ 
digfeit des Punktes &, zur Einheit genommen, und daß bie veränderliche Ge- 


«1 y € AN 





Aa, ""1e.ld+) Wan li+e' 
€ 
und; 
dy 1 log. a 
Tre 7 Per TE en SE EEE er · ar, 
4 
weil aus (L+:)' = e folgt: 
log, (i+0 1 _ Jag. e 
— else. a = log. a' 


Ax 
PN — 
Uebrigens kann man bie Grenze von — leicht unmittelbar und ohne 


Anwendung von Neihenentwidelungen erhalten, wenn man bemerkt, daß für 
jeden Werth von a, b, 4x if: 





Ing. a 
. Ax 
Wenn y = f(x) — as ik, fo iſt auch Plx) = log. a . ar und 


(5) = log. y, folglich: 
1 1 1 1 


O0) = f'(x) — log.a . au — loge®° y 
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ſchwindigkeit des Punktes 7 = iſt, wenn derſelbe durch den Punkt A geht; 
jo ſtellen die veränderlihen Entfernungen OS, O';, in jedem Augenblicke bie 
Werthe der Veränberlihen x, y dar, ober mit andern Worten, die Yluente 
O5 ift in dem Logarithmenſyſteme von der Grundzahl a der Logarithmus der 
durch die Fluente On vargeftellten Zahl, 

Wenn man die Gefchwindigfeit V_ der Einheit oder der conftanten Ge— 
Ihwindigfeit des Punktes 5 gleich annimmt, weldes die natürlichfte oder am 
wenigften willführlihe Vorausſetzung ift, welche man machen fann, fo ift OS 
der natürliche oder neper’fche Logarithmus von O'.. 

Gerade auf diefe Weife Hat fih Neper die Entftehung ver Logarithmen 
gebacht, und er bat ebenfo der Borläufer Newton's bei der Erfindung der 
Theorie der Fluxionen fein müffen, wie Kepler und Cavaleri als die Bor- 
Läufer Leibnig’s in der Theorie der Infiniteſimalgrößen betrachtet werben 
Önnen. 

Es ıft fehr bemerkenswerth, daß Neper, dem gewöhnlichen Gange ber 
Erfinder entgegen, die logarithmiſche Function unmittelbar durch ihren wefent- 
Iihen und hervorragenden Character vefinit hat, flatt von ihren fecunbären 
Eigenfchaften auszugehen, aus welchen man noch jebt die Logarithinen in den 
Slementen ableitet, und welche die Grundlage ihrer gewöhnlichen Anwendun- 
gen bifven. 

$. 66. Wir haben vorhin aus dem Differenziale der Togarithmifchen 
Gunction das der Exrponentialfunction abgeleitet, es läßt ſich aber auch ganz 
einfach daraus das Differenzial der Function x" ableiten, indem ber Erponent 
m einen beliebigen reellen, pofitiven, oder negativen, commenſurabeln, ober. 
incommenfurabeln Werth hat. Denn aus: 

yzx, 
folgt: 
log. y = m log. x, 
und wenn man bifferenzirt: 
dy dx 


— = ıa —; 


x 
folglich: 


dm I_ dx — mx"-! dx, (a) 
x 


Aber alsdann feht der Beweis dieſer letzten Formel den der Binomial- 
formel voraus, wenigftens für den Fall eines ganzen pofitiven Erponenten, wo⸗ 
gegen der zuerft gegebene Beweis derſelben Bedingung nicht unterliegt und 
ım Gegentheil zur Aufftellung der Binomialformel vienen fann, wie man in 
ver Folge fehen wird. 

Umgefehrt, wenn die Formel (a) bewiefen ıft, fo ergibt fich daraus bie 
Ableitung der Iogarithmifchen Function, Denn wenn px die Function log. x 
und g’x ihre unbelannte Ableitung bezeichnet, fo hat man: 

px") = mpx, 
und wenn man nad der Regel für die Differenzirung der mittelbaren Functio⸗ 
nen differenzirt, fo erhält man: 


ar). dx 
oder vielmehr wegen der Gleichung (a): 
zu gpl(x") = xyx, 


Diefe letzte Gleichung kann nur in fo fern für beliebige Werthe von x 
und m flattfinden, als xy'x ſich auf eine Eonftante rebueirt, deren Werth man 


d + x” 





= my’x, 
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erbäft, wenn man in dem erflen Theile ber Gleichung m = o fett. Wenn 
man alfo diefe Eonftante g‘ (1) mit k bezeichnet, fo kommt: 
kdx 
yız—ı oder d « lg. x u 
woraus fih alle vorhin erhaltenen Refultate wieder ableiten Yaffen. 
$. 67. Wir wollen nun zu ‚ven trigonometrifhen Functionen übergehen 


und zunaͤchſt 
vz sın. X 


feßen, fo haben wir, wenn wir auf diefe transcendente Function unmittelbar 
wieder den Begriff der Grenzen anwenden: 





. . sin. — Ix 
Ay __ sin. (x+fx)—siox _ 2 000. (x + As). 
4 Ax ? 
2 
Der Factor cos. (x + - Ax) convergirt gegen bie Grenze cos. z, 
wenn Ax gegen Null convergirt und der Factor: 

sin. 4 Ix 
2 
Eu Ax 

2 
hat die Einheit zur Grenze, wenn x gegen Rull convergirt. Denn aus ber 
Identität: 


sin. & 





— cos. &, 
tang.e 
folgt, daß das Verhältniß des Sinus zur Tangente die Einheit zur Grenze 
bat, wenn der Bogen gegen Null convergirt, und außerdem iſt nach einem be- 
fannten Principe der Geometrie die Länge eines Kreisbogens immer größer, 
als die feines Sinus und Heiner, als die feiner Tangente. 
sin. 8 


Folglich hat um fo mehr — die Einheit zur Grenze. Folglich iſt: 





dy 
== cos.x, 
dx 
oder; 
d + sin. x = cos. x + dx, (b) 
Durch eine ganz ähnliche Rechnung fände man direct: 
.c.x = — sin x + dx. (ec) 


Wenn man übrigend ; 
cos. X = sin. zZ, 


folglich : a SR 


zii —x 7 
ſetzt, fo erhält man: 
de» cos. x==d + sin. z = cos. adz, 
und da: 
de = — dx, cos, 3 = ein. x 

ift, fo kommt man wieder «uf die Gleichung (co). 

Aus den Differenzialen des Sinus und Coſinus laſſen fih nun leicht die 
der übrigen trigonometriichen Sunstionen ableiten. So hat man z. B.: 


1 


sin, x cos. xd + sin.x — sin.x «+ d +» cos. x 
d + tang.x—=d — 











cos.x cos.? x 
2 in.2 
Ceas. x 4 sin.2x)dx _ dx 
cos.? x cus.?x 


und durch ähnliche Rechnungen finvet man: 

l 
d+cot.ı= — — — 
sin.däx 

sin.x dx 
d+seco.x= —____ 
cos.?x 
cus.xdx 
d cosec. xXX —_, 
sın.? x 


Aus y = sin. x ergibt fih nach dem Vorhergehenden: 


dy = cos. xdx = \ 1—y2 + dx, 


und man hat daher umgefehrt: dl 
u N erde re Ay ⸗ 15 
v 1-y? - 3 u 
ober: wi = = 
dy „ art 
d + arcsin y— - ⸗ * 





„1 
oder wenn man y mit x vertaufcht, um die unabhängige Veränberliche immer 
mit x zu bezeichnen: 





*) Benn y = tang. x, fo hat man au: 
tang.x + tang. Ax 


Iy = tang. (+ I) — tung. x — 1—tang.x . tang. dx 


tang. Ax (1 + tang.?x) 
— 1 — ang. x tang. Ax ' 


—tang.x 








ſolglich: Ay tang. Ax 1 £ tang.? x’ 
Ax — Ax 1— tang.x tang. Ix’ 
und: 
dy 1 
Ttang.* 1 sec. x ⸗ Cosir' 
oder: 


dx 
dy 


sin. x 
Oder wenn y = tang.x — cos xt it, fo if: 


dy 1 rsin.(x-+-4x) an] _ sin.de 1 
dx 1x co8.(x-+4/x) qus. x Ax cos. (xXxA)Cos. x“ 
lich: 
folglich F x 
dx cos’r ober dy "= cos.?x 


Uebrigens erpätt man alle diefe Refultate unmittelbar durch Anwendung 
der oben miigetheilten allgemeinen Regel für bie Differenzierung der zu⸗ 
fammengefeßten Zunctionen. 3. d. Ueberſ. 
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dx 
d «+ arc sin. x = — ‚* 
1 — x? 
Auf diefelbe Weife findet man: | 
d + arc x — —, 
V1 — x⸗ 
dx 
.ar ‚x 
d + arctaug ir’ 
' dot dx 
.arccot.x =— j 
d+arcc *— 


Zur Interpretation aller dieſer Formeln muß man ſich vorſtellen, daß, da 
der Halbmeſſer des Kreiſes zur Einheit genommen iſt, die Sinus und Coſinus 
poſitive oder negative echte Brüche ſind, deren Zahlenwerth, alſo zwiſchen Null 
und der Einheit liegt. Was die Kreisbogen anlangt, fo find dieſelben noth- 
wendig Zahlen, welche auf dieſelbe Maßeinheit bezogen werben, als die Si- 
nus, Cofinus, Tangenten ꝛc., weil fonft die Formeln nicht homogen wären 
und die Relation: 


sin. 
Grenze von — * 1 


feinen Sinn hätte. DieBogen müfjen alſo nicht durch bie Anzahl ihrer Grade, 
fondern durch bie Berhäftmite ihrer Länge zu ber Länge des zur Einheit ge- 
nommenen Halbmeffers gegeben fein. Wenn ein Bogen in Seragefimalgraben 
durch die Zahl X ausgedrückt wäre, fo erhielte man die Zahl x, welche in 
die Formeln fubftituirt werden muß, durch die Proportion: 
1800: Xo = nm! x, 

wo 7, wie gewöhnlich, die Länge des halben Kreisumfanges von dem Halb- 
mefjer gleich 1 bezeichnet. 

Wenn man die Seragefimalfecunde zur Winfeleinheit nimmt, wie dieſes 
bei genauen Rechnungen gefchieht, und der Bogen wird in Secunden durch 
die Zahl AU ausgebrüdt, fo wird die Zahl x durch die Proportion : 

648000" : X = um! x 
beftimmt, woraus folgt: 
xu 
KK mm 2 — — — 
 206264,81... 

Oft muß man den Werth eines Kreisbogens in Graben kennen, deſſen 
Länge der des Halbmeſſers des Kreifes gleich ift, und dieſer Werth iſt 
— 57° 17 444, 81 = 206264”, 81. 


*) Wenn y= f(x) = sinx if, ſo iſt (x) = cos. x = Vi —y, 
2(y) = are. sin.y, und folglich nach ber dormel: 


0 * 7 (x) iſt (0) — cos. x (ip " 
Ober, wenn x = arc. sin. yif, ſo iſt y= sin.x, cos.x = ,/1-y’, 


4x 4x 
Ay — sin. (x + 4x) — sin. x 2sin. —7 . cos. (x + 5) ‚ folglich: 


4x 

a 2, 1 0 Ww__M 
45 Ax cos. (x+4x)’ — Pe m, 
3 in. (x+Jx) 5 08. x Yi-y 


” 3. d. Ueber. 
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Aus den Gleichungen (b) und (c) folgt: 
d?2 » sin. x . d? + cos. x 
— — — — sa X, — 
dx? dx? 
Die beiden Zunctionen y = sin.x, y=cos.x haben alfo bie fehr merkwür⸗ 
dige gemeinfchaftliche Eigenfchaft 7 welche durch die Gleichung: 
I _ 


— 5 





— — cos. x 4 


dx? 

ausgedrückt wird. 
Hieraus ergibt ſich unmittelbar : 
di . sin, x d?! . cos.x 


_ + _ + 
Axzi — __ $in.X, dı2 = 7 008,X, 
d2:11. sin. x. cos. x d?iti cos. x u. (d) ) 
— — —27 0 — — —— BE sın. X, + 
dxziti dxzitı = ) 4 


wo bie oberen over unteren Zeichen genommen werben müffen, je nachbem bie 
ganze Zahl i gerade oder ungerade ift. 

$. 68. Aus den folgenden Beifpielen fieht man, welchen Weg man bei 
der Differenzirung zufammengefester Sunctionen einfchlagen muß. 

Es fei zu differenziren: 

1 y= (aıx" + b). 


fo feße man: ba, 


folglich : 
yz=w, dy = nau"-! du, da = max"- dx, 
und alsdann bat man: 
dy = mna (ax -— b)"-1xu-1 dx, 
2) y = log, sin. x, 
fo feße man: 


ſo iſt: 


sin.x = u, 


y — log. u, dy =, da = cos. xdx, 

und endlich: 
dy— dx . w er Id Ale 
tang.x 
3) y= lo. I x + v14 xat, 

Wenn man hierbei zwei Hülfsveränderliche : 

u x virzr,  =1+XxX, 
anwenbet, fo erhält man: 














ay —E, d=drt GO dr = 2xdx, 
. u 2ayv 
und nach verrichteten Reductionen: 
y= —. 
— 
1 
4)  yz — —— — — — ⸗ 
Yr? — 2ır eos. x + r2 
Man feße: 
ſet u=mr: — 2rré cox+ r?, 
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—, dy — — 


du 
20; 





‚= ‚du = 2r siu, xdx, 
und folglich: 
rr! sin. x dx F 
iv= — To ) 
(rt? — 2rr' cos x + r?)} 


Bweites Kapitel. 


VBergleichung der logarithmifchen, Erponeutials und Kreistraus: 
cendenten, — Moivre’fche Formel und Grundbegriffe über die Theorie 
der Winkelichnitte. 





I. Bergleicher der logarithinifchen, Exponential⸗ und Kreistranscenpenten. 


$. 69. In dem vorhergehenden Kapitel find die Regeln zur Differenzi- 
rung der Erponential=, Iogarithmifchen und Kreisfunctionen angegeben, welches 
die einzigen transcendenten Functionen find, die man in der Elementarmathe- 
matif betrachtet; allein diefer Gegenftand muß in verfchienenen Beziehungen 
grünblicher unterfucht werden, weil er den Rechnungen ver höhern Analyfis 
zur Grundlage dient. 

Im Vorhergehenden haben wir gefehen, daß Neper von einer mit ber 


Differenzialgleichung : Une” 

dy N 

dx =y, (a) du - ee * 7 
gleichbedeutenden Relation ausging, um die Erponentialfunction : 


 y=+, 

oder, die logarithmiſche Function: 
x = log. y, 

welche das Umgelehrte der erften ift, zu befiniren. In ver That drüdt dieſe 
Differenzialgleihung in Verbindung mit der Bebingung, daß x für y= 1 
verſchwindet, den wefentlichen Character beider transcendenten Sunctionen aus, 
indem fie das fehr einfache Geſetz beftimmt, nach welchem fich dieſe Functio⸗ 
nen fletig ändern. 


e) Die folgenden allgemeinen Sormein verdienen hier noch bemerkt zu werben: 
Wenn y— (IC))e iR, fo il ZZ = RP. A). 


dy log. a 
Wenn y = afallif, fo ik 7, = log..a. a2) f(x) = iog.e® 12). f(x). 


dy f’(x) log.e f’(x) 
Wenn y — log. f(x), fo iſt = log.e. I) — Tora Io 








Wenn y = sin.f(x), fo {fl = = cos. f(x) . ff(x). 


dy 


Wenn y = arc. sin.f(x), fo ifl 75* . f(x). 


3. d. Ueberſ. 
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Die Definitionen, welche man in den Elementen der Arithmetik und Als 
gebra von den Logarithmen gibt, brüden nur ferundäre Eigenſchaften der loga⸗ 
—2 Function aus und ſind nur Folgerungen aus der urſprünglichen 

efinition. 

Nach der Form der Gleichung (a) ſieht man leicht ein, welche Rolle die 
Exponentialfunction in dem Ausdrucke einer Menge von Naturerſcheinungen, 
und namentlich derjenigen fpielen muß, welche fi) unter dem generiihen Na— 
men der Phannmene der Abforption oder allmähliger Erlöfhung zufammenfaffen 
laſſen. Wenn man fih 3. B. einen bewegten Körper in einem wiberftehenden 
Mittel denkt, durch deflen Birfung er fortwährend einen Theil feiner Ge— 
ſchwindigkeit verliert; fo iſt ber Wiverfland des Mittels oder die Abforption 
ver Gefhwindigfeit in einem unendlich Heinen Zeittheilchen offenbar von ver 
Geſchwindigkeit des Körpers abhängig, indem berfelbe mit diefer Gefchwindig- 
feit zunimmt, verjchwindet, wenn bie Geſchwindigkeit Nu wird, fehr Hein 
vleibt, wenn bie Geſchwindigkeit fehr Hein iſt, und folglich für fehr Kleine 
Werte der Geſchwindigkeit nahezu der Gefchwinbigfeit des Körpers in jedem 
Augenblicke proportional iſt ($. 5). Man Hat alfo eine Gleichung von ber 

prm: 


wo y die als fehr Hein vorausgefegte Geſchwindigkeit, t die Zeit und k einen 
gewiffen conflanten Coefficienten bezeichnet. Diele Gleichung verwandelt ſich 
aber in folgende: 


dy __ 
| dx yı 
wenn man x — — kt feßt, und den Werth von y in dem Augenblide, wo 


e — 0 oder x = 0 iſt zur Einheit nimmt, und aus dieſer letzten Gleichung 
olgt: 


yz=e! erh, oder *4 log. y. 


Aehnliche Schlüffe Tiefen ſich auf bie allmählige Erlöſchung des Lichtes 
und der Wärme in abforbirenden Mitteln, auf die Verlufte ver Wärme und 
Llectrieität in Folge der Ausftrahlung der Oberflächen, ober der Berührung 
eines umgebenden Mittels und auf alle ähnliche Erfcheinungen anwenden. 

$. 70. Nach der weiter oben ($. 51) angegebenen Bezeichnungsart der 
beftimmten Integrale, kann man feßen: u 7 


Y * 
log. y * dy . . PR 
1 J 
— 


‘? 
log. x = ji, 
1 x 


Die logarithmiſche Function iſt alfo nichts weiter, wie ein beflimmtes In⸗ 
tegral, und wir haben fie nicht blos eine transcendente Function ge- 
nannt, weil fie ſich bis jetzt nicht hat algebraifch ausdrücken Yaffen, fonbern 
weil fie, wie fpäter bewiefen werben wird, weber explicite noch implicite durch 
einen algebraifchen. Ausdruck dargeftellt werben Tann. Diefer Betrachtung zu- 
folge müffen wir die beflimmten Integrale in Zufunft als neue transcendente 
Functionen anfehen, fo oft fie ſich nicht algebraifch over durch andere bereits 
befannte transcenvente FZunctionen ausdrücken laſſen. 


oder : 


, [1 
MH r —* 2) 7 4 7 1._Y 
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Die transeendente Zahl e ift der Werth, welchen man der oberen Grenze 
des Integrales beifegen muß, damit der Werth beffelben der Cinheit gleich 
wird, oder mit andern Worten, e tft eine Eonftante, welche implicite durch bie 


transcendente Gleichung : 


e 1 AN 
YA 4x _, tt “, € 
x 


1 


beftimmt wirb. 
$. 71. Gefebt, man ſuchte eine Function gx von folder Beſchaffenheit, 
daß für alle Werthe von x und z die Gleichung ftattfindet: 


gt gg). (b) 
Setzt man in diefer Gleihung = = o, fo ergibt fi daraus: 
px + Ylo) = (60, 
fo daß, wenn Yo) irgend einen endlichen Werth Hätte, „x für alle Werthe 
von x Null wäre. Die gefuchte Function erfährt alfo für x = o eine Un- 
terbrechung der Stetigfeit. 
In derfelben Gleichung wollen wir z = 1 feten, fo erhalten wir: 
x - 01) - 02/ Bryl)=o. ‚cb,) 
Die Gleichung (6) kann man in Beziehung auf x und in Beziehung auf 
s differenziren, indem man darin fucceffive x und = als veränverlich betrach- 
tet, wodurch man nacdh,befannten Regeln erhält: 
y'x = zy/(xz), ps = xy'(xe), 
und folglich: 


xp'x Z z9'z. 
Die Function 9 iſt alfo fo beichaffen, daß das Product xy’/x von x unab- 
bangig tft, fo daß man hat: 
xyx —k, 
wo k eine beliebige Conftante bezeichnet, oder: 
dyx _ k 
dx — x’ 
und da die Funchon px für x —= 1 verfhwinden muß, fo ergibt firh aus 
diefer letzten Gleichung: 


yx = —* dx — Klog.x, 
1 x 


In der That drüdt die Gleichung (b) die Eigenfchaft aus, welche der 
gewöhnlichen Anwendung der Logarithmen zum Grunde liegt, und wir hätten, 
wie man eben gefehen hat, von diefer Gleichung ober von ber Eigenfchaft, 
welche fie ausbrüct, ausgehen fünnen, um das Differenzial der Iogarithmifchen 
Function zu finden, 

$. 72. Es werbe ferner eine andere Function I gefucht, welche durch 


die Gleichung: 
YUx + Vz = Ulx + z) (c) 
haracterifirt wird, woraus folgt, wenn man z — o feßt: 
Yo) = 1. ‚ (e,) 
‚Wenn man die Gleihung (e) in Beziehung auf x und in Beziehung auf 
z bifferenzixt, fo erhält man: 
Yx Ye = Wet), Yx-Yyiz=yilx-+ 3), 
und folglich: 
Yr pi 


Yx — U 











‘ 
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Es muß alfo: 
== a, oder dy 


W'x 
d 
"wo a eine beliebige Conftante bezeichnet, welche wir zunächft als reel voraus- 
ſetzen wollen. Nun willen wir aber aus dem Vorhergehenden, daß die Func- 
tion von x, welde biefer Differenzialgleihung und der Bedingung do) —1 
genügt, folgende iſt: 








ıx 
2 = als, 


Yux — er 
und im ber That ift die Gleichung Ce) nichts weiter, als der algebraifche Aus- 
dru der Grundregel für die Rechnung mit Potenzen, fo daß wir von biefer 
Gleichung hätten ausgehen Fönnen, um direct das Differenzial der Exponen⸗ 
Halfunction zu finden. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Eonflante a imaginär oder von ber 
Form a + BY —i fei, fo wird die Function Ax ſelbſt cine imaginäre 
Größe von der Form: — 

x + fs: V-1 (G. 17. 
Denn die Bleichung: 

d-Ux = (a+Pß v_i) %x dx (d) 
kann mit einer deſto größeren Annaͤherung durch: 

A:YJx = (a+BYV—1) x Ax 
erfeßt werben, einen je kleinern Bruch man für Ax nimmt. Wenn man 5.2. 
wegen (0) — 1 die Differenz Ax = 0,001 nimmt, indem dieſer Werth 
von Ax als eine fehr Feine Größe der erfien Ordnung betrachtet wird (6. 44 
und 45); fo erhält man, wenn man bie fehr Heinen Größen ver zweiten Orb- 


nung hinweglaͤßt: vo 


. 5-72" - Vol Ay (0,001) = 1 + 0,0 (a He VI), "7 


- 2.95 %(0,002) =[1 + 0,001 (a+ 8 Y—ı)l, 
v (0,003) =[1 + 0,001 (a + BY Zi), 


u. f w., 
und alle dieſe Werthe der Function I laſſen ſich auf die Form: 
ur»rV—1 
zurüdfüßren. Da ver Fehler, welcher durch die Subftitution einer enblichen 
Differenz Ax für das Differenzial dx begangen wird, beliebig verkleinert wer- 
den kann, fo folgt nicht bios, daß es wirklich eine Function: 
ux fx + fx v—1 
gibt, welche die Eigenfchaft befißt, ven Gleichungen (c) und (c,), und folg- 
th der Sleihung (d) zu genügen, fondern auch, daß die in der Function 
x vorkommenden reellen Bunctionen fx, fx für einen beliebigen Werth von 
x mit einer unbefchränkten Annäherung numerifch berechnet werben können. 
Wegen der Gleichung (c,) hat man: 
(0) =1,f) = 0, (e) 
und wegen ber Gleichung (c): 
+ V—1)(E + Y=- NR) + Fat) /—, 
woraus fi die Formeln: 
fx s — ı- a =f(x + 2), ) c) 
fx+ frz + fx: fr =/(x + 2), ) 
ergeben, aus denen fogleich mehrere Folgerungen gezogen werben follen. 
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Da die Gleichung (e) nichts anders if, als der algebraifche Ausdruck 
der Regel für die Rechnung mit Potenzen, fo folgt, daß wir, felbft wenn bie 
Conftante a imaginär if, die Function dx, welche die Eigenfchaft befist, ven 
Gleichungen (c) und (e,) zu genügen, — e*" feten fönnen; denn obgleich 
man eine Zahl nicht zu einer Potenz mit einem imaginären Erponenten erheben 
fann, und folglih der Ausdruck eꝛ, wenn ax imaginär ift, Feine mögliche 
arithmetiſche Operation ausprüdt, welde fich genau, oder annäherungsweife 
ausführen läßt; fo muß man doch nothwendig zu einem genauen Refultate ge⸗ 
langen, wenn man auf einen ſolchen Ausdrud, der Natur der Function % ge- 
mäß, welche er ausdruͤckt, die Regeln der algebraifchen Rechnung anwendet. 

$. 73. Da die transcendente Function: 

y=sin x 
bie Eigenſchaft hat, ver Differenzialgleichung : 
dy = cos. xdx, (£) 
oder: | 
dy * —— dx, (69) 
zu genügen, ſo kann man von ber geometriſchen Bedeutung der Function y 
abftrahiren und fie durch die boppelte Bedingung characterifiren, daß fie zugleich 
mit x verfchwindet und nach einem durch Die Gleichung (g‘) ausgedrückten Ge- 
fege ſtetig zunimmt. 
Man kann auch die umgekehrte Function als ein beſtimmtes Integral be- 


trachten und feßen: 
arc. sin.y = I _ 
v1—y? ‚ 
0 


oder wenn man x für y febt 


. I dx 
arc. sin. x — —, 
vi—x 
0 


fo daß die transcendente Zahl = durch die Gleichung: 
1 dx 
vie 








1 — 
2 T — 


ausgedrückt wird. 
Die Gleichungen (g) und (g') flimmen für die Werthe von y zwifchen 
— 1 und + 1, ober für bie Wertbe von x zwifchen — 4 und + ir 
überein; aber wenn x größer wird ale 4 7, fo muß man nach dem, was die 
Trigonometrie über die Veränderung des Zeichens des Eofinus lehrt, für vie 
Gleichung (59 die Gleichung: 
dy=— Vi1—y2 + dı (2) 





feßen. 
Es iſt in der That nicht möglich, daß die Gleichung (39 für reelle Werthe 
von y ftattfindet, nachbem bie Beränverlihe x, welche als unabhängig betrach- 
tet wird, und deren fletige Zunahme folglich durch nichts befchränft wird, den 
Werth überfchritten Hat, für welchen y — 1 iſt; denn da alsdann dx pofitiv 
ift und die Wurzelgröße VI—y? pofitiv genommen wird, fo wäre dy poſitiv, 
folglich wurde y den Werth 1 überfchreiten und bie Wurzelgröße V1—y: wärbe 
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folglich imagindr, was nicht geichehen Tann, ohne daß dy und folglich y ima- 
ginäre Werthe annehmen. 

$. 74. Um aber direct zu beweifen, daß man von der Gleichung (e) 
zu der Gleichung (59) übergehen muß, ohne etwas aus der Trigonometrie zu 
entlehnen, weder in dem Beweiſe, noch in der Definition der Function y, 
wollen wir zwei Bunctionen fx, fx betrachten, welche gleichzeitig durch das 
Spyftem der beiven Differenzialgleichungen : 





de fx = fxdx, (i) 
d ſx = — fxdx () 

in Berbindung mit den Bedingungen: | 
0) =0, f() = 1 (i,) 


beftimmt werben. 
Aus diefen Gleichungen ergibt fich: 
Jl-:-k+hkd-k=0, 


ide |)? + (| =0, 


" u (MI? +? =C, 
wo C eine beliebige von x unabhängige Zahl bezeichnet. Aber die Gleichun⸗ 


gen (i,) geben: 
(f0)? + (N)? = 1, 


folglich iſt: 

(DI +? =1.. ° _W 
Sp lange nun fx für zunehmende Werthe von x von dem Werthe Null bie 
zu dem Werthe 1 übergeht, ift d + fx, fo wie dx pofitio; folglich iſt fx ver- 
möge der Sleihung (i) pofitiv und man hat: 

x—= V/1— (fe). 

Wir wollen den Werth von x, für welchen fx —= 1 und folglih = 0 
ift, mit 4 7 bezeichnen, fo ift dfx vermöge der Gleichung G) negativ und fx 
nimmt für wachfende Werthe von x fo lange ab, als fx pofitiv iſt. Für grö- 
Bere Werthe von x als 1m wird die Function fx, nachdem fie durch Null ge- 
gangen iſt, negativ und gleich: 

— H— (9%, 

Die Function fx nimmt alfo zu beiden Seiten ihres größten Werthes 

aa) = 1 ſymmetriſch zu und ab, fo daß man hat: 
at D=flin — 9), 
und folglich: 


a) = (0) =0, (a) — — 1. 

Wenn die unabhängige Veränderliche x den Werth 77 überfihreitet und fx 
negativ ift, fo iſt d + fx negativ und fx nimmt fortwährend ab, indem fie 
negative Werthe annimmt. Da nun fx für gleiche Zahlenwerthe von fx mit 
entgegengefesten Zeichen den Werth nicht ändert, fo hat man auch: 

fa t+)=f/a — 2), 
mb folglich: 


SEI) = —- UM) = —A,fGQn) =I0. 

Wenn x den Werth 1 m überfchritten bat, fo wird fx wieder pofitiv, fx 
fängt wieder an algebraifch zuzunehmen, indem es immer größere Zahlenwerthe 
durchläuft und nimmt zu beiden Seiten des größten Werthes Ur) = — 1 
ans dem bereits angegebenen Grunde ſymmetriſch ab und zu, fo dag man hat: 


Sr HDI=SGT N): 
fr) = ff) =0, (21) =1. 


oder: 


und bieraus folgt: 
— — 


und endlich: 
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Die Werthe von fx und fx werben num wieber biefelben, wie für x= 0, 
fx) durchläuft dieſelbe Reihe gleichweit von einander abſtehender Werthe und 
des Smtervall der Periode ift gleih 2. 

Ebenſo könnte man den periodifchen Lauf der Funetion fx unterfuchen und 
diefe Unterfuchung auf negative Werthe von x ausdehnen. 

Die Regel für die Veränderung der Zeichen der Sinus und Cofinus, 
welche in der Trigonometrie nur durch Induction und durch Nachweifung ber 
Richtigkeit der Formeln, wenn man fie nach diefer Regel auf Bogen. die grö- 
fer find ald der Quadrant over auch größer ald der ganze Kreidumfang er- 
ſtreckt, bewiefen wird, ergibt ſich alfo in der That ans dem Gefehe der Er- 
zeugung dieſer Functionen, abgefehen von jeder geometriſchen Bedeutung ber 
Veränderlichen x und der davon abhängigen Yunctionen. 

F. 75. Wir wollen nun die Function: 


x cos. x + sin.x . VTI 
betrachten, ſo gibt die Differenzirung derſelben: 


dx = — six 4 co. x VCI . VA, 
oder: 
— 
v8 _ v7. 


x 
Außerdem reducirt fih die Function dx für x = 0 auf die Einheit; folg- 


lich Kann diefe Function durch ei ausgedrückt werben ($. 72) und man bat 
die Sundamentalformel: 


oe —1—co.x +sin. x V—, (A) 
Die Functionen cos. x, sin. x haben offenbar die Eigenfchaften, welche 
die Functionen fx, fx vermöge der Gleichungen (e) und (f) haben müffen. 
Wenn man das Zeichen der Wurzelgröße in der Gleichung (A) in das 
entgegengefeßte verwandelt, jo erhält man: 





v— . — 
er -1 == 008. x — sin. x v_ 


und folglich ıft: 


— (B) 
2 | 
Diefe Formeln, welche häufig in der Analyfis angewandt werben, find 
zuerft von Euler befannt gemacht, welcher fie feinem Lehrer Johann Ber— 
noulli zufchreibt. 
‚ &benfo fonnte man auch alle übrigen trigonometrifhen Yunctionen Durch 
imaginäre Erponentialgrößen ausbrüden und es iſt 3. B.: 
7 v7 — 
1 „ mt — em 1 1 „er —1 ch 
Va orig 
$. 76. Die Gleichung (A) gibt ferner: 
ıv_A1= log. (cos. x + sin.x + v’—1), 
und wenn man x — 2in ſetzt, wo i eine beliebige ganze pofltive, ober ne— 
gative Zahl bezeichnet, fo erhält man: — 
lg. -1=2in V—, 


tang.ı 
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Wenn alfo die Bedeutung der imaginären Exponentialgrößen und folglich vie 
ber imaginären Logarithmen beftimmt ift, fo ergibt fih, daß bie Einheit 
unendlich viele imaginäre Logaritbmen hat, außer dem reellen Logarithmus 
Null, welcher i = 0 entſpricht. Hieraus folgt auch, daß jede beliebige po— 
fitive Zahl unendlich viele imaginäre Logaritimen hat; denn vermöge ver iven- 
tifchen Gleichung: 


hat man: 
log. a = (log.a) + log. 1 = (log a) + 2in VA, 

wo (log. a) den reellen Logarithmus von a bezeichnet. j 

Auf dieſelbe Weile fände man: — 

lg. -1) = (21 4 1) VCI, 
log. (—a) = (log. a) + log. (-1) = (log. a) + Qi 4 DR VI, 

und aus diefer letzten Kormel geht hervor, dag bie Logarithmen aller negativen 
Zahlen fammtlih imaginär find. 

Endlich Hat man die Werthe: 


log. (VI = ir! avi 


a sa 21 


lg (- VA) Zr VA. 


Es gibt ın der mathematischen Analyfis fein merfwürbigeres Factum, ale 
biefen unerwarteten Zufammenhang, welcher fih dur Anwendung des alge- 


braifchen Zeichens VA einerfeits zwifchen den Exponentialfunctionen und ben 
teigonometrifchen Funetionen andererſeits zwifchen den Logarithmen und ben 
Kreisbogen, d. 5. zwilchen Sunctionen herausftellt, welche ß verſchiedener Na⸗ 
tur und ſo verſchiedenen Urſprungs zu ſein ſcheinen, wenn man nicht auf das 
Geſetz zuräd geht, welches —*5— ihren Differenzialveränderungen berrfcht. *) 


*) Es wird nicht unzwedmäßig fein, hier auch die geometriſche Bedeutung 
der imaginären Ausdrüäde Y 1, a +bY —i oderco.ca + \y — sin.a 
näher nacdzumeifen. 

Wenn man ausdrüden will, daß eine auf einer geraden Linie OX (Fig. 7b) 
von einem feften Anfangspunlte O aus genommene Länge VA = r in einer 
entgegengefeßten Richtung OX” genommen werben fol, to gibt man befannt- 
lich der Größe r das entgegengefeßte Zeichen — oder multiplicirt fie mit —1. 
Um aber auszudrüden, dag man von der Richtung OX zu einer im Anfangs 
puntte O darauf fentrechten Richtung OX’ übergeben oder die Länge r auf 
biefer Teßten Richtung nehmen fol oder will, ift bis jebt fein allgemein ge⸗ 
bräuchlihes Zeichen angewandt, und um biefes Zeichen, welches zugleich al⸗ 
gebraifh braudbar fein muß, aufjufinden, wollen wir nach der Analogie 
annehmen, daß diefer Uebergang analytifch dadurch bewerkfielligt werde, daß 
man die Länge r mit irgend einem unbeflimmten Factor A multipliciet, wo» 
durch man Ar erhält. Bemerken wir alsdann, daß der liebergang von .der 
Richtung OX zu der Richtung OX’ ganz derfelbe fein muß, als der Uebergang 
von ber Richtung OX’ zu der Richtung OX“, fo muß man, um bie Länge r 
von der Richtung OX’ auf die Richtung OX’ analptifch zu Übertragen, die 
Größe Ar nochmals mit 2 multipliciren, wodurch man offenbar Ar —r—VA'", 
fig a = =) 1 erhält. 

Um alfo analptiig auszudbrüden, daß die auf einer ber Lage 
nach befannten Linie oder Are OX genommene fänge rauf el- 
ner im Anfangspunkte O darauf ſenkrechten Richtung genom- 


men werden foll, muß man biefe fänge mit — multiplict- 
ren. — Es ift alfo damit die geomeiriſche Bedeutung des imaginären Aus⸗ 
6 


Eournot, Theorie der Functionen ıc. 
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i1. Moivre'ſche Formel und Grundbegriffe über bie Theorie der Winkelſchnitte. 


$. 77. Wenn n eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fo ergibt fich aus 
der Gleichung (A): — 
em’ —l cos. nx + sin. nx » TI, 
und folglich: — 
(cos.x + sin.x » VA = cos. nx + sin.nx « v—1. (0) 


drudes Y —i volfländig nachgemwiefen. Offenbar bezieht fich — v 
auf die Richtung OXx““. Dan könnte folglich IV —1 das Zeichen der Per⸗ 
pendilularität nennen. 

Es läßt fih nun au Leicht der Coefficient „ finden, durch welchen man 
eine auf der bekannten Richtung OX genommene Fänge multipliciren muß, 
um fie algebraifh auf eine Richtung OR zu übertragen, welde mit jener 
einen beliebigen Winkel « bildet (Fig. 7c). Denn wenn man von irgend 
cinem Punkte M der Nichtung OR cin Perpendifel MP fällt, fo wird ber 
Weg OPM, wenn man nad dem vorhin Gefagten die Richtung von MP 
in Betracht zieht, ausgebrüdt burd: 

OP + MP 1, 
und die gerade Linie OM wird ihrer Länge und Richtung nad audge- 
drückt durch: 


0 OM, 
Da aber beide Wege von bem Suntte O nad demfelben Punkte M führen, fo 
müſſen fie, fobald man nicht blos bie Längen, fondern auch die Rich» 
tungen der geraden Linien in Betracht zieht, als gleich betrachtet werben. 
Dan hat daher: i 


„.0OM=0P + PMV-—1, 


folglich: 
OP PM — 
u ⸗ vn 4 ou Y-1= eos. «u + sin. «. 


Wenn man alfo mit diefem Eoeffictenten „ die urfprünglide auf OX genom- 
mene Länge r multiplicirt, fo wird fie analytifh auf die Richtung OR über- 
tragen, welche mit OX einen beliebigen Winkel « bilde. Man Tann den 
Eoefficienten „ daher fehr ſchicklich den Richtungscoefficienten nennen. 
Hieraus fieht man, daß eine gerade Linie von der Länge r in Beziehung auf 
eine der Lage nach als belannt angefehene Linie, ſowohl ihrer Länge, als 
ihrer Lage nach vollſtaͤndig ausgeprüdt wird dur: 


r.(cos.a + sin.u. YOD=r . eV, 
und wenn fie nicht durch den Anfangspuntt O, fondern durch einen beliebigen 
andern Punkt 0’ oder 0" von OX (Kig. 7d) geht, durch: 


Ea+r (eos. «a + sin.a. V—1) — ta + reaV 1, 
wo 00° — 00" — a gefegt iſt und r immer als poſitiv angefehen wird. 
Bon diefen Principien Laffen fih in der Geometrie, Trigonometrie ⁊c. die 
ausgedehnteften Antenbungen machen. Betrachten wir 3. B. das ebene 
Dreied ABe (Big. Te), fo haben wir, wenn AB als fefte Are betrachtet wirb: 
AB=c, Ae—b (cos. A+sin.A,Y'—1), Be=a(cos.(a—B)+sin.(n—B), V— 1) 
— a(— cos.B + sin.B. Y’—1) 
Da nun aber der Weg ABe als dem Wege Ace gleich betrachtet werben muß, 
fo hat man: — 
b (cos. A4 sin. A. v1) =c+a(—'cos.B-+ sin.B, vV—-i, 
folglich: 
b.cos. A=c— cos B, b.sin. A=asin BR, 
welches befanntlich zwei Grundformeln der ebenen Trigonometrie find. 
Ebenfo fann man durch Anwendung derfelben Principien leicht die Glei⸗ 
chungen der Ellipfe, Hyperbel und Parabel 2c. finden. 3. d. Ueberſ. 


vV—1 — ev, 
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Diefe Gleichung zerfällt in zwei andere, wie alle Gleichungen, worin 
zugleich reelle und imaginäre Glieder vorkommen. So findet man z. B. für 
nn = &: 

cos? x — sin.?x + 2sin.x cos.xe / —i == c08. 2x + sin. 2x: Y—, 
und dieſe Gleichung vertritt die Stelle der beiden bekannten Gleichungen: 
sin. 2x — 2sin.x cos. x, 
s. 2x = cos.?x — sin? x, 
Durch dieſelbe Rehninz fände man ein n = 3: 
sin. 3x = 3cos.?x — sin.’ x, 
cns. 3x — cos.3x — 3cos.x sin.? x, 

Zur Berallgemeinerung biefer Refultate wollen wir bemerfen, daß ſich ans 
der Gleichung (C) dur die Veränderung des Zeichens der Wurzelgröße fol- 
gende Gleichung ergibt: 

(cos. x — sin.x + / —1)" = con. ox — sin.nx» v—, 
und aus der Berbindung dieſer legten Gleichung mit der Gleichung (C) erge- 
ben fi die Ausprüde: 


gan an = rt & 4 sinn VEN + Comx sing ı FED, 
(cos. x + sin. x v m — (cas. x — sin.X» VDDH⸗ 
2 
Wenn man die Potenzen durch die Binomialformel entwickelt, fo ver⸗ 
ſchwinden die imaginären Ausdrücke, und man erhält: 


sin. ux = 


cos. nx cos. x — wo cos.r-? x sin.? x 
+ DD c08.”-I x sin.?x — ctc. (D) 
sin.Dx — D cos. ne-i x sin.x en cos. -x sin.3x +etc. (E) 


Diefe beiden Formeln enthalten nur eine enblihe Anzahl von Gliebern, 
ſo rn n eine ganze pofitive Zahl ift, wie wir bier vorausfeßen, 
. 78. Wir wollen der Einfachheit der Rechnung wegen: 


co, x+tsnxy l=u,coxr—sinxy mr 


fegen, fo if: 


a = 1,u+v= ?2co.x, u— vv 2sin.xy —l, 
und bie Binomialformel gibt wieder in dem Falle, wo n eine ganze pofitive 
Zahl if: 
(2 cos.x)" — (a+ v) = ur +- — air + 
oder wegen ur — 1: 

(2 cos.x)" — (ua + — a2 4 


n(n 


* and? nu 7, 


mat 
Außerdem iſt aber: — 
w° — cos.nx + ein.nx Y\ —1, MM 008.0X — sin,nx \Y —ı 
folglich : an 
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(2 cos. x)" = cos.nx + ncos (n—2)x+ . nn cos. (n - 4) x + .... 
..... 4 ii cos. (n—4) x + n com. (n—2) + cos. nx 
+ Y— [sin.nx + n sin. (o—2)x+ et sin. (n—A)x + .... 
n(n—1) 


sin. n(a— 4) x—n sin. (n—?2) x — sin. ox]. (m) 





0 00 


1+2 

Der reelle Theil anf der zweiten Seite befteht aus Gliedern, die paar 
weife einander gleich find, mit Ausnahme des mittleren Gliedes, wenn n eine 
gerade Zahl ift, und ber imaginäre Theil befteht aus Glievern, welche ſich 
paarweiſe gegenfeitig aufheben, indem das mittlere Glied von felbft verſchwin⸗ 
bet, wenn n eine gerade Zahl if. Dan bat alfo für gerade Werthe von n: 














(2 cos. x)" = [cos. ux + nco. (n—?2)x + > ) cos. (n—4)Xx ... 
n(n — 1) .. > n(n—1) ... (5+1) 

+ - co. 2x | + — =, (F) 
12-3. (>—1) cz ......4 


und für ungerade Werthe dieſes Erponenten: 
(2 cos. x)" = 2 [eos nx + ncos. (a—2)x + - 5 cos. (n - 4) x... 
n43 


2 


— — AN COS. X (Fr ) 
1+ 2 + Ian (- 5} -) ’ 


Ebenfo findet man, je nachdem n eine gerade oder ungerade Zahl iſt: 
n(n—1) 
.2 








ae. ( 





(2Y 1: ain. x) — (u—r)" — u® — nur-3v + ur=2y2,, ve 


9... 


Zw— an} 


n(n—1) 
1+2 


art — 00 +» n vu—2 + ya 


n(n—1) 
1+2 





= cos. nx — ncos. (n—2)x + cos. (D—4)x... 


.... + n cos. (a — 2) x + co8. nxX 
»(o—1) 


+ \ 1 [eis ax—nsin. (n—2)x+ 7 Pin la-d)e— .. 


.. FE onsin. (n—2)x T sin. ax | . (m’) 


‚ Wenn n eine gerade Zahl ift, fo verfchwinbet die Reihe, womit / —1 
im zweiten Theile ber vorhergehenden Gleichung multiplicirt ift, wie vorhin, 
und bie Glieder des reellen Theiles vereinigen ſich paarweife, mit Ausnahme 
des mittleren Gliedes, fo daß man folgende Formel erhält: 
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(— * 2 (2ein. x)=2[co. nx—n cos (n—D)x+ u „2 cos. ( )Jx —... 








n (a — 1) 0220 > — En. (+ 1) 
+ — 0% zii + — — , (@,) 
— n 
1.2.3... (5—1) 12... 
worin man bie oberen, ober unteren Zeichen nehmen muß, je nachdem — 


2 
eine gerabe ober eine ungerade Zahl ift, 

Wenn n eine ungerade Zahl ift, fo iſt es ber reelle Theil des letzten 
Theifes der Oleihung Cm’), deflen Glieder fi paarweife gegenfeitig anf- 
heben, während ſich die des imaginären Theiles paarweife vereinigen. Wenn 
man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens durch V’—1 binibirt, fo er- 
halt man: 


(- 1) (2iax) = 2 [eia.as—nsin. (2324 — sin. (—4)x— . 
n(-1).... ar3 ) 


= 1.2.3 (>=) 
009» 2 


. 79. Die von Moiore herrührende und feinen Ramen führende For- 
ii 0 gibt unmittelbar den Ausdruck der Wurzeln der Gleichungen von ver 
orm: 








ain. x |. (@,) 





auf welche befanntlich alle Hinsmifejen Gleigungen zurückgeführt werben können. 
Wir wollen zunaͤchſt die Geichung: 

1=0, (n) 

nehmen, und 
— sin. 9 % v_i 

ſetzen; fo muß biefer Winter p — 28* beſtimmt werden, daß der Gleichung: 
cos. up + sin.ng +» v_A=1 

Genüge geſchieht, welche in die beiden anderen Gleichungen: 


co.np — 1, sin.np — 0 


zerfällt, denen unmittelbar genügt wird, wenn man $ — 2im und folglich: 


E +sin. ZU. VZT, (p) 
fegt, wo i eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. 
Wenn man für i ſucceſſive die n ganzen Zoblen: 





x m cos. 








feßt, fo erhält man offenbar eben fo viele verfejiebene Werthe für x, während 
man, wenn man für i ganze, pofitive ober negative Zahlen, aber größer 
als n — 1 fest, wieder auf die fihon erhaltenen Werthe von x kommt, wie 
diefes aus der Formel: 
cos. —— J - (2m + I Ir Urn 
sin. u sin. 
wo r eine ganze pofitive größere Zahl als a und k eine —E pͤſitive oder 
negative ganze Zahl bezeichnet, erhellet. 
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Die Gleichung (p) gibt alfo eben fo viele verfchievene Wurzeln nach ber 
Theorie der Gleichungen, als der Grad der Gleichung (n) Einheiten hat. 
Der Werth i — 0 gibt die reelle Wurzel x = 1 und wenn n eine gerade 
Zahl ift, fo iſt — 1 eine zweite reelle Wurzel der Gleichung, weldhe dem 


Werthe i — > entfpricht, und alfe übrigen Werthe von i geben imagi- 


näre Wurzeln. 

Bekanntlich kommen in jeder algebraifchen Gleichung mit reellen Coeffi- 
eienten die imaginären Wurzeln immer paarweife vor und jedes Paar folder 
Wurzeln find conjugirte oder zufammengebörige imaginäre Wurzeln 
von der Form: — — 

a+pvy—i, a — BY, 
deren Product eine reelle pofitive Größe a? + 82 iſt. Die Formel (p) ge- 
nügt diefer Bedingung ; denn man hat: 


cos. 2 cos. 2r ‚sin, 2(n—r)r — _ sin. Ir 
2 





' 


» n n n 
fo daß die durch ben Werth i— r gegebene imaginäre Wurzel bie conjugirte 
der in — r entfprechenden Wurzel iſt. Mean kann daher alle Wurzeln der 
Gleichung (n) oder alle Wurzeln der Einheit durch die Formel: 

2i7 ea: 217 v_7 

x — co —— Fsin.—, ’/—1i 
u D 


ausdrücken, worin man der Zahl i nur die ganzen Werthe von Null bie > 
beizulegen braucht, wenn n eine gerade Zahl ift, und die ganzen Werthe von 


Null bis — , wenn n eine ungerade Zahl ift. 

Die reellen Factoren des zweiten Grades, welche das Product zweier 
eonjugirter imaginärer Factoren find, werben durch folgende Formel ausgebrückt: 

u T +4, 

Diefer Sat, welcher fich Leicht geometriſch ausdrücken Yäßt, ft unter dem Na- 
men des Lehrſatzes von Cotes befannt. 

Die Gleichung: 

x +1=0 


führt auf ähnliche Formeln, welche man erhält, wenn man in der vorberge- 
benden 2i + 1 flatt 2i fegt. 
Umgefehrt hat man, fo oft man eine binomifche Gleichung: 
x — 1 — 


algebraiſch aufzuldſen, d. h., ihre Wurzein durch ein Syſtem algebraiſcher 
Wurzelgrößen auszudrücken weiß, einen algebraiſchen Ausornd der trigono⸗ 
metrifchen Linien: 
sin. 6 2i sin. \2i + 1)r 
COBS. D ’ COS. D j 
und inshefondere der Linien: 
au 


. 2m 
sin. —, COS. — , 
nD 





x2 — 2x cos. 








un 
Wenn man alfo biefe imaginären Wurzeln durch ein Syftem von Wurs 
zelgrößen bes zweiten Grades ausdrücken kann, welche ſich mit dem Lineale 
und dem Zirkel conftruiren laſſen, wie die Elemente der analytifchen Geome- 
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trie lehren, fo kann man auch mit dem Lineale und dem Zirkel den Sinus ober 
Sofinus des Bogens conſtruiren, welcher der nie Theil des Kreisumfanges ift, 
und folglih viefen Kreisumfang in dem Sinne der Alten in u gleiche Theile 
theilen. Hieraus fiebt man, wie fih biefes bei den griechifchen Geometern fo 
berühmte Problem an die Theorie der algebraifchen Auflöfung der Gleichungen 
anschließt, welche felbft mit der Theorie der Combinationen und der der Zah- 
len in enger Berbindung ſteht. Allein es iſt bier der Drt nicht, über biefe 
fehr merkwürdigen Beziehungen ein Mehreres zu fagen, weil fie nicht ſowohl 
für die Anwendungen der Mathematik auf andere pofltive Wiflenfchaften, als 
für ihre Philoſophie von Intereſſe find. 

F. 80. Bermittelfi der trigonometrifchen Tafeln kann man nicht bios, 
wie wir eben gejehen haben, die binomiſchen Gleichungen, fondern auch bie 
trinomischen Gleichungen von der Form: 

zum — 2a tb=N, (g) 
auflöfen; denn wenn man daraus für =? einen reellen Werth ableitet, ß laſ⸗ 
fen fie ſich unmittelbar auf binomiſche Gleichungen vom nien Grade zurückführen, 
und im entgegengeſetzten Falle, wo a? < b iſt, kann man ſetzen: 

2n— a 
z —zabe» x = + cos.XA 

bex, year: 
wo A einen Fleinern Bogen ald der Duadrant bezeichnet, und alsdann nimmt 
die Gleichung (g) eine der beiven folgenden Formen an: 

x — 2xcoOs A+1=0, (q,) 

x L2meoa\+1= 0. (4,) 
Wir wollen annehmen, daß die Gleichung (g) die erite Form (q,) habe, 
und feben: 





x S cos. ꝙ + sing» VI, 
fo muß der Werth des Winkels ꝙ den Bedingungen: 
cos. 2np -- 2co.npg-ca\A +1=0, 
sin. 2np — 2sin.ngp «co A = 0 
genügen, was in ber That gefchieht, wenn man: 
2in ti 


cos. n — cos. A, folglich = - 


nimmt, wo i irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Die 2n Wurzeln ber gege- 
benen Gleichung werben alfo durch die Formel: 
2in ZA . lien -\ v_T 
x = cos. ———— + sin. ——— + —1, 


ausgebrüdt, worin man für i fucceffive alle ganzen Werthe von O bi n—1 
incl. ſetzen muß. Die reellen Factoren der Gleichung (q,) werden burd 
„die Formel: Ba 
x? — 2x co, Zu Zh +1 ® 
ausgebrüdt, und wenn die Gleichung (g) die Form (q,) Hätte, jo müßte 
man in ven vorhergehenden Formeln 2i + 1 für 2i ſetzen, um fie aufzulöfen. 
$. 81. Wenn man in der Moiore'ſchen Formel: — 
(cos. x + sin.x « V__-1P» = cos.nx + sin.nx - vV—1 (0) 
für vie Zahl nm ganze Werthe febt, fo hat jeder Theil der vorhergehenden 
Gleichung nur einen einzigen Werth und die Anwendung ber Formel erfordert 
weiter feine befondere Bemerfung; aber wenn ber Erponent n ein rationaler 


Brad ift, welcher immer, als auf feinen einfachften Ausdruck reducirt an⸗ 
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genommen werben muß, fo hat ber erfte Theil der vorhergehenden Gleichung 
nach der Theorie der Wurzeln der Einheit q verſchiedene Werthe, welche man 
erhält, wenn man den zweiten Theil dieſer Gleichung durch die Wurzeln des 
g’n Grades aus der Einheit multiplicirt. Nun werden aber nah dem Bor- 
hergehenden diefe Wurzeln durch die Formel: 


cos. zim + sin, zin .VTI. 
q q 








ausgedrückt, und man muß folglich, damit in diefem Falle die Moivre'ſche 
Kormel bie erforderliche Allgemeinheit befommt, fegen: 


(cos xt sin.x ⸗ — _ 
(cos P xısn.t x v1 )(cos 2im + sin. EA vi) 
q q q q 


= cos. px + Zi + sin, Pr + 2ir .v-. 

q q 

Da ferner p eine ganze Zahl und mit q prim ift, fo kann man”pi für i 
feßen, wodurch man die ele.antere Formel: 


(cos.x + sin.x » va) = cos. (6 + din )-+ein.2(=+2im) v- 


erhält, worin man für i alle ganzen Werthe von O bis -1 incl. fegen muß. 

$. 82. Die Formeln (D), (E), (F,), (F,), (G,), (G,), welde zur 
Transformation der Sinus und Cofinus der Bielfahen eines Bogens in Po⸗ 
tenzen des Sinus und Eofinus des einfachen Bogens, und umgelehrt, dienen, 
müffen auf ähnliche Weife modificirt werden, wınn bie Erponenten ber Poten- 
zen gebrochene Zahlen find, und diefer feine Punct der Theorie der Winkel- 
Schnitte ift durch die intereffante Abhandlung, welche Poinſot im Jahre 1825 
unter dem Titel: Recherches sur l’analyse des sections anygulaires heraus- 
gegeben bat, in ein helles Licht geſetzt. Wir wollen über viefen Gegenftand 
nun noch das Folgende mittheilen, welches ald weniger wichtig wie das Vor⸗ 
ee bei einem erften Studium übergangen werben kann. 

ei: 





Dx— cos.ux +ncos.(u—-2)x+ " a cos. (n — 4x + etc. 
j , (H) 
Px—sin.nx + nsin.(n—Q)x+ a sin. (n — 4)x ete. 


ſo verwandelt ſich die Formel (m) in folgende: 

(2 eos. xy) = Ox + PxVXI, 
welche nih den Rechnungen in $. 78 als für beliebige Werthe des Exponen- 
ten n gültig angefehen werben fann, wenn man annimmt, daß bie Binomial- 
formel für beliebige Merthe des Erponenten gültig ift, wie biefes in den mei- 
In „ehrbüßhern der Algebra unabhängig von der Differenzialrechnung bewie- 
en wird. 

Wenn n eine ganze pofitive Zahl ift, fo ift die Function Fx0 und bie 
Function Ox befteht aus einer endlichen Anzahl von Glievern, welche fid 
paarweife vereinigen, wie vorhin gezeigt iſt; aber im Allgemeinen find die 
zweiten Theile der Gleichungen (HA) Reihen von unendlich vielen Gliedern. 


Mir wollen der Zahl n den gebrochenen Werth ru beilegen, wo pı 4 
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ganze pofitive Zahlen bezeichnen, welche prim unter ſich find; fo Hat vie 
Wurzelgröße: 


P 
2 cos. x)« (r) 


q verfihievene Werthe, welche in dem Ausdrucke: 
(®= + 7x vZi)(eon — Zi + sin. rn 2i7 vi) 


enthalten find, der nach dem weiter oben Gefagten gleichbedeutend iſt mit: 


D(x + 2in) + Plex+?2in)- VCI, 
wo i alle ganzen Werthe von O bis qg—1 incl, erhalten muß. 

Wir wollen annehmen, daß cos. x pofitiv iſt und mit X den reellen und 
pofitiven Werth der Wurzelgröße (r) bezeichnen, fo erhält man die übrigen 
Werthe der Wurzelgröße, wenn man X durch die von 1 verfchievenen Wur⸗ 
yeln ber Einheit multiplieirt, d.h. die q Werthe der Wurzelgröße find in dem 

rude: 





x( cos. E. 2’ + ein. nr, Qn » vZi) 
q q 


enthalten , wenn man der Zahl i alle ganzen Werthe von 0 bis q — 1 iacl. 
eilegt. 

Es iſt alſo immer möglich ven Zahlen i, i’ zwiſchen dieſen Grenzen ſolche 
Werthe beizulegen, daß man hat: 


X (cos. I. 2ir +sin. 2.» 2ir. VD 
q q 


= P®(x-+ 2a) + Flex + 2in)Y —1, () 
oder was auf dasjelbe Kinausläuft: 


X (cos. Eur + sin. 2 2ur » VID 
1 q 


COx + 4x. V 1)C00s.t-2in + sin. — . in VD © 
und bie Aufgabe iſt auf bie Beflimmung ber correfpondivenden Werthe der Zah⸗ 
len i, i‘ zurüdgeführt. 

Wenn man in der vorhergehenden Sleihung x — 0 feßt, fo hat man: 


r A; 
PO) =0, CSU +NDI, X, =2%, 
alfo i = 3. und die Formel (s) verwandelt fich folglich in folgende: 


X (eos P. 2in + sin. . 2m. V-1) 
q q 


= OCE + 2i7) + Fix + in) V—. 
Da man nun i — 0 nehmen kann, fo folgt, daß man für alle zwiſchen 
— 3 x und in Tiegenden Werthe von x, welche cos. x zu einem pofitiven 
Druche machen, hat: 

Ox —- X, 7 =0 (u) 
und allgemein hat man zwifchen dieſen Grenzen wegen ber Unabhängigkeit der 
beiven reellen und imaginären Theile von einander: 

dlx+2in) = X co... am, 
1 0) 
P(x+2in) = X sin. — . 2ir. | 
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$. 83. Wir wollen nun annehmen, baß cos. x negativ fei, indem x 
zwiſchen 1 und 3 = liegt, und mit X den reellen und pofitiven Werth der 


Wurzelgröße (— 2 cos. * bezeichnen, ſo haben wir: 
eo.xy — x_nı — Xfcos. m Ci’ + Ur+ein.. + 1)g-V-1] 
und man erhält folglich flatt der Gleichungen (s) und (t) die folgenden: 
X [ cos. rn Ci +1)a + ein. Q@r + Da: VZ]l= 
Dix + 2in) + Pix + 2in)-V-, (#’) 
X [cos. a4 1) + ein. —- Qu’ + Da- VZ]l= 


(dx + 7x» v’_1) (cos, — + 2it + sin. P .2in» VCD. (10) 


Die Zahlen i, i' müſſen wieder alle ganzen Werthe von O bis q—1 incl. 
anneptuen Tonnen und unter biefen Werthen muß man die einander entfprechen- 
en kennen. 


Wenn man nun x = r fest, fo werben alle Eofinus und Sinus, welche 
in den zweiten XTheilen ber Gleidungen CH) vorkommen, reſp. gleich 


cos. Pal sin, 7 7, fo dag man erhält: 


O() = (1 + X cos. 
Fr) (1 + 18 sin. 


r 
und X, iſt = 27. Aus der Gleichung (1) ergibt ſich alfo nach der Hin- 


r 
weglaffung des gemeinfchaftlichen Factors 27: 
cos. re (2i° + 1)r + sin. ar + I)» v— 


= (cos. Darm vo (cos. zit ein. in), 
q q 


= cos rei + 1)% + sin. rei . I)n» va f 
woraus fih i! = i und folglich : 
X [eos, Fr Ci 4 1)2 + sin. * (zi +1) 71] 
= O (x + 2in) + 7? (x Ri Zir) » VA 
ergibt. Dieſe letzte Gleichung at in die beiven folgenden: 


D(x + in) = X cos. Qi + 1)”, 
1 — 
(x + 2in) = X sin. ru Ci + Ur, 
und wenn man i — O febt: 
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Ox = X cos. £_ 7, 
q (a!) 
x = Xsin. 2m. 
‚4 

$. 84. Wir haben in dem Vorhergehenden voransgefeht, daß die Func- 
tionen O, 7 für alle Werthe von x vermöge ber Gleihungen CH) einen 
beflimmten Werth haben, ober daß man vermittelft diefer Gleichungen allein 
mit einer unbegrenzten Annäherung die Curven eonftruiren Tann, deren Abfciffe 
x und beren Orbinaten Dx, x ſind. Wenn aber biefe wefentliche Bedingung 
nicht erfüllt würde, d. h. wenn bie zweiten Theile ver Gleichungen (H) Feine 
eonvergenten Reihen bildeten, fo würden die erhaltenen Formeln illuſoriſch und 
hätten feinen beftimmten Sinn mehr. Nun wird aber bie geforderte Bedin⸗ 
gung, wie Cauchy gezeigt hat, nur bann erfüllt, wenn man dem Erponenten 
n pofitive Werte beifegt. 

Denn nach der Binomialformel hat man: . 
(d(—J=1 Ze 282 — en La, «E23 — etc., (E) 
welche Entwidelung fih nur für ganze pofltive Werthe des Erponenten n 
fließt und für jeden andern Werth von n in's Unendliche fortläuftl. Wenn 
H das Glied dieſer Reihe bezeichnet, welches i Glieder vor fih Hat, fo 
at man: 








Jit1 _ i—a .22 7° (0) 
ji i+1 1+ — 
i 


e größer alſo i wird, deſto mehr convergixt ber Werth bes Berhältniffes 
(0) 3 ki —S — welche größer, oder kleiner als die Einheit iſt, 
je nachdem der Zahlenwerth e felbft größer, oder Heiner als bie Einheit iſt. 
Die Reihe (E) convergirt alfo für alle Werthe von e, welche Fleiner find als 
die Einheit ($. 26). Außerdem haben alle Glieder diefer Reihe, für welche 
der Inder i größer iſt als der Zahlenwerth von n -+ 1 offenbar dasſelbe 
Zeichen, nämlich das Zeichen des Gliedes: 

n(I—n)(2—n) ...... (v—n) ori 

1+2+3...(+1) ef u, 
wo » bie zunaͤchſt Fleinere ganze Zahl als n bezeichnet. Die Reihe (e) tft 
alſo an der Grenze s = 1 convergent, ober divergent, je nachdem bie Größe 
(1—e)" gegen eine enbliche Grenze, gegen Null, over gegen eine unendliche 
Örenze convergirt, ee e gegen die Einheit convergirt. Wenn aber ber 
onent n pofitio ift, fo bat man: 

er voſ a) (1 - e (1- 1) =0, 
und folglich für poſitive Werthe von n: 


_ n n(1 —n) ni—n)2—n _ etc 
77 TE 55 Cr 





Da aber die Reihe (h), deren Glieder von einem gewiffen Range an, 
alle daffelbe Zeichen haben, convergent iſt ‚ fo find die Reifen (H), welche 
man erhält, wenn man jedes Glied der Reihe (h) durch einen Factor multi- 
plieirt, welcher bald pofitiv und bald negativ, aber feinem Zahlenwerthe nad 
immer Feiner als vie Einheit ift, um fo mehr eonvergent, und zwar für jeden 
Werth von x, fo lange der Exponent n einen pofitiven Werth erhält. 
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Die Formeln in den beiden ourbergepenben 66. gewähren den Bortheil, 
ba fie die Werthe der Funetionen Dx, Px geben, ohne daß man zu den auf 
ber Anwendung der Reihen beruhenden Näherungsrechnungen feine Zuflucht zu 
nehmen braucht. Wenn alfo die Functionen Ox, F’x für Werthe von x zwi- 
then — 4 zz und 4m durch die Gleichungen (u) und für Werthe von x zwi- 
fhen 17 "und In "duch die Gleichungen (@) gegeben werben, fo werben fie 
für alle pofitive Werthe von x <(2q— !)r durch die Formel (v) und (v‘) 
beflimmt, und da man außerdem Be Form der Gleichungen (H) Hat: 

x = 2kqr), 
Px—= P(x 7 2kqgn), 
wo k eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, fo folgt, daß die Werthe der Func⸗ 
tionen Dx, für ale Werthe von x bekannt find, ober daß man für alle 
Werthe von x die Grenzen hat, gegen welche die Summen der Reihen: 


a) 


cos. at & + cos. —6 —D — 62 .c08.[ — —J etc., 
ein. + & + sin. (2 465 —R eic., 


sonvergiten, Denn bie Zahl e, indem fie immer Heiner als 1 bleibt, ohne 
Ende gegen die Einheit ndergitt. 


Es ſei z. B. n * tr - 4, fo bat man für die Werthe von x 
zwiſchen — Zr und x, Dx=N 2cosx, 
zwiſchen und m, Bx=N —%cos.x eco. rm N 2cos.x, 
zwiſchen Sr und 2 n, Ox X 2 cos. x + cos. r=—. 7 2c0s.x, 
zwiſchen * und 4 n, Ox 2 — %008.x0086. 7= Y 2cos.x, 
zwifchen Zr und 2 m, Dx— X 2.cos. x + cos. Sr=— * —— 
zwiſchen * and nv, Di = X —2cos.x « con. =— N Zconx, 


worauf die Werthe von Dx periobifch wieder bie halben Werthe durchlaufen. 
Folglich Hat die Curve, deren Ordinate Ox iſt, die in Fig. 29 angegebene 
orm. 
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Drittes Kapitel. 


Beftimmung des Werthes der entwickelten Functionen von einer 
einzigen veräuderlichen Größe, wenn fie für einen befonderen Werth 
diefer leßtern nnter einer unbeftimmten Form erfcheinen. — Beftims 

muug der Maxima und Minima folcher Functionen. 





I. Beftimmung bes Werthes der entwidelten Bunctionen won einer einzigen verän« 
derlihen Größe, wenn fie für einen befonderen Werth dieſer letziern unter 
einer unbefimmien Form erfcheinen. 


$. 85. Wir wollen und in dieſem Kapitel mit zwei wichtigen Anwen⸗ 
dungen ber Differenzialrechnung befchäftigen, und zwar zunächft mit ver Be- 
fimmung des Werthes einer Function von x, welde für einen befonderen 


Werth x, von x unter ver unbeftimmten Form T erfcheint. 


Die Aufgabe Läuft alfo darauf hinaus, die Grenze zu beflimmen, gegen 
welche die Function: 


eonvergirt, wenn x gegen den Werth x, convergirt und bie beiden Functio- 
nen fx, Fx zu gleicher Zeit für diefen Werth von x verfihwinden ($. 28). 


Nun hat man aber: + dek far fra) 7X 
A “ Fir Fardı)- Fa 
und für ben Werth x,, welcher fx und Fx verſchwinden macht: 





+ fx 
As+fx Ax 
IST SI 
4x 


folglich wenn man zu der Grenze übergeht: 
— fx, 
Pro Fix, 
0 
Wenn bie Sunctionen: fx, F/x ebenfalls für x — x, beide verſchwänden, 
ivie die Functionen fx, Fx, ſo ergäbe ſic ganz auf dieſelbe Weiſe, daß 
IB < , 


Pro Fu, 


0 
wäre, u. f. fe Der auf viefe Weife beflimmte Werth von yx, fann übrigens 
Aufl, oder mendlich fein, 
Wenn der Werth x, die beiden Kunctionen fx und Fx unendlich machte, 
fo würde er die Functionen: j 





I, 1 

fx’ Fx' 

beren reſp. Ableitungen der erflen Ordnung 
f!x F'x 


fx) ' (Fr) 


find, verfihwinden machen. Dean hätte folglich: 
1 1 


woraus folgt: 








fx, _ ‚x, 
Fx, T FF, ’ 
Hieraus fchließen wir alfo mit Cauchy, daß die Negel zur Beftimmung 
des Werthes von px, diefelbe bleibt, die Function — mag unter der 
0 
0 


einen ober unter der andern ber unbeflimmten Formen T - 2 ericheinen. 
— 


$. 86. Durch Anwendung dieſer Regel findet man in Verbindung mit 
ben im et Kapitel gegebenen Regeln des Differenzireng : 
1) für x = 0: 


a'—b! == loga— log.b = log. (--) ‚ 


x 
log. (—) 

x sin.?x 
— — — x 








= 2sin.xcos, x, 














cot.x 
x—sia.x 1— cos.x sin.x cos.x 1 
ga Sa =. T 5T7 
sin.’ x Jein.?x cos.x _ dsin.x (2cos.?x — sin.! x) 
x —sin.2x — 1— co.2x — 2 sin. 2x 
__3cos.x(2cos.2x — T7sin.?x 3, 
— 4 cos. 2x 2 2 
2) fürx = 1: 
log.x 1 _ 1 
1 ı 0 
xs—1 1 1 
— ax nm’ 
14a! vs + vera _ 3 
—7o = —-—- / 
a — sy —1—1 2 
Ara rr+tavi_ 1: _g 
vıa_i — x — 0 
vi 


$. 87. Wir wollen annehmen, daß fich die Function Fx auf x reducirt, 
und daß die andere Function fx die Eigenſchaft befigt, mit x zugleich Null 
ober unendlich zu werden und unterfuhen, was für ein Verhaäͤltniß zwifchen 
biefer Function und der Veraͤnderlichen x ftatt findet, wenn beide zu gleicher 
Zeit Null oder unendlich werben. Diefe Unterfuchung kommt auf die eben an- 
geftellte zuräd und man findet z. B. für x = 0: 


1 — cos.x__ 





md frx— w: 
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Hieraus fieht man, daß der Sinusverfus eines unendlich feinen Bogens 
gegen dieſen Bogen unendlih Fein, und daß der Logarithmus einer unendlich 
großen Zahl gegen diefe Zahl ebenfalls unendlich Fein iſt. 

Es fei nım die Curve zu unterjuchen, beren Gleichung 

y=xlogx 
iR. 

Für negative Werthe von x wird y imaginär umd die Orbinate y iſt po- 
fitio ober negativ, je nachdem die Werthe von x größer ober Feiner ale 1 
find. Um ven x = 0 entfprechenden Werth von y zu erhalten, fete man: 





1 
x, 
z 
fo erhält man: 
- log. z 
JS. 
Run ift aber nach dem Borbergehenden y= 0 für == w ober fürx—0, ! 
und außervem hat man: wat +tı Ar 
äy at — 
= log. x + 1, in. 
l 


welche Größe für x = 0 unendlich wird, fo daß die Curve die Are der y ım | 
Anfangspunfte der Coordinaten berührt. Diefes Beiſpiel kann zu dem bereits 
in $. 16 angeführten Beifpiele transcendenter Curven gezählt werben, welde | 
plöglich in ihrem Laufe unterbrochen werden, ohne daß eine Wiebervereinigung | 
zwilchen zwei Zweigen berfelben Curve flattfindet, wie biefes immer ber al- | 
gebraiſchen Eurven der Fall if. 

6. 83. Wenn alle Ableitungen von fx und Fx zu gleicher Zeit mit die⸗ 
fen Functionen ſelbſt Null oder unendlich würden und wenn burch die Anwen- 
dung der Regel in $. 85 der Fartor, welchen fie gleichzeitig Null oder unend⸗ 
ich macht, nicht herausgehoben würde; ſo würde das Verfahren unbrauchbar 
um man zuüßte den Werth von Ypx, durch befondere Methoden beftimmen. 

enn 3. D.: 





rt 


xk = Yı —1i + v1, 

F= Vx—1 
ift, und man ſetzt x — 1, fo verſchwinden diefe beiven Functionen und ihre 
Ableitungen aller Ordnungen werben zu gleicher Zeit unendlich, Aber wenn 
man x — 1 — » fegt, fo kommt: 

v1+2ı — Vz 
et: —itr 2 
VıG+2 
und wenn man Zähler und Nenner dieſes Bruches durch 
vV1+2+1— Vz 

multiplicirt und den gemeinfchaftlichen Factor Vz des Zaͤhlers und Nen- 
ners hinwegläßt, fo erhält man ben Austrud: 


** +1 Val 
welcher für = — 0 oder x — 1 gibt: 


yx —— 


v5 


$. 89. Bekanntlich Tann eine Function nicht für einen bejonderen Werth 
der Beränverlichen umenvlich werben, ohne dag alle ihre Ableitungen zu gleicher 
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Zeit unendlich werben (6. 35) und folglich muß die vorhergehende allgemeine 
Methode jedesmal unbrauchbar werben, wenn der Werth von x, für welchen 
fx und Fx verfchwinden, f!x und F’x unendlih maht. Dagegen kann man 
den Fall, wo die Ableitungen aller Ordnungen ber Sunctionen fx und Fx zu 
gleier Zeit verfchwinden, nur als einen Ausnahmefall betrachten, wenigftens 
ei Functionen, welche fi) mathematifch ausbrüden laſſen, und man hat daher 
Zunctionen angeführt, bei welchen dieſe Ausnahme ftattfindet. Wenn man z.B. 


fest, wo a und n pofitive Zahlen bezeichnen, wovon die erfte größer iſt als 
die Einheit, fo hat man: 





_nlgara ** _ inf nlog.a n+1 
in 7 fix = nlog. a a (er — a) etc. 
Wenn man x — 0 fett, fo wirb bie Größe: 
1 
= 1 
x — à "= 
axn 
unendlich klein oder Null, fo daß alle Ableitungen ix, ſUx, ..... unter der 
Form F erſcheinen. Wir wollen daher 
1 
—._z 
x 


feßen, fo kommt: 


" .a+zuti .a⸗ .a - 2(0 71)2 __ nr? 
nlog.a + z Mi nlog.a+(nlog.a+ z( (n+1) (art ) etc. 


azn . 27% 
und ber Werth x = 0 entfpriht z= 00. Num ift aber leicht einzufehen, 
daß jeder Ausbrud von der Form: 


x 





az" ‚ 


worin a, m und m pofitive Zahlen bezeichnen und a > 1 if, für ⸗ — o 
verſchwindet; denn wenn man auf biefen Ausdruck die Regel für die Beftim- 
mung bes Werthes ber Functionen, welche unter der unbeftimmten Form: 


oo 


0 0) 
erfcheinen, anwenbet, indem man ben Zähler und Nenner dieſes Bruches i mal 
hinter einander bifferenzirt, wo i bie unmittelbar größere ganze Zahl als m 
bezeichnet, fo erhält man für z = wo: 

. z» k 
aza — — ' 
wo k eine conftante Zahl und = eine Function ift, welche unendlich bleibt, 
wenn = unendlich if. Es verſchwinden alfo für x = 0 alle Ableitungen der 
Function fx, 
Wenn folglich : 
1 
— T — — 


fx — 4 Fx =b 
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feßt, wo b fowohl als a eine größere poſitive Zahl als vie Einheit und n’ 
eben fo wohl ald m eine pofitive Zahl iſt; fo verfchwinden bie Ableitungen 
aller Ordnungen des Zählers und Nenners des Bruches 


fir x — 0 und man fann folglich in dieſem Falle die allgemeine Regel nicht 
anwenden. Wenn n’ S n ift, fo fommt: 


1 
_f.\ x 
=(}) 
und der Werth x — 0 macht Yx zu Null ober unendlich, je nachdem a> 


oder < b fl. 
$. 90. Eben fo findet man, daß der Werth des Bruches: 


gegen Null, und der Function: 


gegen das Unendliche convergirt, wenn man für x eine immer Fleiner werbenbe 
pofitive Größe nimmt. Kolglich iſt der Werth der Function: 


— 
— 


© 
J — — ! 
x 


welche für x = 0 unter ber Form T erfcheint, Null, oder unendlich, je nach- 


dem man Null ale die Grenze der pofitiven ober als die Grenze der negativen 


Werthe von x betrachtet. Diefes rührt von einer Unterbrechung der Stetigfeit 
der Function y von der Art ber, welche für die analogen Functionen in 6. 16 
und 87 angegeben find. *) 


0 oo 
%) Außer den beiden vorhin betrachteten unbeftimmten Bormen "5, — Tün- 


nen auch noch andere, 3.8.0.@,0°, 0°, 1”, .... vortommen;z allein 
diefe laſſen fich immer auf die beiden erſten zurüdführen. Hai man 3. B. 
y — x). F(X) und iſt fix) — O, FX,) — , ſo daß y für x x. 
unter der unbeſtimmten Form O. co erfcheint, fo braucht man nur 








f(x) F(x) 
y-7z oder y= 7 
F(x) f(x) 


0 
zu ſehen, um y für x = x, auf die uubeflimmien Formen Ir. m 
rüdsuführen, deren Werth fi nach dem Borhergehenden finden Täßt. 
Wenn ferner y — [Fix)]!() if und man Hat für x = x, fucceffive: 
1) Fix.)=0, fix,)=0, 2) Fix,)=0, f(x )=0, 3) F(x )=1, f(x,)==0, 
fo erfcheint y xefp. unter den folgenden drei unbeftimmten Formen: 
Eournot, Theorie der Functionen ıc. 7 
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1. Maxima und Minima der entwidelten Zunctionen von einer einzigen 
veränderlichen Größe. 


$. 91. Denfen wir und die Reihe von Werthen, welche die Funchon 
y = fx annimmt, wenn man x alle möglichen Werthe beilegt, ohne daß y 


aufhört einen reellen und endlichen Werth anzunehmen. 


Wenn die Werthe von y, nachdem fie zugenommen haben, abnehmen, fo 
hat y in dem Intervalle einen Werth durchlaufen, welcher größer tft, als die 


unmitelbar vorhergehenden und die unmittelbar nachfolgenden Werthe und ein 
Marimum genannt wird. . Wenn dagegen die Werthe von y, nachdem fie 
allmählig abgenommen haben, wieder zunehmen, fo hat y in biefem Intervalle 
einen Werth durchlaufen, welcher Feiner ift, als die unmittelbar vorbergehen- 
den und die unmittelbar nachfolgenden Werthe und ein Minimum genannt 
wird, Hieraus fieht man, daß e8 möglich ift, daß eine Function, weder ein 
Marimum noch ein Minimum, oder daß fie mehrere Maxima und Minima 
babe, fo daß ein Minimum immer zwifchen zwei Marima und ein Marimum 
zwilchen zwei Diinima fallt. Die in Rede ftehende Aufgabe befteht nun darin, 
Die —* der unabhängigen Veraͤnderlichen zu beſtimmen, welchen Maxima 
und Minima der Function entſprechen, wenn es ſolche gibt. 

Der Deutlichfeit wegen wollen wir zunächſt annehmen, daß weder bie 
Function fx, noch ihre Ableitungen eine Unterbrehuung der GStetigfeit erfah- 
ven, wenn eine diefer Funchionen ein Marimum ober Dlinintum erreicht. 

In diefer Vorauſetzung ift einleuchtend, daß das Differenzial: 

dy = fix + dx 

das Zeichen verändert, indem es für ein Marimum ober Minimum von fx 
Null wird, in dem Falle des Marimums von Pofitiven zum Negativen, und 
in bem Falle des Minimums vom Negativen zum Pofitiven übergeht. Die 
gemeinſchaftliche Bedingung für das Maximum und Deinimum von fx wird 
alſo ausgedrückt durch die Gleichung: 

fx — 0 (1) 
und außerdem tft für das Marimum erforberlih, daß ſix vom Pofitiven zum 
Negativen übergeht, d. 5. abnimmt wenn x zunimmt und daß folglich 

"x <ß0. 

Aus einem ähnlichen Grunde ift in dem Falle des Minimums erforderlich, 
daß der aus ber Gleichung (1) abgeleitete Werth der Ungleichheit 

0 


fix > 
genigt. 

Aber wenn fx für denfelben Werth von x verſchwindet, für welchen t!x 
verſchwindet, fo entipricht der Werth von fx = 0 einem Marimum oder Mi- 
nimum dieſer legten Junction. Im erften alle ift fx dieſſeits und jenfeits des 
Werthes x negativ und fx nimmt für zunehmende Werthe von x beftäntig ab, 
während im zweiten Falle f!x Dieffeits und jenfeits des Werthes x negativ ift 
und fx mit x befländig zunimmt. Die Gleihung fx — 0 führt alfo, wenn 
zugleich die Gleichung fx 0 ftatifindet, weder zu einem Marimum noch zu 
eınem Minimum von fx. 

Aus demfelben Grunde führt die Gleichung ſux — 0 weder auf ein 
Marimum, noch auf ein Minimum von fix, wenn fix = 0 ift und wenn 


209%, 2%©° 3)1°. 
Aus y — [Fx)J) folgt aber log. y — f(x) log.. Fix) und: 
y- ge") » log ern) 
Man braucht alfo bloß ven Werth des Erponenten fix) . log... Fix), welcher 
für x = x, unter der unbeftimmten Form O0 . oo erfiheint, deren Werth ſich 
leicht nach dem Borhergehenden finden Täßt. 3. d. Ueberſ. 
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fx ſelbſt duch ein Marimum oder Minimum geht. Wenn fx durch ein 
Marimum geht, fo nimmt f’x für zunehmende Werthe von x ab, und gebt 
folglich durch Null vom Pofitiven zum Negativen über und fx geht durch ein 
Marimum. Ebenfo ergibt fih, daß in viefem Kalle das Minimum von fx 
das Minimum von fr zur Folge hat. 

Wenn man aljo zu gleicher Zeit 

ı«x_=0,('ıx=0 

bat, fo geht fx nur in fo fern dur ein Marimum oder Minimum, als fx 
felbf durch ein Marimum oder Minimum geht, d. h. in fo fern 

fu =0, fx <0, 
oder 

fx = 0, frx >0 
it. In diefem Falle jagt man nad ver Analogie, daß fx durch ein Marimum 
oder Minimum ber zweiten Ordnung gebt. 

Wenn man das Vorhergehende verallgemeinert, fo ergibt fih, daß bie 
Zunction fx für einen gegebenen Werth von x nur dann ein Marimum oder 
Minimum haben Tann, wenn der erfte nicht für dieſen Werth verfchwindenve 
Differenzialcoeffizient von gerader Ordnung ift, und zwar findet ein Dari- 
mum, oder Minimum ftatt, je nachdem dieſer Coefficient einen negativen 
oder pofitiven Werth annimmt. 

Alle dieſe Refultate laſſen fich verfinnlihen, wenn man die Function gra- 
phiſch durch die Droinate einer Curve darftellt. Denn die Gleichung f'x = 0 
drüdt ans, daß dic Tangente zu der Are der Abſeciſſen parallel ift und die Un- 
gleiheiten fx < 0, f!x > 0 drüden aus, Daß die Curve in dem Falle einer 
pofitiven Drbinate ihre Concavität oder Converität and in dem Kalle einer 
negativen Ordinate ihre Converität oder Concavität der Are der x zufehrt. 
Wenn endlih fx = 0 ift, ohne daß fx verfchwindet, fo erfährt die Curve 
eine Inflexion ($. 30), fo daß der Parallelismus ver Tangente zu der Are 
der x nicht verhindert, daß die Ordinate zu beiden Seiten des Berührungs- 
punftes zu⸗ oder abnimmmt. 

$. 92. Sp oft alfo die Function fx einen algebraifch ausgedrückten Dif- 
ferenzialcveffizienten F!x hat, erhält man nach dem Vorhergehenden die Werthe 
von x, welde größten over Fleinften Werthen der Function fx entfprechen, 
wenn man die Gleichung fx — 0 für x auflöft, und man unterfcheivet als- 
dann das Maximum von dem Minimum, wenn man die Wurzeln diefer Glei- 
Hung in die Funetion fx, und wenn biefe verfhwände, in fx für x fub- 
ſtituirt u. ſ. f. 

Es iſt aber zu bemerien, daß man oft nach der Natur der Aufgabe a 
priori weiß, daß eine Function fein Marimum over Minimum geftattet, ſo 
daß man alsdann das Zeichen nicht zu unterfuhen, fondern blos die Gleichung 
fx — 0 aufzulöfen braucht, wobei jedoch vorausgeſetzt wird, daß man zugleich 
weiß, daß die Wurzeln diefer Gleichung die folgenden Ableitungen nicht ver- 
ſchwinden machen. 

Wir wollen die allgemeine Regel auf die in $. 5 als Beiſpiel genom- 
mene Function: 





anwenden, fo haben wir 
x? — 20 x+ 64 
fx ——— —. 
(x — 10)? 
Die anfzulöfende Gleichung if: 
2 _-Wı + H4=0, 
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deren Wurzeln x — 16 und x = A find. Ferner findet man: 
fx = a _ 
(x — 10)! 
welcher Werth für x = 16 pofitiv und für x — 4 negativ wird. Der Wurzel 
16 entfpricht alfo ein Minimum und der Wurzel 4 ein Marimum. 
Wenn 


fo findet man: 


fx = er + 2 cos. x + ©”, 


fx = e! — 2sin. x — ec, 
fıx ze — 2 cos. x + ©”, 
fix = e + 2sin. x — ee”, 
frx = e: 2 eos. x 4 e-ı = fx, 


Der Werth x = 0, welcher ſix, ſux, ſiux verſchwinden macht, gibt für 
frz den pofitiven Werth 4 und ber entfprechende Werth von fx, welcher eben- 
falls = 4 ift, bildet folglich ein Minimum diefer Function. 

$. 93. Nun fann es aber gefchehen, daß die Function fix das Zeichen 
verändert, indem fie durch das Unendliche geht, und daß fx nichtsdeſtoweniger 
nur eine Gtetigfeitöunterbrechung der zweiten Drbnung erfährt, fo daß das 
Differenzial: 

dy = f!xdx 
unendlich Mein bleibt CS. 35 und $. 54). Unter viefen Umftänden gebt yv 
durch ein Marimum oder durch ein Minimum, je nachdem dy vom Poſitiven 
um Negativen, oder vom Negativen zum Pofltiven übergeht; allein man muß 
ich hiervon direct durch die interfuchung der Function fx überzeugen, weil alle 
Ableitungen (x, fx, etc. mit fx zugleich unendlich werben, 

Wenn man z. B.: 

2 
fx = (x —1)3 
folglich: 


2 
fx = 4 @—1)3 


hätte, fo machte der Werth x = 1 die Function fix unendlich und fx ver- 

ſchwinden. Ueberdies if, daß fx negativ oder pofitio ift, je nachdem bie 

Werthe von x fleiner over größer als die Einheit find, während fx befländig 

pofitio bleibt, und folglich entipricht ver Werth x = 1 einem Minimum von 

‚ &. Diefes iſt ver Fall, wo die Eure, deren Orbinate fx iſt, einen ber 
kleinſten Ordinate entfprechenden Rückkehrpunkt hat (Fig. 31). 

Wenn man dagegen: 


1 
x = (x—1)°, 
folglich : 


1 22 
= —@&-1) 3 


feste, fo machte ver Werth x = 1 die Function f!x wieder unendlich und fx 
zu Null; allein die Function fx veränderte bei ihrem Durchgange durd das 
Unendliche das Zeichen nicht mehr, während fx vom Negativen zum Pofitiven 
überginge und folglich weder ein Marimum, noch ein Minimum erreichte. 
‚ „Unter diefen Umftänden erfährt die Curve eine Inflerion und die Tangente 
im Inflexionspunkte ift auf der Abfciffenare fenfrecht (Fig. 32). 

enn bie Burgel der Gleichung f!ıx — 0 die Ableitung fx unenvlich 
macht, fo daß eine Stetigfeitsunterbrechung der dritten Orbnung für die Kunc- 
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tion fx flattfindet, fo muß man wieder direct unterfuchen, ob die Function 1’x 
vom Pofltiven zum Negativen, oder vom Negativen zum Pofitiven übergeht, 
oder vielmehr, ob fie verſchwindet, ohne das Zeichen zu verändern; denn im 
erften Kalle findet ein Marimum, im zweiten ein Minimum und im britten 
weder ein Marimum noch ein Minimum flatt. Diefe drei Fälle finden refp. 
für die folgenden drei Functionen ftatt: | 

xk= — (x — 1), k=(x— 7°, k=(x— „8. 

Endlich iſt der Hall, wo alle Ableitungen einer Function zu gleicher Zeit 
verſchwinden (6. 89) offenbar einer von den Fällen, auf welche wie allgemeine 
Regel zur Beſtimmung der Maxima und Minima nicht anwendbar iſt. 

Die befonderen Marima und Minima, wovon in dem gegenwärtigen $. 
die Rede gewefen ift, verifeiven das Kepler’ihe Prineip ($. 6) nicht, und 
ihre Theorie iſt bei der Anwendung auf phyfifalifche Aufgaben von geringer 
Grheblichkeit, weßwegen wir und auch dabei nicht Tänger aufhalten wollen. 
Dagegen veranlagt und die Wichtigkeit der Theorie der gewöhnlichen Maxima 
und Minima, biefelbe noch durch die Unterfuchung der drei folgenden Aufgaben 
zu erläutern, welde in die Phyfif oder in Die angewanbte Geometrie gehören. 


$. 94. Aufgabe 1. — Eine auf eine horizontale Tafel AB 
(dig. 33) geftellte Scheibe m wird durch ein Tiht F erleuchtet, 
deffen Fuß B fih in einer unveränderliden Entfernung von ber 
Scheibe m befindet; aber weldhes man nach der Berticale BE 
auf- oder abwärts bewegen fann, und man fol! nun beflimmen, 
in welcher Höhe das Licht befeftigt werden muß, damit Die Scheibe 
am ftärfften erleuchtet wird. 
Die Dimenfionen der Scheibe und des leuchtenden Brennpunktes werben 
gesen die gegenfeitige Entfernung berfelben als Größen betrachtet, welche ihrer 
leinheit wegen vernachläffigt werben fünnen, und außerdem ıft aus der Theorie 
und Erfahrung befannt, daß die Intenfität des von einem leuchtenden Punkte 
auf ein Flächenelement geworfenen Lichtes im birecten Berhältniffe des Sinus 
des Winkels fteht, welchen bie Lichtſtrahlen mit dieſer Fläche bilden und im 
umgefebrten Berhältniffe des Quadrates der Entfernung des erleuchteten Flä- 
dhenelementes von dem leuchtenden Punkte. 
Es fei a die unveränderliche Entfernung mB des Mittelpunktes der Scheibe 
vom Zußpunfte der durch den Teuchtenven —* F gezogenen Verticale, x der 


veränderlihe Winfel BmF, ö = — m die Entfernung mF, fx die Inten⸗ 


fität des auf die Scheibe fallenden Lichtes und A die Intenſität des Lichtes, 
weiches fie bei fenkrecht einfallenden Strahlen und in einer der Längeneinheit 
gleichen Entfernung vom leuchtenden Punfte erhält; fo bat man: 


A sin.x A . 
— Bin, X CoSs.Ix, 
Ö? — a2 
Die Gleichung ſix = 0 iſt in dieſem Falle: 


cos3 x — 2cos.x sin? x = (0 





x 





und zerfällt in: 


\ 
co. x O, tannx = + —. 
— “2 
Ferner hat man: 
fx = — + (Isin.?x— 7) ain. x, 
a 


2 g am m Im 2% 
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und die Auflöfung cos x = 0 gibt: | 
ſx — O, sux +1, = + = 

Die negativen Werthe von x ober von sin. x würden für fx negative 
Werthe geben, und entiprechen daher ber Aufgabe nicht in dem Sinne, wie 
fie aufgeftellt ıft, obgleich man annehmen Tann, daß die Werthe von fx als 
pofitio oder als negativ betrachtet werben, je nachdem die obere oder bie un- 
tere Fläche der Scheibe erleuchtet wird. In der That ift einleuchtenn, daß 
die Intenfität des auf die Scheibe fallenden Lichtes ohne Ende abnimmt, wenn 
ver leuchtende Punkt ohne Ende aufwärts bewegt wird, und folglich kann hier 
nur von einem mathematiichen Minimum die Rede fein, welches fich phyſiſch 
nicht realifiren Täßt. 

Die Auflöfung: 











1 
taug.x = - —, 
Y?2 
welche nus allein intereflirt, gibt: 
fx = — + A wo,‘ 
3 22’ v3 a3 


IV 
und entfpricht dem gefuchten Marimum. 

5. 95. Aufgabe 2. — Auf der geraden Linie, welde zwei 
Wärme ausfirablende Punkte verbindet, den Punkt zu finden, 
welder am wenigfien erwärmt, wenn ſich diegIntenſität der ſtrah— 
enden Wärme im umgefehrten Verhältniffe des Dundrates der 
Entfernung von dem firablenden Brennpunkte ändert. 

Wir wollen annehmen, daß fich bie Intenfitäten der firahlenden Punkte 
A, B in ber Einheit ter Entfernung wie die Zahlen a? und 83 verhalten. 
Dur a wollen wir die gegenfeitige Entfernung der beiden Punfte A, B und 
durch x die Entfernung des erhißten Punktes von dem firahlenden Punkte A 
bezeichnen; fo wird die Intenſität der ftrahlenden Wärme, welche diefer Punkt 
erhält, ausgebrüdt durch: ⸗ 

a? 3 


x? + (a— x)? j 
und diefer Ausdruck wird zu einem Minimum gemacht, wenn man 
23 283 


«= 


(x — + = 
x3 (a— x)? 
fest. Die Wertfe x = 7 oo genügen biefer Gleihung und machen fx ver- 
ſchwinden; aber die geſuchte Auflöfung wird erhalten, wenn man 
a 


a+ß 











P?xs? = a? (a—ı)’!, oder x * 
fegt, und da die Ableitung: 
fx = 6 a —— | 
=: [ta 
ftets poſitiv bleibt, jo folgt, daß die Auflöfung einem Minimum entſpricht. 
Endlich entfprechen die Wertfe x = 0 und x a, melde fix unenblih ma- 
en und für welche fx dieſelbe Stetigfeitsunterbrechung erfährt, keinem Mari- 
mum in bem gewöhnlichen Sinne des Wortes, Diefe unendlichen Werthe von 
fx find auch aus ähnlichen Gründen, wie bie bereits in 8. 4 angeführten 
phyſiſch unzuläffig. 
. 96. Aufgabe 3. — Wenn man die Höhe h einer vertica- 
len Linie AB (dig. 34) meffen will, fo mißt man von ihrem Fuß— 
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punfte B ans eine horizontale Ränge BC —b und beobachtet den 
Binfel BCA xX, und alsdann bat man: 
h= b taug. x, (2) 

Man foll nun die willkührliche Bafis b fo wählen, daß man 
das vortheilhaftefte Dreied befommt, d. h. das Dreied, welches 
die Eigenſchaft hat, daß vemfelben Fehler bei ver Meffung des 
Winfels x der fleinfte Fehler der gefuhten Höhe A entipricht. 

Wenn man flatt des genauen Winfeld x einen etwas davon verfchiedenen 
Winkel x + Ax beobachtet, fo kann ber ſich daraus ergebende Werth der ge= 
ſuchten Höhe duch h + Ih ausgedrückt werben, und man hat nahezu ; 


Ah ——— Ax = . dx. 
Soll alſo das Berhältnig des Fehlers Ih an dem berechneten Werthe 


x cus.?x 
zu bem Deobachtungsfehler Ax ein Minimum werben, fo muß der wahre Werth 
des Winfeld x ımd der davon abhängige Werth der Baſis b den Factor: 
b 





cos.?x 


zu einem Minimum machen, d. h. wenn man für b feinen durch die Gleichung 
(2) als Function von x und h gegebenen Werth fubflituirt, den Factor: 
h 


tx 008.2x ' 
Die Aufgabe läuft alfo darauf hinaus, die Function: 
fx = tang.x cos.?x == sin.x cos.x 
zu einem Maximum zu machen. 
Nun bat man aber: 
x = cos.?x — siu.?x, ſUx = — Asin.x cos.x, 


und dag geſuchte Marimum entfpricht fofglich : 


ix ex —_, b=h, L 


7 
Dieſes iſt die bekannte praftifche Regel, welche man fo zu ſagen in— 
ſtinetmaäͤßig findet, wovon aber nur die Rechnung einen ſtrengen Beweis ge- 


fann. 
Die Anuflöfung: 


1 


sin.x — — — 
v2 
loͤßt die Aufgabe analytifch auf; allein fie bat nach den geometriſchen Bedin- 
gungen der Aufgabe feinen Sinn mehr. 


$. 97. Es ſei y — ſx, x — Yt, fo hat man: Zn 
dy fir: gu : nr ⸗ f Fe 
dt ! dm _.. 
und folglich zerfällt die Gleichung: . A AA 
dy . d as. 
— 0 
dt 


von ſelbſt in bie beiden anderen: 

x=0,gyt=0, 
wovon jede Maxima oder Minima von y, als mittelbare Function von t be= 
trachtet, beſtimmen Tan, Aber wenn bie ans der Gleichung fx — 0 abge- 
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feiteten Zahlenwerthe von x größer find, als der größte Werth ber Function 
gt, over Heiner als ihr Meinfter Werth, fo müſſen diefe Auflöfungen als ber 
Aufgabe, welche in der Beftimmung der Marima und Minima von y, wenn 
t die unabhängige Veränverliche ift, befteht, nicht entſprechend verworfen werben. 

Wenn man alfo die Werthe von x, welche ven aus der Gleichung y’t = 0 
abgeleiteten Werthen von t entiprechen, nach der Folge ihrer Größe orbnet, fo 
müffen die Wurzeln der Gleichung fx zwifchen die beiden äußerſten lieber 
diefer Reihe fallen, 


Yiıertes Kapitel, 
Taylor'ſche und Maclaurin’idhe Formel. 





1) Taylor’fhe Formel. 
$. 98. Die Erzeugung der Ableitungen der verfchiedenen Ordnungen führt 
auf die Entwicelung der Functionen in Reihen, welche nach den ganzen un 
fleigenven Potenzen der unabhängigen veränderlichen Größe fortfchreiten. Diefe 
wichtige Theorie, welhe man aus mehreren Gefichtspunften betrachten Tann, 
fol der Gegenftand des gegenwärtigen Kapitels fein. 
Wenn wir, wie im A'n Kapitel des erflen Buches durch: 


, ‚Jr Yır Iaı Var +++ Jar 
die Werthe einer Function fx bezeichnen, weldhe den Werthen : 

x, X Ax,x+ 29x, x-+3Ix,...x + n%x 
der unabhangigen Veraͤnderlichen entiprechen, fo haben wir nach 5. 43: 


— m) =r+ 24,4 On, 


4 slo—1)n—2) Iy+...+ I, 


1+2.3 


Diefe Gleichung kann man auch auf folgende Form bringen: 

















Ax Afx n2 Ix? 1 42 fx 
f As)=f Der, IE - (1-— j x 
Gras)=lt —- zu +73 (7 Axt 
n> Ax3 { 2 42ſx 
NS) tn 








nı Ix" 1 2 3 n—1 Artz 
+ re = —N--)- 1) me 
und wenn man aAx — h ſetzt, fo verwandelt fie fi in: 


@+W=fs+l. Afx h2 1 Atfx 


% 


7 + 1 a Ax? 
h3 1 2 42fx 
+ A) tt 


a" 1 2 3 n— 1 A⸗efx 5 
1.23 MM (i — 1 ——Yi 40 — D ) ’ "Am . (6) | 


Wir wollen uns nun vorftellen, daß das Intervall Ax ohne Ende abnim 
indem bie Zahl n ohne Ende vergrößert wird, und zwar fo, daß das Produ 











— —— — 
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n-fx immer ber conſtanten Größe h gleich bleibt; fo nimmt die Anzahl ber 
Glieder, woraus der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung beftcht, fort- 
während zu, und bie, Berhältniffe: 
Afx Alf HI’fk 
I’ Au! gut 
convergiren gegen die Grenzen: 
dfx d?fx d3fx 
| — 4 
oder: 
fix, fx, fix, ...... 
Ferner convergiren die Brüche: 
1 


-96-B) 
a) 


v..’er oo oo yo 0 0 0 00 


(—2X1-2%:-2) lt), 


alle gegen die Einheit, indem i eine beliebige pofitive Zahl < n bezeichnet, 
welche während des Zunehmens von n conftant bleibt. Man kann alte ‚ wie 
groß die Zahl i auch fein und welchen Werth man dem Zuwachſe h auch bei= 
legen mag, bie Zahl n doch immer fo groß annehmen, daß die Summe ber 
i + 1 erften Glieder des zweiten Theiles der Gleichung (a) beliebig wenig 
son der Summe: 

n - fx, (b) 

| 


Gr ray gu 4 a u -. — — 
1 12 1.23 1+2.3.... 


verfchieden ift, wobei wir annehmen, daß die Zunctionen fx, fix, fix, „fx 
fänmtlih endliche Werthe behalten, weil fonft vie vorhergehenden Schlüffe 
nicht flattfinden würden. 

Diefes berechtigt ung jedoch noch nicht, die Function FCx-+-h) als die Summe 
der ins Unendliche fortlaufenden Reihe (b) zu betrachten (8.24). Denn wenn 
man in der Weihe (a), wovon wir ausgegangen find und welche der genaue 
Werth von f(x + h) ift, das Glied vom (v + 1)" Range betrachtet, wo v 
eine zwoifchen i und n liegende, aber weit größere Zahl als i und mit u ver- 
gleihbar ift, bezeichnet; ho redueirt fich dieſes Glied nicht mehr nahezu auf: 


__ b 0% 
1 + 2 ‚ 3 0. 9 ' 
weil fih der Factor: 


903) 9-5) 


nicht mehr nahezu auf die Einheit, fondern im Gegentheil für Werthe von », 





welche ver Zahl n fehr nahe lommen, ſich nahezu auf Null redueirt. 


Aber wenigftens fann man immer feßen: 
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ha hi oe h? (ug 4 
(x+b) = f +7 + x 4 1.9.3 x+ 
hi | 


wo R; eine unbefannte Function von x und h bezeichnet, und wenn wir bie 
Bedingungen aufftellen, daß der Werth diefer Function zwifchen Grenzen fällt, 
welche fi für ohne Ende zunehmende Werthe des Inder i ohne Ende zufam- 
menziehen laſſen; fo haben wir eben dadurch die Bedingungen beftimmt, unter 
welchen bie Function f(x + h), als die Summe der ind Unendliche fortlau- 
fenden Reihe (b) betrachtet werben kann. 


Ss. 99. Zu diefem Zwede wollen wir zunächft bemerfen, daß, wenn eine 
Function ph für h — 0 verfchwindet und ihre Ableitung g’h zwifchen ven 
Örenzen O, h daſſelbe Zeichen behält, ohne durch das Unendliche zu gehen, 
die Function ph daffelbe Zeichen hat, als y’h; denn man kann fie, als die 
Summe unendlich Fleiner Elemente betrachten, welche alle daſſelbe Zeichen ha- 
ben, wie p/h. Wir fehen voraus, daß die Veränverlihe h unabhängig und 
die Grenze h pofitiv ıft, und für eine negative Grenze würden bie Refultate 
bie umgefehrten fein, 


Diefes vorausgefegt, wollen wir nun, wie e8 geftattet ift, ver unbefann- 
ten Sunetion BR: die Form: 


fix + R;, 


hit1 
RB; = — —— _ —_ 
1+ 2 + 3 ..,. (+1) 
geben, wo eine anbere unbefannte Function bezeichnet; fo beflimmt man 


offenbar die untere und obere Grenze von R;, wenn man Zahlen P, @ von 
ſolcher Beichaffenheit angibt, daß für alle Werthe von h: N ⸗ 


PC(Xx, h) 


+ + fc} 15 fix + 1635 flüx 4 1 
j 


hit 
— — pl 
1.23... (i + 1) \ > o, 


h3 («) 
ga vo. 
ET 


al<ı. 


+ tox + 


h' 
1+2+3 onecl 


( h h? 
fiix+ h) — * 4 Tr fx + 





h. hit 


———_ f ik — — 
+ Le2r3....1 ' + 1+2.3..(1 + 1) 


iſt. 
‚Es bezeichnen h, Pah bie erſten Theile dieſer Ungleichheiten, fo ver⸗ 
ſchwinden. die Functionen , 9, , wenn man darin h= 0 feht, und folg- 


lich werben dieſe Ungleichheiten nach der vorhergehenden Bemerkung erfüllt, 
wenn für alle Werthe von h: 


d + h d ® h 
, yp',h — - > 0, y',b= m < 0, 
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f(x+ bh) — I + +— fix + — füx +. . 
hÜ-n) ⸗ / X 
- fin N. 
t 2.83.. room — 3f260, ce 
f(x+h) — je + + & fx + 17 fix 4 
ho; — — Be 
t + 35, 80. 
iſt. 
Aber 4',h, 9',h find auch Funetionen von h, welche für h = 0 ver- 


fwinden ; folgtich werben bie Ungleichheiten (e) und mithin die Ungleichhei- 
ten (c) erfüllt, wenn man hat: 


gun "fh >0, gun 9 og, 








dh? dh? 
oder: 
h hi-2 \ ) — Sn 
fu — Mix L__ gi u 
(x+h) — st Met da 3 fifn'x 
+ >0 
* 1.2. Eee) Kath (ce 
f(x +h) — + Prtut uni) h t: 3 
h'—1 
t 23.0) al<a. 


Wenn man diefe Schlüffe weiter fortfeßt, fo gelangt man nah i + 1 

fuceeffiven Differenzirungen zu den Ungleichheiten:: 
torn («+b) —P>0. | ceitr), 
td x + bh) —QA<O, 

Nun werben aber dieſe letzten und folglich auch bie urfprünglichen Un⸗ 
gleichheiten (c) erfüllt, wenn man für P und @ refp. den Heinflen und ben 
größten Werth nimmt, welchen die abgeleitete Function: 

fttıy 
für die zwifchen x und x + h liegenden Werthe von z annimmt. 
Wenn diefe Function von x bi6 x + h befländig zu⸗ over abnähme, fo 
fonnte man fehen: 
P = fitl(x), Q = fit) (x + bh), 
ober umgelehrt: 
P=fltdD(x+b),@ = fÜtt (x) 
Der Reſt BR; wird alfo ausgedrückt durch : 
hit! 
— tt h 
1+2+3 0... (i + 1) Ge + 0 I 


wo 6 eine zwifchen O und 1 lie ne unbefannte Zahl bezeichnet, ſo daß 
x+ Oh zwiſchen x und x + h 
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Wir ſetzen demnach: 





be be ae er 
&+h)=hk+r— fr} 15 xt 253 x + .. 
Hr + fine + 0b). (a) 
1+2+3...i 1.23 .. (+1) 


Wenn num die Zahlenwerthe der Functionen: 
fiiti z 


für alle Werthe von z zwifhen x und x + h und für alle möglichen Werthe 

des Inder i eine gewife Grenze A nicht überfchreiten; fo hat man numerifd: 
hiri\ 

und alsdann fann man, welchen Werth h auch haben mag, den under i im⸗ 

mer fo groß annehmen, daß R,; Feiner wird, als jebe gegebene Größe. In 

diefem Falle iſt folglich die Function f(x + h) die Summe der ins Unendliche 

fortlaufennen Reihe (b), was wir auf folgende Weife ausorüden wollen: 


4 h2 3 

fi = — fi —— fllx fux 4 etc. B 
x«+h)=f+ 1 l'x+ 12 + 1:23 + (B) 

Diefe Formel führt ven Namen des englifchen Geometerd Taylor, wel- 
cher fie entvect hat, und fie wird in der Analyfis fortwährend angewandt. 
Dean bat eine Menge von Beweifen für diefe Formel gegeben. Der vorher- 
gehende, wie wir benfelben dargeftellt haben, fiheint uns vollfommen fireng zu 
fein, und wir haben denfelben nicht blos deßwegen vorgezogen, um uns bem 
von dem Erfinder eingefihlagenen Wege möglichft zu nähern, fonvdern auch, weil 
ung derſelbe fehr dazu geeignet zu fein feheint, den Sinn und die Ausdehnung 
der Anwendbarkeit diefer Fundamentalformel genau zu fixiren. 

$. 100. Es wird jedoch nicht unzweckmäßig fein, bier noch eine andere 
Deweisart hiefer Formel mitzuteilen. Zu dem Zweite fann man immer fegen: 


fx+M =fkx-+bhylx, h), 
wo bie unbefannte Fnunetion 9 fo beichaffen fein muß, daß ſich das Glied 
hg(x, b) für h= 0 auf Null rebueirt, Hieraus ergibt fih der Ausdruck: 
f h) — f 
der net 2 = / 


R,< 








welcher unter ber Form 2 erfcheint und fich befanntlich anf f!x reducirt, wenn 


man darin h = 0 ſetzt. Wir können demnach ſetzen: 
9x, )=fx +hy,c, bh), 
woraus folgt: 
f(x+h)=f-+ — fix + h?29, (x, b), 


9,6, h) N De 


Diefer Ausprud von p, rebueirt fih für h = 0 wieder auf „ . Wenn man 


bie allgemeine Regel in 6. 85 auf den vorhergehenden Bruch anwendet, indem 
man von dem Zähler und Menner veffelben in Beziehung auf h die Ableitun- 
gen nimmt; fo erhält man: 
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f(x + bh) — fix 
EEE er rg 


und wenn man von Neuem bifferenzirt, um bie noch ſtattfindende Unbeftimmtheit 
zu befeitigen, fo fommt: 
ſux 
9,(x,) = 7,7' 
worans folgt: 
fix+b)=fx + * x + nn [ "x +ho,(&, >] . 


Hieraus fieht man ſchon, daß man daſſelbe Entwirfelungsgefeb erhält wie 
vorhin, gorauf man die Grenzen des Reſtes R; auf dieſelbe Weiſe beftim- 
men muß. 

$. 101. Wenn man envlih die Grundregeln der Integralrechnung an- 
wenben will, welche bereits in $. 55 auseinandergefebt find, fo findet man 
nicht blos das Geleh der Taylor'ſchen Weihe und die Grenzen des Reſtes 
R;, fondern auch den Werth von R; durch ein beftimmtes Integral ausgedrückt 
anf dem directeften Wege. Denn von welcher Befchaffenheit die Function fx 
auch fein mag, fo hat man, wofern fie nur zwiſchen den Grenzen x und x+-h 
ftetig bleibt, doch immer: 


(x +) —-fo)= JA eo dx, 


Zur befferen Unterſcheidung der wirklichen veränderlichen Größe x unter dem 
Smtegrationgzeihen von dem in dem Ausdrucke ver Grenzen vorkommenden 
Werthe von x, fann man feßen: 


ıth 
fx +) — f = "re ax ’ 
x uxgıtr" u 
oder and, wenn man die veränderlihe Größe vertauſcht und Yyayd 
!=x+h — z, alſo dd’ — — dx feßt: (>* —R 


h 
ffix+h) — fx =— / «+ 9d= f(x +h — z)ds. 
h 0 
Die Formel (8) in $. 55 verwandelt fi, wenn man darin z für x feßt 
und für die untere Grenze der Integrale =, — 0 und für die obere Grenze 
derfelben = = h nimmt, in: 


h »b 
JS, 2 + lzds = ph + dh — 90) + YO) -S. ba + gladz. (d) 
0 0 
Wenn man in dieſer Formel 
gz = f(x +h — 2),dı ZZ is, 
folglich : 


90) = x +h), gh=fx, VO)=0, Yh=h, 
z=—fl(x+h-— s), Vs 1 
fest, fo fommt: 
y. h — z)ds = hf’x +/ ti +h— z)ds 
H (x+ = 0 ' 
und folglich: 
(«x«+b))=%k + * fx + / u +h— 2) ds. 
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Wenn wir nun in die Formel (d) die Vorausſetzung: 
ge = fix ), Js = ns 
folglich : 
N) =f'&+ bh), gh=f%x, CO) O, yh= - h2, 


= — h— 2), Va: 
einführen, ſo erhalten wir: 


1 
YA zf(x + h— 2) ds * y h?2fix + - WA z2ft x — zz, 
und folglich: 
f(xt+h) = fx + + 
Ebenſo würde man Rüben: 


C+NSRt+ + er + a 


+ N z3fr(x + — o)dz, 


und durch weitere hortſetun dieſer aan würde man finden: 


(x+WM)=fk+ + Pix + * —V—— 


ut —— fü if tn — 
+ + x pn Grade 


Wenn man nun, wie weiter oben buch P und R reip. ben Fleinflen und 
größten Werth von: 





fx + mas z2fli(x + h— 2) 42. 


(x 














fitl(x + h— es), 
für die zwifchen O und h Tiegenden Werthe von = bezeichnet, fo hat man: 


YA aiflirti) Cx + h— 3) dı> Pf z'dz, 

0 N) 

Phitt 

i+1’ 

it = a'dz (F. 59). Aus demſelben 


oder: | 
VA sifätl)lx +h_— z)dz > 
N) 





, , , z'tı 
denn die Ableitung der Function +1 


Grunde hat man: 





rin — Q hita 
j "ir ‘(x +h z) dz < <77T 
folglich fällt der Werth von R; zwifchen: 
Phiti d Qhit! 
123.GH0)  128.G0rn' 
und man bat ferner ven Ausdruck: 


JA fi 
R: u. —— — — ’ ir ) — 
123.0 zfitl(x + h— z)dz, (e) 
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deſſen Werth man vermittelft der fpäter zu erörternden Methoden genau ober 
näherungsweife berechnen kann, wenn bie Function f und folglich die Ableitung 
Kitl: gegeben if. 

$. 102. Wenn wir in der Formel (A) für x die Größe x und dann 
x— z für h feßen, fo verwandelt fie fich in folgenve: 


— x — 2 (x — 2)? (x — zZ) —, 
fx fz+ — 4 — — fa + ..+ 1237 fız}+-Qa,(y) 
wo der Kürze wegen 
_ (x — „Jitı 


a era] 


gefest iſt. 
Für i — 0 gibt die vorhergehende Formel: 
x=fz + (x— 2)! |z +0, (x— 2)]|, 
wo 0, wie 0 eine zwiſchen O und 1 Tiegende, aber im Allgemeinen von 6 
verfchiedene Zahl bezeichnet, und hieraus ergibt fih, wenn man p für f fegt: 
Ygx=gyr —) le +9, (x —:)]|. (4) 

Aber nach der Öleihung (4) bat man offenbar Yx — 0, und wenn man diefe 
Gleichung (9) in Beziehung auf = differenzirt, und bie fich gegenfeitig aufhe- 
benden Glieder hinwegläßt, fo bleibt: 


(x— 3) . 
, 


woraus folgt: 


g/[2+0,(x—:) l=— un gitn [z + 0,(x—:)] , 


Aus ver Sleihung (p') ergibt ſich alſo: 


und man fann in der Formel (A) für den Ausdruck des Reſtes: 


hiti 
— . fiitı) h 
1.2.3.. 64 1) xrel, 
den von Cauchy zuerft gefundenen gleichbeveutenden Ausdruck: 
== (1—0, hf + fit) 
TIL Fre x + 9,8) 


en. 
$. 103. Auf welche Weife man auch zu der Taylor’fchen Reihe gelan- 
gen mag, fo hat fie doch nur in fo fern einen Sinn, als man fich die erhal- 
tene Reihe von Gliedern durch einen Reſt ergänzt denkt, welcher in gewiflen 
Fällen Heiner werben kann, als jede gegebene Größe, und alsdann fann man 
die ins Unendliche fortlaufende Reihe als der gegebenen Function gleichbeveu- 
tenb betrachten. In diefer Vorausfegung muß zwar bie Reihe convergent fein; 
allein das Umgekehrte findet nicht ftatt, und die unendliche Reihe könnte con⸗ 
vergent fein, ohne dag der Reſt R,, welchen man immer direct berechnen muß, 
ohne Ende abnähme. In diefem Falle würde bie Taylor'ſche Reihe un- 
brauchbar und die Summe der convergenten Reihe würbe nicht mit ber gege- 
benen Function übereinftimmen. 
Um ſich von der Wahrheit dieſes Sapes zu überzeugen, braucht man nur 
zu bemerfen, daß die Function fx bes den vorhergehenden Betrachtungen als 





R, 


ſetz 
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eine beliebige Function voransgefeßt iſt, fo Daß fie fowohl eine mathematifche, 
als empirifche Function fein kann. Zur Anwendung ber erhaltenen Formeln 
genügt es, daß dieſe Function und ihre Ableitungen aller Ordnungen Feine den 
verfchievenen Werthen der unabhängigen Veränderlihen von x bi8 x +h incl. 
entiprechende Stetigfeitsunterbrechung erfahren. Da nun die Form der Curve 
y=fz zwilhen den Werthen ⸗ — x und z=x + h willkührlich iſt und 
nicht von der Form der Curve in der Nähe des Anfangspunftes abhängt; fo 
würde es ungereimt fein, wenn man annehmen wollte, daß die Größen: 
fx, fix, fx, Dex, ser, 

welche ſich alle auf den Anfangspunft beziehen, implicite den Lauf ber Curve 
in dem ganzen betrachteten Intervalle beftimmten. Die Function f(x + h) 
ann alfo im Allgemeinen nicht durch die Reihe der Größen fx, fix, ......, 
feibft wenn fie ins Unendliche fortlaufen, beftimmt werben. Aber ſobald man 
den Reſt R, in Betracht zieht, bei deſſen Beitimmung alle Werthe der Func- 
tion in dem Intervalle von x bi8 x + h in Rechnung gebracht werben müffen, 
verfehwindet diefe Schwierigkeit und es kann der Zuläfligfeit der Entwidelung 
nichts mehr entgegen ſtehen. 

Man fünnte zwar annehmen, daß, wenn in dem Intervalle von z=x 
bis = x + h zwei nicht iventifche Functionen fa, fa dennoch fo befchaffen 
wären, baß: 

fxofi, ff x fx, HM xx, cu 

wäre, wenigftens eine biefer Functionen für = = x eine GStetigfeitsunterbre- 
hung irgend einer Ordnung erfahren müßte, was ſchon hinreichend wäre, um bie 
Taylor'ſche Reihe nicht ins Unendliche fortlaufen laſſen zu fünnen und was 
auf den bereits erwähnten Ausnahmefall hinausliefe. In der That haben wir 
bereits in $. 37 angenommen und werben es fpäter beweifen, daß, wenn die 
Functionen fz, f,z explieite oder implicite durch algebraifche Gleichungen be— 
flimmt werden, die Reihe der Gleichungen (f) die Identitaͤt der beiden Func- 
tionen zur Folge bat, fo daß, wenn bie beiden Functionen in einem Theile 
ihrer Verlaufes denfelben algebraiihen Ausdruck und in einem anderen Theife 
ihres Laufes verfchiedene algebraiiche Ausdrücke hätten, fie nothwenbig bei dem 
Vebergange von dem einen Ausdrucke zu dem andern eine Stetigfeitsunterbre- 
hung irgend einer Orbnung erfahren würden. Aber nichts berechtigt ung, dieſe 
Bemerkung auf empirifhe oder auch nur auf transcendente Functionen auszu⸗ 
dehnen, wie Cauchy an einem fehr einfachen Beifpiele gezeigt hat. 

Wenn man 3. 2. 

1 
f\z=fı +e n 
fett, wo fz eine beliebige Function bleibt, fo haben wir in $. 89 geſehen, 
dag für = — O die Ableitungen aller Orbnungen der transcendenten Func- 
i 
tion e““, fo wie dieſe felbft verfchwinden, und man hat folglich für = — 0: 
fx — ſx, ff x fx, fl x fix, oe 
obgleich die Functionen f und f, für jeden andern Werth von z verfchieden 
eiben. 

Demnach iſt die Entwidelmg von f,b dur die Taylor’fche Formel 
nicht von der Entwidelung von fh verſchieden, und wenn die fo ins Unend- 
liche fortlaufende Taylor’fche Reihe convergent ift, und fh zur Summe — 
ſo wird doch dieſelbe Reihenentwickelung, obgleich ſie convergent iſt, falſch ſein, 
wenn man ſie auf die Function f, anwendet. 

Wir wollen im Allgemeinen mit qæ eine Funchon von = von folcher Be- 
ſchaffenheit bezeichnen, daß man für einen befonderen Werth = x habe: 
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=Zyx = px = pi use, 
unb es feien RO, RU) bie Refte ver Taylor'ſchen Reihe für die Zune 


tionen : 
fx +b),f, x +h)=f(x+b) + g(x + bh); 
fo muß man für jeven Werth des Inder i haben: 
RÖ—RO = g(< + h), 
was ſich übrigens auch leicht a posteriori vermittelft des Ausdruckes des Re⸗ 
fies in einem beitimmten Integrale wieder finden ließe. 

$. 104, Die Anzahl der Glieder, woraus die Taylor’fche Reihe be— 
ftept, iſt nur in dem einen Falle eine envlihe, wenn die Function fx eine 
ganze algebraifche Function iſt; denn wenn alsdann m den höchflen Exponen⸗ 
ten von x in biefer Junction bezeichnet, fo iſt die Ableitung der mien Ord⸗ 
nung eine conflante Größe und die Ableitungen der höhern Ordnungen ver- 
ſchwinden ($. 60). 

Wenn man fx — x“ feht, fo gibt die Taylor'ſche Reihe für einen be— 
fiebigen Erponenten m die Entwidelung von (x + bh)" und ſtimmt mit ber 
New ton'ſchen Binomialformel überein, welche dadurch, wie bereits in $. 66 
md 5.82 bemerkt ift, für einen beliebigen Erponenten bewiefen wird, und zu 
gleicher Zeit hat man: 

R. — m(m—1) 00000, (m—i) h 
— 14 2 + 3 .. | 0 


$. 105. Die Taylor'ſche Reihe hatte ihrer Allgemeinheit wegen fchon 
lange die Aufinerffamfeit der Analyften auf fih gezogen, als Lagrange die- 
felbe zur Grundlage der Theorie der Functionen machte, um dadurch, wie er 
glaubte, bei dem Uebergange von der Discontinuität zur Continuitäit die An= 
wendung jebes Hülfsbegriffes der Grenze, der Flurion, oder des unendlich Klei— 
nen zu vermeiden. Zu diefem Zwecke nahm Ragrange an, daß fich jene be- 
liebige Function ober wenigftens jede beliebige mathematische Function f(x -+ h) 
in einer Reihe von folgender Form: 


fx + p,%& bh" + g,x.h’ + g,x.h + etc. 
entwideln Täßt. Hierauf zeigte Lagrange, indem er fich auf die algebraifche 
Ratur der Function ſtützte, daß dieſe Potenzen weder negative noch gebrochene 
Erponenten haben können, fo Yange x und h unbeflimmt bleiben. Denn wenn 
die Reihe Potenzen von h mit negativen Erponenten enthielte, fo würden, 
wenn man h == 0 fette, die Glieder mit diefen negativen Erponenten unend⸗ 
lih werben, und folglich hätte fx einen unendlich großen Werth, was nur für 
particnläre Werthe von x ftattfinden kann. Wenn ferner die Reihe ein Glied 


mit einer Potenz von h mit dem gebrochenen Erponenten — enthielte, fo Hätte 


dieſes Glied nach den befannten Eigenfchaften ver Wurzelgrößen fo viele ver- 
fhievene Werthe, als der Nenner q Einheiten hat, fo daß f(x +h) für das- 
jelbe Syſtem von Werthen von x und fx mehrere verfchievene Werthe haben 
würde, was nur für gewiffe befondere Werthe von x und von fx ftattfinden 
fonn, ımd zwar aus demfelben Grunde, aus welchem nicht alle Punkte einer 
Emve Durchſchnittspunkte mehrerer Zweige der Curve fein Tünnen. 

Man tanz alfo annehmen, daß die allgemeine Entwidelung von f(x+h) 
durch die Formel: 

f(x+h)=fk+hop,x + h?y,x +h’y,x + etc. (h) 

ausgedrückt wird, und alsdann nennt Lagrange p,x bie Ableitung von 
fx und bezeichnet fie durch fx um bie zwilchen fx und p,x flattfindende ge= 

Cournot, Theorie der Functionen ıc, 7 


(x h — z)@-i-1dz, 
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genfeitige Abhängigkeit beffer anzudenten. Nachdem bie Art ber Ableitung fo 
befinivt iſt, findet er leicht das Geſetz, nach welchem die Functionen p, x, 
PaXı .... aus ſix abgeleitet werben, und drückt vermitielſt feiner Bezeich- 
nung die Taylor'ſche Formel auf folgende Weiſe aus: 
h h? h3 
— — —— flix 

(x+h)=fx + 1 fix+ 15 + 153 
Es brauchen nım für die Function fx blos die Elementarfunctionen x”, log.x, 
sin.x fubftitwirt zu werden, um durch befannte algebraifche Methoden vie erften 
Glieder der Entwicelungen der Functionen (x+h)"”, log. (x+b), sin. (x+h) 
nach den Potenzen von b, alfo bie erſten Ableitungen diefer Elementarfunctio- 
nen und folglich die Ableitungen der höhern Orbnungen biefer Elementarfunc- 
tionen zu erhalten. 

Auf diefe Weife fol nun nah Lagrange die Theorie der Funckionen 
auf eine bloße Anwendung der Negeln der gewöhnlichen algebraifchen Rechnung 
zurüdgeführt fein, und man fann wegen der weiteren Entwidelung dieſer 
Grundidee die beiden befonderen Werfe vergleichen, welche dieſer gi Geo- 
meter unter dem Titel: Theorie des fonctions analytiques und Legons sur 
le calcul des fonctions herausgegeben hat. 

Aber wenn gleich dieſe beiden Werke wegen des großen Namens ihres 
Berfaffers eine ganze Generation hindurch als die Grundlage des Unterrichtes 
in biefem Zweige der Mathematif betrachtet worven find, fo hat noch eine genauere 
und tiefer Unterfuchung gezeigt, daß man darin auf einen ber metapbyfifchen 
Paralogismen ftößt, in welche auch die größten Meifter verfallen fünnen, wenn 
fie durch Die Natur ihres Gegenftandes genüthigt werden, aus der willenfchaft- 
lichen Analyfis und Synthefis zu der Kritik ver Begriffe überzugehen, welche 
die Materialien ver Wiffenfchaft felbft bilden. 

In der That hat die Entwicelung in Reihen nur dann einen Sinn, wenn 
man auf eine convergente Reihe geführt wird, oder noch beffer, wenn e8 er- 
wiefen ift, daß ber Neft ver Reihe ohne Ende gegen Null convergirt, wenn 
die Anzahl der Glieder ver Reihe ohne Ende zunimmt. Jede aus einer nicht 
eonvergenten Reihenentwickelung gezogene Induction hat Feine Zuverläfligkeit 
und kann, wie fih an Beifpielen zeigen läßt, zu unrichtigen Refultaten führen. 
Die Lagrange'ſche Methode gewährt alfo den BVortheil nicht, den Begriff 
ber Grenzen oder jeden andern gleichbeveutenden Begriff zu eliminiren. Die 
Natur des Gegenftandes und die Geſetze des Verſtandes fordern hier die An- 
wendung eines dieſer Hülfsbegriffe, deren Stelle die bloße algebraifche Ent- - 
wirfelung des Principes der Fpentität nicht vertreten kann. 

Nebrigens find die obigen Schlüffe, wodurch die Form der Reihe (h) ge- 
rechtfertigt wird, abgefehen davon, daß fie wegen der Vielveutigfeit der Wur- 
zelgrößen, je nachdem man fie als eine bloße Convention, oder als ein noth- 
wenbiges Factum betrachtet, fehr fubtil und beftritten find, auf jeden Fall nur 
anf algebraifhe Zunctionen anwendbar, während die Theorie ber Functionen, 
wie wir gleich im Anfange zu zeigen gefucht haben, ſich nothwendig auf belie— 
bige fletige Sunctionen erſtrecken und eine felbfländige Doctrin bilden muß, 
welche von den Anwendungen auf die Algebra unabhängig if. Die Entwide- 
lung in Reiben ift nur ein Rechnungskunſigriff und fann ſchicklicher Weife nicht 
zur Aufftellung von Gefegen und Berhältniffen dienen, deren Eriftenz von un⸗ 
ſeren fünftlihen Berfahrungsarten unabhängig ift. 

$. 106. Man fagt, die Taylor’fhe Formel werde unbrauhbar, 
wenn ber betrachtete befondere Werth von x die Function fx oder ihre Ablei- 
tungen von irgend einer Ordnung an unendlich macht; denn wenn die Function 
fx alsdann eine algebraifhe ift, fo kann man die Zunction x + h) in eine 


fix 4 etc. 
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Reihe entwideln, welche Potenzen von h mit negativen oder gebrochenen Er- 
ponenten enthält; aber weldhe nur dann einen Sinn hat, wenn man den Reſt 
der Reihe ohne Ende gegen Null convergiven laflen kann. Es fei z. B.: 


«= — — 
(1— x)” 
wo m eine pofitive Zahl und px eine Function iſt, welche, fo wie alle ihre 
Ableitungen einen endlichen Werth annimmt, wenn man x — 1 fest. Die 
Function f(1-+h) läßt fih in eine Reihe von Gliedern mit Potenzen von h 
mit negativen Exrponenten entwideln; denn man bat: 
141 h-{m-1) —(m—2) 
fh) = Er gUD+- 8 —P(d)t ee 
Wenn die algebraifhe Yunction fx nicht unendlich wird, aber ihre Ablei⸗ 
tungen von irgend einer Ordnung an, fo iſt einleuchtend, daß ihre Reihenent- 
wickelung nur Potenzen von h mit ganzen und pofitiven Erponenten enthalten 
kann; denn alsdann Tiefen fich ihre Ableitungen auch nach ganzen und pofitiven 
Potenzen von h entwickeln und würben folglich nicht für h== 0 unendlich, 
während, wenn die Entwicelung ver gegebenen Function Potenzen von h mit 
p 








gebrochenen umb pofitiven Erponenten enthält, wie hı und wenn m bie größte 
in 2 enthaltene ganze Zahl bezeichnet, durch das Differenziren in die Ent- 


widelung der abgeleiteten Funchionen von der Orbnung m + 1 und von ben 
höhern Ordnungen Potenzen von h mit negativen Erponenten eingeführt werben. 
Diefer Fall bietet fich jedesmal dar, wenn die Function fx im Nenner 


q 
eine Wurzelgröße von der Form (x — a)ı enthält und für x ber befonbere 
Werth a gejeht wird, Es fer z. B.: 
x=gyx + 4x» Yz—1 / 

wo cp und ganze algebraiſche Functionen bezeichnen, welche nicht für x—1 
verfchwinden; ſo werben alle Ableitungen von fx von der erflen am für ben- 
felben Werth von x unendlich und die Tay lor'ſche Formel wird unbrauchbar. 
Aber wenn man unmittelbare 1 + h für x ſubſtituirt, fo. erhält man: 

M+WD=Y9U+D+YA+HDe fh /2+h, 
and wenn man bie Kunctionen: — 

ya +b, VCI 4 B), Y2+h 

durch die Taylor’fche Reihe nach ven ganzen Potenzen von h entwidelt, fo 
erhält man C1 + I) durch eine Reihe ausgebrüdt, worin h mit gebrochenen 
Erponenten vorkommt. 

Wenn die erfte Ableitung von fx, welche für den beſondern Wert) x=a 
unendlich wird, von ber i + 2r Ordnung iſt, fo fann man bie Taylor'ſche 
Reihe anwenden, wenn man bei dem Gliede mit h’ ftehen bleibt und den Reit 
R; durch die Formel (e) beftimmt, welche immer flattfindet, weil FÜtV noch 
feine Stetigfeitsunterbrechung der erſten Ordnung erfährt, oder wenn man fi) 
duch die Betrachtung der Grenzen dieſes Neftes überzeugt, daß berjelbe von 
einer folchen Größenordnung ift, daß er vernadhläfligt werben Tann, 

$. 107. Lagrange wendet eine ähnliche Schlußweife, wie bie weiter 
oben ($, 105) angegebene an, um a priori zu zeigen, daß bie Function 
f(x + 5b) iu ihrer Reihenentwicelung gebrochene Potenzen von h enthalten 
mug, wenn die in fx vorfommenden Wurzelgrößen für bejondere Werte von 
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p 
x verfchwinden. Denn die Wurzelgröße (x — a) gibt der Function eben fo 
viele verfchiedene reelle oder imaginäre Werthe, als die ganze Zahl q Einhei- 
ten enthält. Da diefelbe Wurzelgröße wieder in den Differenzialcvefficienten 
von fx vorkommt, fo lange x unbeftimmt bleibt; fo nehmen dieſe Eoefficienten, 
wie e8 der Kal fein muß, ebenfalls q verfchievene Werte an. Es gibt alſo 
eigentlich ebenfo viele verfchievene Functionen f(x + b) und Reihenentwide- 
lungen dexfelben, als die fraglihe Wurzelgröße Werthe geftattet. Aber wenn 
man ber Beränderlichen x den befonderen Werth a beilegt, fo verfchwinvet vie 
Wurzelgröße in allen Evefficienten: 
fa, ffa, f!’a, eic. 


der Glieder der Taylor’ichen Reihe ‚ während fie in der Function f(a + b) 
pP 


noch exiſtirt und = ha wird, Die Taylor'ſche Reihe kann alſo in ihrer ge- 
wöhnlichen Form alsdann die Function nicht mehr darftellen, weil die Function 
mehrere Werthe hat, während die Reihe nur einen einzigen Werth haben würde, 
und folglich muß die Reihenentwickelung von fla + h) Glieder mit der Wur- 


EZ 

zelgröße hı enthalten, 

fe wollen übrigens bemerken, daß eine in ver Kunction fx vorfommenbe 
Wurzelgröße auf zwei verſchiedene Arten für befondere Werthe von x verfchwin- 
den kann; nämlich 1) wenn die Größe unter dem Wurzelzeichen verfchwinbet 
und 2) wenn ein Factor over Coefficient der Wurzelgröße Null wird. Diefer 
legte Fall bildet nach denſelben Principien Feine Ausnahme von der Taylor 
ſchen Formel. Denn e8 fei: 


(x— a, )" (x— RX 


p 
ein Blied, wodurch die Wurzelgröße (x — a)ı in bie Function fx eingeführt 
wird, fo verfehwindet dieſes ©fied für den Wert x=a,, welder den Factor 
(x — 3,)” verſchwinden macht. Da der Exponent des Binomes x—a, nad 
der Vorausſetzung eine ganze und pofitive Zahl ift, fo nimmt derfelbe bei jeder 
Differenzirung um eine Einheit ab, und es kommen in den Ableitungen ver 
Function fx von der m!" und von ben höhern Ordnungen Glieder vor, worin 
pP 


dieſes Binom nicht mehr als Factor der Wurzelgröße (x — a) 1 erſcheint. Hier- 
aus folgt, daß die Entwicelung der Function fla, + b) durch die Tay⸗ 
lor'ſche Reihe und wenigflens bis zu dem Glieve von dem Range m—1 incl. 
fortgefeßt, ebenfo viele verfchiedene Werthe beibehält, als tie Function 


h2 
f(a, + h) dur die Wurzelgröße (x — a)ı bekommt. 
‚ Aus dem Borbergehenden barf man aber nicht mit einigen Schriftftellern 
ſchließen, dag in einem ſolchen Kalle die Taylor’fce Reihe wenigftens bis 
vn 


au dem Gliede incl. forigefegt werden muß, worin bie Wurzelgröße (x—a) ! 
wieder erfheint; denn dieſe Wurzelgröße kommt immer mit der Vielheit ihrer 
Werte in dem beflimmten Integrale vor, welches ven Werth des Reſtes R,; 
ausdrückt, was für einen Werth der Inder i auch haben mag, und bie Strenge 
der Schlüffe erfordert immer, daß man diefen Reſt ber Reihe in Nedh- 
sung bringt. 

Dean fieht 3. B., daß die Lagrange’fche Schlugweife nicht mehr an- 
wendbar fein würde, wenn der Factor der Wurzelgröße eine transcenbente 
Function Yon ber weiter oben C$. 102) angegebenen Art wäre, welche, fo wie 





117 


alle ihre Ableitungen, für gewiſſe Werthe von x verſchwinden, und es wärbe 
wifchen der Function und ihrer Neihenentwidelung nur dann Identität flatt- 
fönnen, wenn man bei irgend einem Gliede dieſer Reihe ftehen bliebe 

und den Neft in Rechnung brächte. 
$. 108. Wenn die Function fs ober ihre Ableitungen von irgend einer 
Ordnung an nicht mehr für ven anfänglichen Wertt == x, fondern für einen 
zwifhen z=x und ⸗— x-+b liegenden Werth = = a eine Stetigleitsun- 
terbrechung der erften Ordnung erführen, fo wäre bie ae ſo Formel, 
fobald man h= oder >a— x fegt, nicht mehr anwenpbar, ſo wohl, ale 
wenn fi) die Unterbrechung ver Stetigkeit auf den anfänglichen Werth bezöge; 
jedoch iſt die Lagrange’iche Metaphyſik nicht auf diefen Fall anwendbar, wel- 
hen man nicht als einen Ausnahmefall der Anwenbbarfeit der Taylor'ſchen 
Sormel zu betrachten pflegt. Aber fobald man ben Reſt R, in Rechnung 
bringt, wie folches immer gefchehen muß, zeigt fi) die Unbrauchbarkeit der 
Zaylor’fhen Formel dadurch, daß es nicht möglich iſt, Grenzen des Reſtes 
anzugeben, oder benfelben durch ein beflimmtes integral zu berechnen, wenn 


die Function unter dem Integralzeichen YA durch Das Unendliche geht, fei es 
an der Grenze, oder im Berlaufe der Integration. 


2) Maclaurin’fche Formel und ihre Anwendungen, 
5. 109. Wenn man in ver Formel (B) x = 0 ſetzt, fo erhält man: 


10 + Lern) + 000) +. my + etc. 
1 1+2 1+2+3 
und wenn man alsdann x für h febt, fo kommt: 
— x 0 — U) »’ % 4 
& = #0) + T FC0) + 1.2 f0) + 1.2.3 f'"l0) + ete., (C) 


fo daß man das Problem der Transformation einer beliebigen Function in eine 
nach den ganzen und fleigenden Potenzen der unabhängigen veränderlihen Größe 
fortfchreitende Reihe gelöft Hat, Man Fönnte das Geſetz dieſer Reihe auch 
durch die befannte Methode der unbefimmten Coefficienten ohne An- 
wendung der Taylor’ichen Formel fehr einfach finden; denn wir wollen an⸗ 
nehmen, daß fich die Function fx in eine nach den ganzen und fleigenden Po- 
tenzen von x fortfchreitende Reihe entwickeln läßt, und ſetzen: Ä 
fx =—A + Bx + Cx? + Dx?’ + etc., 

fo erhalten wir durch Differenzirung: 

f!x = B + 20x + 3Dx? + etc., 

f!x = 2C + 2:.3Dx + ctc., 

fıx = 23D + etc., 

etc, 

und wenn wir in biefen Gleichungen x — O feßen, fo kommt: 


A = f(0), B= 0), C = > fuc0), D = iu (0) , ete. 








‘ 


Durch dieſes Berfahren, deffen man fih auch zuweilen zur Ableitung 
der Taylor'ſchen Reihe bevient, hat Maclaurin die Formel (C) er- 
halten, welche noch jebt feinen Namen führt, obgleich man fie in ber 
legten Zeit dem englifhen Geometer Stirling als dem erften Erfinder zuge- 
fhrieben hat. Uebrigens muß man diefe Formel nicht als wefentlich verichte- 
den von der Taylor’fchen Formel betrachten, welche blos eine größere Allge⸗ 
meinheit hat, weit fie fo Tange flattfindet, als die Größen x und Ib unbeftimmt 
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bleiben und mur auf die eine over andere Weife für befonbere Werte biefer 
Größen unbrauchbar wird, während die Maclanrin’fche Formel nur fo Tange 
fährt =) ift, als die Function fx für x= 0 feine Stetigfeitsunterbrecdhung 
erfährt. *) 

Die Maclaurin’fhe Reihe muß, wie die Taylor’fhe, und zwar aus 
demfelben Grunde durch einen Reſt ergänzt werden. Es bezeichne r; den Reft 
ber bei dem Gliede vom Range i + 1 gefchloffenen Marlaurin’fchen Reihe, 


fo dag man hat: 
fx —f(0) + — FO) +... + fo(D + rn; 
® oe! 


fo iſt der Ausdruck von r; in einem beflimmten Integrale nach dem Vorherge⸗ 
benben offenbar folgender : 


1 En 
r, — æif (i*) (x — 2) dz, 


und der Werth von r; fällt zwifchen: 
pxiti qx ır3 
1:23.GH1  123.0+0' 

wo p, q refp. den Heinften und größten Werth von FÜtD (x—z) zwilchen ben 
ae 2 — 0O, z=x ober von Fürt!z zwifchen denſelben Grenzen be 
zeichnen: 

Wenn man mit 0, ©, zwei zwifchen O und 1 liegende Zahlen bezeichnet, 
ſo hat man für r; auch die beiden Ausbrüde: 


*) Benn «9 fih um bloße Reipenentiwidelungen handelt, fo Tann man folde 
auch durch eine ſchickliche Verbindung der Methode der unbefimmten Coeffi⸗ 
eienten mit der der Ableitung erhalten. 


Seht man 3. B.: 
fo Token = (I+x)e = A, + AXx + Az? + Ay’ + cu 
x) =no(li +1 A, + 24x + 34, x +. — 7 
x 
N = AH. + 


[} h.: 

n A, + A, A, 2 A 3 6404 = A, A A 3 ...)o 
C St —S s"+..)=(+x)(A, +2A,x+3A,r’ +...) 
f(x) = lege (d+X) = A, + A, x + A, + A, x + u, 

fo hat man: 
f’ (x) = — == A, + 2A,x + 3A,x? + 2000 4 
x 


folglich: 
1=(i+x) (A 24,x 3 A, x + ..), 
wodurch bie Coefficienten A,, A, Ar, .... offenbar alle beſtimmt werben, und 
man flieht Teicht ein, daß A, = 0 fein muß, weil f(O) —= 0 ifl. 
Zuwellen kann aud die Bildung ber zweiten Ableitung erforderlich fein; 
denn hat man 3. B.: 
f(x) = sin.x = A, + A,x + A, xꝰ + A,xX’ + ou, 


fo if: 
f(x) = cos. x — A, + 2A,x + 3A,2? + cu, 
f'! (x) = — sin.x = 2A, + 2 . 3 4, x + o.., 
pie: — f(x) = (x), 


— A, — A,x — A,x? — A,'x? — 442460 


2A, + 2. 34, x + .. 
wo A, = 0 und A, — 1 ifl, wie ſich Leicht ergibt. ’3. d, Veberf. 
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xiti (1—9,)'xitı 
EEE — — — © fur*i iz — — UN. fit) . 

aan Me ä (0,9 

Da diefe Crörterungen hinreichend find, fo wollen wir nun zu ber merl- 
wärbigen Anwendung übergehen, welche man von der Maclanrin’fchen For⸗ 
mel auf die Entwicdelung der logarithmiſchen, Exrponential» und SKreisfunctio- 
nen gemacht hat. *) 

$. 110. Wenn wir die Function log.x nach den ganzen und vr 
ben Potenzen von x entwideln wollten, fo würden wir finden, daß biefe Func- 
tion und ihre Ableitungen der verfchiedenen Orbnungen für x=0 unendlid 
werben, fo daß die Maclaurin’fche Formel auf biete Function nicht anwend- 
bar if. Aber wenn wir feßen: 

x = lg. (14 5) 
und ber Einfachheit wegen wieder annehmen, daß von Neper'ſchen Logarith- 
men die Rebe iſt, fo finden wir: 
1+2 

— gu — — — d0600 
d+g' "TO T 
— 1+2 + 3 0060 G-+1) 
"dr 


1 
fl = — , fx 
(x) ee 


Üdx= 


e) Bermittelt der Maclaurin'ſchen Reihe kann man aud eine Function nad 
den negativen fleigenden Potenzen ber unabhängigen Beränderlihrn entwideln, 
wenn ſolches möglih if. Denn e8 fei fCx) die Function, welche nad nega- 


tiven Potenzen von x entwidelt werden Tann, fo muß ſich (—) wo x = * 


—R8 iſt, nach den poſitiven Potenzen von z in eine Reihe entwickeln laſſen, 
o daß man hat: 


GELPELORELOR ET 
wo 0) ) .. reſp. bie Werthe von () es! ... für z = 0 
bezeichnen. Es if aber offenbar (—) = (2): r(2) = (2), ... 
und z = x * . Bolglich Hat man: | 
t6) (2) + r(4) — + (-) 7, +. 
Eh j 
(&)=(a+ * + 5) fo iR (2) — (a + bx + cx!)n, (—) = a 
J = nun-—Ih, (I) — r(n— |) nn-2b? + 2nan-Ic, 
x/, x, 


und folglid: 

b C 1 { J 

— — u == n 8 . z —1 n— 2 an] o — 18000 
@+ 2,2 Sy man + mm. I+[ia- Dan-2br+2aan-ie] + 





$ür f(x) = —_ erhält man: 


1—x 
D=—-[i+-ı I +ete} 
x X 
wie dur die gewöhnliche Diviſion. 3. d. Ueberſ. 
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je nachdem i eine gerade oder eine ungerade Zahl if. Man hat alfo die Reihe: 
x3 x» x3 


1 = - + Tr ze (i) 


welche eonvergent ift, fo lange x zwifchen — 1 und +1 Tiegt. Un der obern 
Grenze x 1 ift diefe Reihe ebenfalls noch convergent, denn man hat: 


1 1 1 1 . 
g. 2=1 ->+7-7+7 7" 0) 


und bekanntlich iſt jede Reihe abnehmender und abwechſelnd poſitiver und ne⸗ 
gativer Glieder nothwendig convergent. (8. 26.) 
Wenn man x — — 1 feßt, ſo kommt: 


1 1 1 1 
10.0 = — ++ 24.44 t el, 
und da befanntlich das negative Unenbliche der Logarithmus von Null iſt, fo 
ift die Reihe: 
1 1 1 1 | 
Fytstitstr“ 
bivergent, was fich übrigens auch Teicht direct darthun Laßt. 
erner bat man: 
1 
log. (>) = log. (1 +x) —log(1 — x) 
x3 x5 x? 
= —— — — ® o k 
+++ Tree (k) 
und wenn man alsdann 
i+x_ y W 
i_x —=1 + T folglich X 


ſetzt, ſo kommt: 
log. (i + —) = log. (= ) == log. (n40) —log.n 


0 _ 1 —) 1 —) 1 v \? ee; 
(2a+v + (5 + abe + Der + ete. y 

Diefe letzte Reihe convergirt für ganze Werthe der Zahlen n und » im- 
mer fehr ſchnell und gibt den Logarithmus der Zahl n + v, wenn der von n 
befannt iſt. Vermittelſt diefer Reihe berechnet man aber bios die Logarithmen 
der Primzahlen, weil ſich die Logarithmen ber übrigen Zahlen durch einfache 
Aoditionen daraus ergeben, und zwar berechnet man zu diefem Zwecke die Lo⸗ 
garithmen der Primzahlen auf eine größere Anzahl von Decimalftelen, ale 
man in der Tafel beibehalten will. 

Wir wollen n—=1 und v» — 1 feßen, fo haben wir, da ver Logarithmus 
ber Einheit gleih Null iſt, vie Reihe: 


_ofi 1 1 1 
2-2 ta tnatnet ") 


welche weit fihneller convergirt als bie Reihe (5) und wovon man nur eine 
Heine Anzahl von Gliedern zu berechnen braucht, um 
log 


2 = 0,69314718 20006 
zu erhalten, und folglich iſt: 


v 
20 +» 











121 





log. 4 — 1,38629436 ..... 
Wenn man in der Reife (), n = 4, v ſetzt, fo kommt: 


_ 1 1 1 1 
et net nat): 


folglich: 
log. 5 — 1,60943791 or... 

Das dritte Glied diefer Reihe bat nur noch auf die fechste Derimalftelle 
Einfluß und das fünfte Glied würde bei der Berechnung der gewöhnlichen Lo⸗ 
gakithmentafeln ganz unmerflich fein. 

Die Summe der Logaritimen von 2 und 5 gibt den Neper’fchen Loga- 
rithmus von 10 = 2,30258509 .... und wenn man bie Einheit, welche ber 
gewöhnliche Logarithmus von 10 iſt, durch dieſe Zahl dividirt, fo erhält man 
den gewöhnlichen Logarithmus von e oder den Modolus der Brigg'ſchen 
Logarithmen — 0,4342944819 „u. ($. 64). Vermittelſt dieſes Modolus 
fann man die gewöhnlichen Logarithmen aller Brimzahlen finden, deren Ne- 
per’fche Logarithmen bereits berechnet find. Die Analyfis gibt noch bequemere 
und fürzere Methoden zur Berechnung der Logarithmen an die Hand; allein 
alle viele Methoden, fo wie die, wovon wir eben einen Begriff zu geben ge⸗ 
fucht Haben, wurden erft erfunden, nachdem man ſchon Iange Zeit LTogarith- 
mentofeln befaß, welche durch mühfamere Berfahrungsarten berechnet find. 


$. 111. Da alle Ableitungen ber Function er mit ihr ſelbſt identiſch find, 
fo reduciren fie fih, wie fie für x — 0 auf die Einheit. Die Maclau- 
rin'ſche Kormel gibt folglich die Reihe: 


x} x> 


x x? x3 
2 —— — — — — — — — — ——,— t . 
.=1I4 7 +7, tat am tt mat 


welche zulebt immer für jeven Werth von x convergirt, denn wenn man das 
Glied diefer Reihe, welches i Glieder vor ſich hat, mit y; bezeichnet, fo con- 
vergirt das Berhältnig: 
Jfp_ ___X 
y ir! 
ohne Ende gegen die Grenze Null, wenn i immer größer werbende Werthe 
immt, was für einen Werth x auch Haben mag. 

Wenn man x — 1 fett, fo erhält man den Reihenausdruck der Zahl © 
wieder, weldher in 6. 61 aus der Binnmialformel abgeleitet, iſt. — 
Nach ven Formeln (d) in $. 67, findet man auch: a An La ittr “ 

3 





i . = ——— —n — —— — ee t r\ 
B1D. X 1 1.2.3 4 1+.2+.3+4+5 1.2.3. 4.5.6.7 + oJ c ' (m,) 
x? x*+ x6 
= (> — — — ——⏑⏑— — — — — — t r} 
1 I, + Isa a te m) 


Diefe ſehr merfwürbigen Reihen, welde von Newton herrüßren, haben, 
wie die Reihe (m), die Eigenfchaft, daß fie zuleht immer convergent werben, 
was für einen Werth x auch haben mag, fo daß fie fih auf Kreisbogen erfire- 
en, welche den ganzen Kreisumfang oder eine beliebige Anzahl von Kreisum- 
fängen überfihreiten. Man könnte ſich derſelben zur Berechnung der natürlichen 
trigonometrifchen Tafeln bevienen und ans dieſen alsdann vermittelft ber Reihe 
Ci) die Logarithmen der trigonometrifhen Linien berechnen; allein man_ hatte 
für die Bebürfniffe der Aftronomie weit früher bie trigonometrifchen Tafeln 
berechnet, als Newton Iebte. 
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Da die Reihen (m), (m,), (m,) für alle Werthe von x convergent 
find, fo kann man auch von benfelben ausgehen und gleich von vornherein ſetzen: 


x x? x3 
dx —i +7 + 173 + 1.233 + etc., 


x x3 x 5 
K= 1 — 1+2+3 + 1+2+3+4+5 
x? x* 
te EC 


und dann die Eigenſchaften der Functionen &, f, f nad) ben Eigenſchaften ber 
eonvergenten Reihen, wovon fie die Summen find, beflimmen. Auf diefe 
Weiſe fände man: 
Ho) =1,) =0I, f) =1;5 (0) 
Ux = ur, ſix S ſx, fx — fx; 
und aus biefem Syſteme von Gleichungen könnte man auf bie im zweiten Ka⸗ 
pitel des erfien Buches angegebene Weife alle Eigenfchaften der Functionen 
F, f ableiten, 
v⸗ Die Gleichungen (0) würden dieſe Eigenſchaften ſelbſt unmittelbar an bie 
Hand geben, ohne daß man die Gleichungen (0) zu Hülfe zu nehmen brauchte, 
Sp ergäbe fih 3. B. aus der Form bieten Reiben ſelbſt: 


6V = ſx + fi» v—i, 


VCXVAÆID = hk— fk-V—, 
I? + I’ =1, 
x ty) = fx» fy + fr + fx; etc. 

Aber obgleich dieſer Gang logiſch fireng ift, fo feheint ung berfelbe doch 
für eine didactifche Darftellung , wober man befonders einen rationalen Zufam- 
menhang der Theorieen zu erzielen fuchen muß, nicht geeignet zu fein. Im 
Allgemeinen werben bie Aunctionen in ihrem ganzen DBerlaufe durch das Ge⸗ 
feß ihrer Differenzialincremente characterifirt, und nur unter gewiflen Bedin⸗ 
gungen können fie ebenfall8 in ihrem ganzen Verlaufe für alle Werthe ver 
veränderlichen Größe durch eonvergente Reihen ausgebrüdt werben, ) 


2) Cauchy hat in der Iebten Zeit eine fehr merkwürdige Regel zur Beftimmung 
der Eonvergenz der Reipenentwidelung einer Bunction nad den ganzen und 
pofitiven Potenzen der unabhängig Beränderlihen gegeben. Es bezeichnen: 


ꝑo (cos. + Vi. sin. Bd), (cos. 0. + v—1 . sin. 6,), 


0, (c08s.8, + Vv—1.sin. 0,), etc. 


die reellen oder imaginären Werthe, welche für x an bie Stelle gefeßt, pie 
Sunction fx ober ihre erſte Ableitung 1’x unendlich machen, oder vielmehr, 
welche einer der Gleichungen : 

1 1 


Pr 77 *30 


genügen; fo werben dieſe Werthe reell und poſitiv ober negativ fein, wenn 
bie pofitiven oder negativen Zahlen &,, @,, 6,, etc. gerabe oder ungerade 
Vielfache von n werden. Was die Zahlen gar g1, E., etc. anlangt, welde 
Cauchy Moduli zu nennen pflegt, fo kann man fie als weſentlich yofltiv 
betrachten. Dieſes vorausgefeßt, if die nach den ganzen und pofitiven Po⸗ 
tengen von x fortfchreitende Reipenentwidelung von fx für jeden reellen oder 
imaginären Werth: 
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6. 112. Bei den Anwendungen, welde den Gegenſtand der beiden vor⸗ 
hergehenden Paragraphen bilden, haben wir blos bie Eonvergenz der Maclau- 
zin’fchen Reihe bewiefen, aber fireng genommen muß man birect beweifen, 
daß diefe convergenten Reihenentwidelungen gewiffe Sunctionen zu ihren Sum- 
men haben, oder daß der Neft r; für ſchickliche Werthe von i Feiner werben 
kann, als jede gegebene Größe, 

Nun wird aber ver Reft r; in ven Entwicelungen (i), (m), (m,), (m,) 
refp. ausgedrückt durch: 


xiri xitt 
"Gr Hot 2 


xit1 sin. 
& 8.00 Im 9 
Die beiden letzten Ausprüde geben für ven Zahfenwerth des Verhältniſſes 
— einen Bruch, welcher für einen jeden Werth von x Heiner werben 


ed: 


fann, als jeve gegebene Größe, wofern man für i nur eine hinreichend große 
Zahl nimmt. Dieſelbe Beringung wird in Beziehung auf den erften Ausdruck 
von r, erfüllt, fobald man für x eine pofitive Zahl Behr, 
$. 113. Aus der Formel (1) in 8. 75 folgt: 
1+ Y—1 > tag x 
2v_—1 1— VY—1rtang. x 
und wenn man den Logarithmus nach ber Formel (k) entwidelt: *) 


x — tang x — 4 tang.ꝰx 4 tang.’x — fang. ix + etc. (p) 





Diefe letzte Reihe iſt zuerft von Leibnitz angegeben. Sie convergirt 
nur für Werthe von tang. x, welche zwifchen — 1 und + 1 Tiegen, ober 


oCcos. 0 + v1. sin. 0), 


von x, defien Modulus o einer ift als der Meinfte der Moduli o., g., g., etc. 
convergent. Hieraus folgt unmittelbar, daß fede periopifche Function, wie 
sin.x, cos.x, welche, wie ihre erſte Ableitung, für feinen reellen oder imaginä⸗ 
ren Werih von x unendlich wird, fich für jeden Werth von x in eine nad 
den gangen und pofitiven Potenzen von x fortfchreitende convergente Reihe 
entwideln laͤßt. 

*) Diefe Reihe ergibt ſich auch unmittelbar aus der Maclaurin’fhen Reife, 
wenn man bemerlt, daß man, wenn fix) — arc. tang. x iſt, hat: 

1 1 1 


1 
Ii+? 21 - vi 1+ı171 
— 31 d-xy=D44+ ar =I-]} 


® ® ® ® ® ® 0 0 oo». .u“oe 0o0o . 0 60 0 ‘ % “ “ ® eo + 


al (V Ip-1. rt -ı/ D-+M+ 7 D-.0-10"] 


flo) (0) = wen nd M—(-N°)], 


woraus fih die Werthe von L’(0O), f (0), ſ (O), 2. ergeben, wenn man n 
fucceffive gleih 1, 2, 3, u feht.. (0,0, 3. d. Ueberf. 
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für Werthe von x zwiſchen — T zz und + - a und findet folglich auch 
nur für diefe Werthe ihre Anwendung, obgleich die Function tang. x zwiſchen 


den Grenzen x = — —* und x — 4 —* ſtetig bleibt. 


Die Reihe (p) iſt jedoch an der Grenze x — I z noch convergent 
und an diefer Grenze bat man: 
nn _ 1 1 1 , 
arıgtrgtrTte 
allein diefe Reife convergirt doch zu langſam, als daß man ven Werth 
ber transcendenten Zahl m darnach berechnen Fünnte. Wenn man x — 30° 


feßt, wovon die Tangente — FE ift, fo gibt die vorhergehende Formel: 
3 


T 1 1 1 1 

__ — 1 — t 

- net") 
und durch dieſe letzte Reihe hat Lagny die Zahl m bie af 127 Decimal- 
ftelfen berechnet. Es gibt übrigens noch andere Reihenentwidelungen, vermit- 


telſt welcher fih der Werth von m noch weit fchneller berechnen Taßt. 
r Aus der Formel (i) ergibt fich: 


log. x = log. zu = log. (1 +x) — log. (1+-) 
(+1) 
x 


— 11 1 1/, Ai 1/. 1 


Diefe neue Reihe iſt zwar für alle reellen Wertfe von x bivergent, al- 


fein wenn man der Größe x ben imaginären Werth er’ —ı beilegt, fo erhält 
man: 





lex: VII, m_ 1 = eu i _ om Tie2V —Tesin.mz, 
x 


und folglih verwandelt ſich bie vorhergehende Formel, nachdem man durch 
21 vivibirt hat, in folgenve: 


zen — ein. 20 + > sin.3s — sin Az + etc. 


2 
Diefe neue Reihe tft offenbar für jenen Werth von = convergent, aber 
ihre Summe iſt nur dann gleich —* wenn ber Werth von = zwiſchen ben 
Grenzen — > ”,+ — nr liegt. 
Der geometriſche Ort der Gleichung: 
y=sin. = sin.2x + zZ in. 8x — Zeindx + etc. (g) 


3 
if ein Syflem paralleler gerader Linien: 
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oe M,N,, MN, MIN, MuNu, ... (Fig. 35), 
beren endliche Gleichungen reſp. folgende find : 

1 
 .yj-= 76 +r),) = 7* 1*876 — ), 7 = 7 2) 
Die gemeinfaftige Abſeiſſe der Gun NM ft OP = x; allein die 
Gleichung (q) gibt, wenn man darin x = feßt, für ben Werth von y, 
weder die Ordinate PN, noch die gleiche und mit entgegengefebten Zeichen 
behaftete Ordinate PM’. Aus diefer Gleichung folgt y—= 0, d. h. ein Werth 
von y, welcher ver halben Summe ber Orbinaten PN, PM’ gleich ft. Das⸗ 
felbe findet flatt, wenn man für x ein pofitiocs oder negatives Vielfache von ⁊ 
ſeßt (6.38). In der Folge werden wir auf dieſe weſentliche Eigenthümlichkeit 
der Entwidelungen biscontinuirliher Functionen zurüdfommen und die Glei— 
hung (q) als einen fpeciellen Fall weit allgemeinerer Gleichungen wieder er- 

ten 


s. 114. Die Entwidelung einer Sunction in eine nach ben Potenzen der 
wnabhängigen Beränberlichen fortfchreitende Reihe führt auf die Reihenentwide- 
lung mit Exrponentialfunctionen; denn es fei fx die gegebene Sunction, fo ver- 
wandelt fie fi, wenn man: 


x = log. z, oder z = e* 
fegt, in: 
f(log. =) = Fa 
und laßt fih im Allgemeinen nad den Potenzen von z entwideln. Es fei Az" 
irgend ein Glied ber Neihenentwidelung, fo nimmt baflelbe, wenn man barin 


für z feinen Werth feßt, die Form Ae=- an, und folglich wird bie Function 
f anf diefe Weife in eine Reihe von Erponentialgrößen entwidelt. ) 


e) Vermittelſt der Maclaurin'fhen Reihe und des Principes für die Bildung 
der Ableitungen der in verſen Bunctionen kann man auf alle Reipen 
von der Borm: 

Fe +3y'+. 
umkehren, d. h. (x) unter einer nad ven Wotenzen von x fort» 
fhreitenden ähnlichen n Reibe nform erhalten. Denn nah der Machaurin'⸗ 
fen Formel hat man: 


ei) = el0) + LO) — + #"(0) te 73 at 


d bins bie Bert 0), 0 40), o befimmen 
—Aã iR abe e Bertfe von „(0) 90), ? (0), au beſt 


g' He nr + 23,y + 33,y? H .... 


f!(y) = 22, + —8 
f ¶( ) == 6n, Hi vo. 
etc. = etc. 
und: 
+) =0, A 2(x) biefelbe Form hat, als f(y)- 
9 (0) = 0) a, ⸗ 


m, 
9 = Troy 
CO) — 3[”(o)]? — f(0) . ro _ 122.2 — 6n, a, 
’ [r-(0)) * 
etc. = etc. 
Es if alfo: 
y- 1-24 XL. 
Daffelbe Berfahren iſt bei "den Sunctionen log. (1 x), sin x, tang.x an⸗ 
wendbar, um 1 daraus die inverfen Zunctionen in Reihenform Br 


berf. 
— — — 





Drittes Dud. 


Differenzirung der entwickelten und unentwickelten 
Functionen mit mehreren VBeränderlichen. 





Erftes Kapitel. 

Bon den entwickelten Functionen mit mehreren unabhängigen 
Veränderlichen und von ihrer Differenzirung. — Grundbegriffe über 
die Stetigkeitsunterbrechungen der Functionen von zwei und drei 
Veränderlichen. 





8§. 115. Bisher haben wir nur Functionen von einer einzigen Veraͤnder⸗ 
lihen, d. h. Größen, betrachtet, deren Werth beftimmt ift, fobald man ben 
Werth einer andern veränderlichen Größe, wovon fie abhängen, angegeben 
hat; aber im Allgemeinen iſt der Werth einer Größe von ven Werthen ab- 
bangig, weldhe mehrere andere Größen annehmen, die ſich unabhängig von 
einander ändern Tönnen, und in biefem Falle fagt man, daß die erfle Größe 
eine Function mehrerer unabhängiger veränderlicher Größen fei. 

Sp ändert fih z. B. die Intenfität der Schwere mit der Höhe des fchwe- 
ren Körpers über dem Niveau des Meeres und auch mit der geographifchen 
Breite, und zwar find dieſe veränverlichen Größen von einander unabhän- 
gig; denn man kann fich vorftellen, dag fi die Höhe des fchweren Körpers 
anbert, ohne daß fich die geographifche Breite ändert, und umgefehrt. Wenn 
die Figur der Erde merflih von ber eines Rotationsiphärnides verſchieden 
wäre, fo änberte fih die Intenfität der Schwere auch mit der geographiſchen 
Länge und würde eine Function von drei unabhängig veränberlichen Größen. 

Wenn ein fefter Körper, welcher urfprünglich gleichförmig erhiät iſt, fich 
abkühlt, fo ändert fih die Temperatur in jedem Punfte feiner Maffe mit der 
Zeit, aber fie ändert fi auch in vemfelben Augenblicke von einem Punfte zum 
andern; denn die nahe an der Oberfläche liegenden Molecule müffen fchneller 
die Temperatur des umgebenden Mitteld annehmen, als die gegen die Mitte 
des Körpers zu Tiegenden Molecule.. Die Temperatur in jevem Punkte der 
Maffe des Körpers ift folglich eine Function von vier unabhängig veränder- 
lihen Größen, nämlich von der feit dem Beginnen des Abfühlens verfloffenen 
Zeit und von den drei Coorbinaten, welche die Lage des betrachteten Punktes 
innerhalb des Körpers beflimmen. 

Diefe Beifpiele Tießen fich Leicht beliebig vermehren, und man fieht Leicht 
ein, baß bei den meiften Naturerfcheinungen jeve meßbare Größe von vielen 
andern Orden abhängt, welche fi unabhängig von einander verändern fönnen. 
Um aber die Urfachen zu vereinfachen und fie der Rechnung zugänglich zu ma- 
hen, nimmt man an, daß biefe Größen mit Ausnahme von einer, zwei oder 
drei derfelben fefte Werthe bekommen und alsdann werben Die davon abhängigen 
Größen Functionen von einer, von zwei ober von drei unabhängig veränderli- 
hen Größen. 

Um auszubrüden, daß eine Größe u eine Function von mehreren verän- 
derlichen Größen x, y, 2, ... ift, bedient man ſich der Bezeichnung: 
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n= i(x, J, 2%, ...), 
und wenn man anbeuten will, daß bei der Beſtimmung ber Funetion außerdem 
auch conſtante Größen oder Parameter a, b, c, .... vorkommen, fo fehreibt man : 
u = f(x, ya u 8 Dr 6, en). 

Eine Function kann in Beziefung auf jede der veränderlihen Größen, 
wovon fie abhängt eine mathematifhe oder empirische, algebraifche, oder trand- 
cendente, rationale oder irrationale, ganze oder gebrochene, Iineare over nicht 
lineare, etc. fein, und wir brauchen ın Beziehung auf die Rlaflification, welche 
wir bei den Functionen von einer einzigen veränderlihen Größe angegeben 
haben, Hier in Beziehung auf die Functionen von mehreren veränberlichen Grd- 
Ben nichts weiter hinzuzufügen. 

Wenn die Function n durch eine nicht in Beziehung auf u aufgelößte 


Gleichung: 

F(n, X, Y, 2, ...) = 0 
mathematifch beftimmt wird, fo ift die Function u eine unentwicelte und wird 
eine entwidelte Function, fobald man die vorhergehende Gleichung in Bezie— 
hung auf u auflößt. 

6. 116. Kine Function von mehreren Beränderlichen, welche feinen ma⸗ 
thematiſchen Ausorud hat, oder für welde man biefen Ausdruck nicht Fennt, 
wird für die zwifchen gegebenen Grenzen der unabhängigen Veränderlichen Tie= 
genden Werthe als befannt angefehen, wenn man XZafeln hat, welde bie 
Werthe der Function angeben, die eben fo vielen Syflemen der den unabhän- 
gigen Deränderlichen beigelegten und einander fehr nahe kommenden Werthen 
entfprechen. Allein die Conſtruction diefer Tafeln iſt reell nur für die Sunc- 
tionen von zwei unabhängigen veränderlihen Größen ausführbar, 

Es feien: 

Xır Kyı Igı ven Xn-1r Imj 

Yır Yar Jar sr Ya—ır Yaj 
zwei Reihen einander hinreichend genäherter Werthe von x und y und un, 1 
bezeichne den dem Syfleme (x, , yı) entſprechenden Werth der Function u; fo 
Iaffen fi die allen Kombinationen, welche man aus den in ben beiven obigen 
Reihen enthaltenen Werthen von x und y bilden fann, entiprechenden Werthe 
von u der Bequemlichkeit wegen auf folgende Weife in eine Zafel zufam- 
menftellen: 
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fo daß fih ver Werth a. in der Verticalfpalte befindet, an deren Eingange 
x, ſteht und in der Horizontalfpalte, an deren Iinfen Eingange yı ſteht. Eine 
fo eingerichtete Tafel wird eine Tafel mit doppeltem Eingange gemannt 
und die Pythagoräiſche Tafel (das Einmaleins) ift das befanntefte Bei- 
fpiel einer Zafel mit doppeltem Eingange. Eine Logarithmentafel iſt ih⸗ 
rer Natur nah, wie alle Tafeln, welche Werthe der Funchionen einer einzigen 
veränderlihen Größe enthalten, eine Tafel mit einfahem Eingange; aber 
bei ihrer gewöhnlichen Einrichtung hat man derfelben zur Verminderung ihres 
Volumens die Form einer Tafel mit boppeltem Eingange gegeben. 

Eine Function von drei unabhängigen veränderlihen Größen x, y, = 
könnte durch eine Tafel mit einem dreifachen Eingange gegeben werben, 
wovon man fich einen Begriff bilpen Tann, wenn man fich den Raum durch 
drei Syſteme paralleler Ebenen, wovon jedes die beiden anveren unter einem 
rechten Winfel durchſchneidet, in Fubifche Fächer getheilt denft und annimmt, 
daß in jedes Fach ein Werth der Function u gefchrieben wird, fo daß fich der 
Werth u... über dem Sache u, der als horizontal gedachten vorhergehenden 
Tafel und in der Horizontalfchicht befindet, für welche die veränderliche z den 
Werth =; bat. Wenn die Function von mehr als drei veränderlihen Größen 
abhinge, fo Tieße fich Feine ähnliche geometriſche Anordnung mehr denfen, wo- 
durch fich die befonderen Werthe dieſer Function im Raume coprdiniren Tießen. 

$. 117. Die mathematiſche oder empiriſche Function f(x, Yı 2 cu.) 
muß im Allgemeinen aus ven bei den Functionen von einer einzigen Beränder- 
Vichen angegebenen Gründen fletig fein, und aus dieſer Eigenfchaft der Ste⸗ 
tigfeit ergeben fi) wichtige Folgerungen, die nnabhängig find von der Eigen- 
fhaft der Functionen, ſich durch mathematifhe Formeln ausdrücken zur Taffen. 

Die Sunction Tann, obgleich fie ftetig ift, für Syfteme beſonderer Werthe: 


x 50, yn, 5 2 , ete 
oder für Syſteme von Werthen, welche nicht einzeln beftimmt find, fondern 
gewiffen fpecielfen Bedingungen: 
(X, y, æ, ...) = 0, XCE, y, 2...) = 0, etc. 

enügen, doch Stetigfeitsunterbredhungen erfahren; allein ehe wir uns mit die— 
Een Unterbrechungen der Stetigfeit befchäftigen, wird es zweckmaͤßig fein, die 
Theorie der Ableitungen, oder der unendlich Fleinen Veränderungen auf bie 
Sunctionen mit mehreren unabhängigen Veränverlichen zu erftreden. 

6. 118, Wir wollen zunächft eine Function von zwei unabhängigen Ber- 
änderlichen: 
s=f (x,y) 
betrachten, und annehmen, daß die Veränverlichen x und y die Zuwachſe x, 
Ay belommen, fo wird die entfprechende Veränderung der Function =: 
Ar = f(x +AIx,y+ fy) — fx, y) 
welder man folgende Form geben kann: 

Az [ iKx+ Ax, y) — f(x, y)] + f(x +fx, y+ 4y) — f(x+ LIx, Y)r 
fo daß die zwifchen den Klammern ſtehende Größe ver Werth ift, welchen bie 
Beränderung Iz haben würde, wenn fih x allein geändert hätte. 

Der Ausdrud von Iz fann auch auf folgende Form gebracht werben : 


A — Er N-foN , M 


Ax 
-A.. gg, 


Ay 
Wir wollen nun annehmen, daß fich die Differenzen Ax, Ay ohne Ende ber 
Grenze Null nähern, fo näbert ſich das Verhältniß: 


* 


⸗ 
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ix + Ix, ))— f(x, y) 
Ax 
ohne Ende der Ableitung f(x, y) von f(x, y) in Beziehung auf die Veraͤn⸗ 
berliche x, und wenn man die Ableitung von f(x, y) ın Beziehung auf die 
als unabhängige Veränderlihe betrachtete Größe y mit ſ, (x, y) bezeichnet; fo 
eonvergirt das Verhaͤltniß: 
@+ A, y+ AN — f& + Axı y) 
Ay 

gegen bie Grenze f(x + Ax, y) wenn Ay immer Heiner und Eleiner wirb. 
Endlich convergirt diefe Teste Grenze, deren Werth mit Ax veränderlich iſt, 
ihrerfeitd gegen die Grenze f,Cx, 7) wenn Ax gegen Null convergirt. 

Bezeichnet man alfo mit dx, dy, dz, unendlich Feine Werthe von Ax, 
Ay, Az, fo hat man: 

dz — f(x, y)dx + f(x, y)dy. 
Aber wenn wir andererfeits mit d,z das Differenzial von = bezeichnen, wenn 
fi x allein änderte und mit d,z das Differenzial von = wenn fih y allein 
änderte, ſo hat man: 
1 —_ I — Ihz 
f(x, y)= FE fo, = dy 

und folglich : 


de = — dx + —-dy. (1) 


In diefem Ausdrucke bezeichnet da das Totaldifferenzial, d,z, d,z 
bezeichnen die partiellen Differenziale und: 


d,z d,z 
dx dy 
find die partiellen Differenzialcvefficienten ober die partiellen 


Ableitungen, 

Gewöhnlich pflegt die Benennung partielle Differenzen der mehr 
paffenden, aber nicht jo wohlflingenden Benennung partielle Differenziale 
vorgezogen zu werden, was daher kommt, daß die Geometer des letzten Jahr⸗ 
hunderts ftatt des Ausprudes Differenzial den Ausprud Differenz ge- 
brauchten, indem fie darunter eine unendlich Fleine Differenz verſtanden. 

Die Formel (1) bietet, wie wir fie eben ausgedrückt haben, feine Zwei- 
deutigfeit dar; allein in der Praxis würde bie Anwendung der Indices unten 
an dem Differenzialzeichen bejchwerlich fein und oft zu Schreib- oder Druckfeh⸗ 
lern Beranlaffung geben, weswegen man es vorzieht, od , dd" N. 


Fi dx + (2) 


zu fchreiben, wobei feine Berwechfelung des Xotalvifferenziales ds im erften 
Xheile der Gleichung mit den partiellen Differenzialen dz, welde in den Zäh- 
lern der Differenzialevefficienten im zweiten Theile der Oleichung vorkommen, 
zu befürdten iſt. 
In der That find die Differenziale nur Hülfsſymbole, welche im Verlaufe 
der analytifchen Combinationen angewandt werben, um zu ben Differenzialcoef- 
fieienten zu gelangen, welche numerifch beftimmte $unctionen find, fo bald man 
den veränderlihen Größen, wovon fie abhängen, beflimmte Zahlenwerthe bei- 
legt. Sp lange aber die Veränverlihen x, y von einander unabhängig find 
Eournot, Theorie ver Functionen ıc, ; 9 
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und bie Veränderungen dx, dy durch Feine Relation mit einander verbunden 
find, bleiben vie Verhaͤltniſſe des Totaloifferenziales «dz zu dx oder dy, nämlich: 


ds d, * dy d.z' , dx d,s 























dx dy dx ' dx dy + dy ' 
unbeftimmt. Die Ausprüde: 
ds ds 
— —7 


würden folglich keinen beſtimmten Werth haben, wenn das im Zähler vorkom⸗ 
mende dz ein Totaldifferenzial bezeichnen follte, und die Rechnung koͤnnte, wenn 
fie auf Aufgaben angewandt wird, bie eine beftimmte Auflöfung zulaffen, nicht 
auf ſolche Ausdrücke führen. 

Nichtsveftoweniger ſchreiben einige Analyſten nach dem Beifpiele von E u- 
ler und Taplace die partiellen Differenzialcvefficienten zwilchen Parentheſen 
auf folgende Weife: 


a=(7) dx + (5) dy; 
aber gewöhnlich betrachtet man dieſe Parenthefen als überflüflig. *) 
*) Beiſpiel 1. Es fei: eritayty 
fo if: Au 
7 ı= (3x? + 2axy)dx, 
= dy = (ax? + 3y’)dy, 
und folglich das Totaldifferenzial: 


du = (3x? + 2axy)dx + (ax? + 3y?)dy. 
Beifptel 2 Es fei: 








x y du 1 _ı u 1 x 
u274 it =, * und 57 y 
folglich das Totaldifferenzial: 

__ ‚du du „__dx _ ydx dy _ xdy 

u= zur ,I= y a +7 y 


Beifpiet 3. Es fei: 


u= ig (HER = log. (x + Ve ) — log. y, 
fo if: 





du — x und du x 
dx Vo y: dy yVxy 
folglich: 
du d d dx —xdy 
a E_ _ Mr _ _ az 
dx dy Vx'_y: y Yx'-y? y very: 


Beifpiel 4. Es fe: 
x 
u == log. tang. nn, 
fo if: 
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$. 119. Die Formel (2) erſtreckt fih ohne alle Schwierigkeiten auf 
Zunctionen von einer beliebigen Anzahl von Veränderlihen, und für n — 


f(x, Y, 2, t, vor.) bat man 3 B.: 














da da du du 
irritiert 8 
x x x 
au _ d tang. — sec.? y du d tang. y — sec. * 
— — — — — — — av == == 
‘x dx fang. — ytanz. a’ y dy tang. * y? tang. I 
y y y 
und folglich: 
sec.? — x sec.? _ 
du du  . 
—dı + —diy= dx — dy 
dx dy 
ytang. — y? tang. — 
ya a _ Ya 
Op tang — .. y?sin, —cos.— 
y ıy 
Beifpiel 5. Es fei: 
xy? 
u 22 — na? ’ 
fo if: 
Au NM 2 3 du yn 
dx z’-a”’ dy ma de (2? — 22)? 
und folglich das Totaldifferenzial: 
du du du y’dx 2xydy 2xy?z2dz 
du = 744 yyt 7 dz salat — — Gay 
_ y?@? — a’)dx + 2xy(2? — a?)dy — 2ıy?rdz 
an Tg 
| Beifpiel 6. Es fe: 
x y 
fo iR: 
du x y x x y 
Fre = 2) + y®r y' 2), 
du 2? x y x x y 
F — — 6 7 479 y' 2), 
du xy xy 
u m \y't 7 


und folglich das Totaldifferengtal: 


12 


x 7) x (= 7) _ı (= 2) 
ia» (Z, z «+79 y'z dx yı® y'z dy 


+20(&, Dr-ZolE, Da 


3. d. 


9* 


Ueberſ. 
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Wenn alfo Au, Ax, Ay, Az, At, etc. fehr Eleine Veränderungen ber 
erften Ordnung bezeichnen, fo hat man bis auf Größen der zweiten und der 
höhern Ordnungen genau: 

Au ⸗44 +1 + BR + nr eie. (4) 
dx dy dz dt 
wenigftens fo lange die partiellen Ableitungen : 
du da da du 
dx dy ur PRaEFTE 
feine fehr großen Werthe annehmen ; fo daß die Brüche: 
1 1 1 1 etc 
da’ da’ du du’ 
dx dy dz dt 
fo Hein werden, daß fie mit Ax, Ay, Az, At, etc. vergleichbar find ($.45). 

Wenn aljo eine Function von Größen abhängt, welche ſehr Fleine pofitive 
oder negative Veränderungen erfahren, fo iſt die Totalveränderung ber Fune⸗ 
tion nahezu gleich der algebraiihen Summe der Veränderungen, welche dieſe 
Function in ihrem Werthe würde erfahren haben, wenn fi) jene der Größen, 
wovon fie abhängt, allein geändert hätte. 

Das Princeip des Zufammenfallens fehr Feiner Bewegungen, 
welches bei der Erflärung der Naturerfcheinungen eine fo wichtige Rolle ſpielt 
und worauf die neuen Theorien des Schalles und bes Lichtes beruhen, iſt wei- 
ter nichts, als eine Folgerung aus dem eben ausgefprochenen Gate, welchen 
man daher das Princip des Zufammenfallens Fleiner VBeränderun- 
gen nennen Fönnte. Wenn man biefes Princip mit dem Principe der Propor⸗ 
tionalität Feiner Veränderungen ($. 5) zufammenhält, fo fieht man ein, wie 
eine beſchränkte Anzahl von Verſuchen oder Beobachtungen die Mittel zur Be— 
rechnung der Beränderungen einer Größe an die Hand geben kann, welde 
nach einem empirifchen und unbefannten Gefehe von mehreren anderen Größen 
abhängig iſt, wofern die Veränderungen biefer Ichten Größen in enge Grenzen 
eingefchloffen find. Denn flreng genommen genügt es fchon, die Werthe von 
Au für fo viele Werthſyſteme von Ax, Ay, Iz, St, etc. zu beobachten, 
als man in der Gleichung (4) partielle Ableitungen numerifch zu beflimmen 
hat, und alsdann gibt diefe Gleichung den Werth von Tu durch eine lineare 
Function von Ax, Sy, etc., für fehr Heine, aber übrigens beliebige Werthe 
diefer Veränderungen. Die Beobachtungskunſt befteht alsdann darin, unter 
ſolchen Umftänvden zu beobachten, daß dieſe unbefannten Coefficienten mit ver 
größten Genauigkeit beftimmt werden konnen und die Wahrfcheinlichkeitsrechnung 
gibt zu dieſem Zwecke Indicationen an die Hand, welche wir bier nicht näher 
anführen fünnen, 

$. 120. Der Beweis der Kormel (2) oder der Kormel (3), welde eine 
Berallgemeinerung verfelben ift, erfordert nicht, daß die Veränverlichen x, y, 
z, eic. von einander unabhängig find, was wir größerer Allgemeinheit wegen 
vorausgefegt haben; allein nichts hindert, alle bieten Beränverlichen x, 5, etc., 
oder einige berfelben, als Kunctionen einer neuen unabhängigen Beränberlichen 
v zu betrachten, oder vielmehr anzunehmen, daß mehrere dieſer Veränverlichen, 
3. B. y und z Functionen von x find, Alsdann iſt u aus einem boppelten 
Grunde eine Junction von x, nämlich unmittelbar, in fo fern x in dem Aus⸗ 
drucke von u vorkommt und mittelbar, weil u eine Function ber Größen y 
und z ift, welche felbft unmittelbare Functionen von x find. Alsſsdann muß 
man in der Formel (3) für: 


etc. 
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da dy + An 
dy _ 


da 


( du „Ir da das ix 
dy dx + dz =) 
fegen, und ebenfo in allen ähnlichen Fällen. 
Diefe Bemerkung benutzt man zur Erleichterung der Differenzirung ber 


mathematifhen Sunchonen von einer einzigen DVeränderlichen, wenn der Yus- 
druck derſelben complicirt if. Wenn man 3. B. die Function: 


— —— 
—7 
zu differenziren hätte, fo koönnte man ſetzen: 
Yitı=y Y1-ı=3 


die Größe: 





folglich : 
dx dx 
dy= — oo, = — — — 
2/1+x 271— x 
Andererfeits hätte man: 
u — y' N 
y—ıi 
folglich : ‘ 
du y2—2yz du ya 


06-9 aTgG—)' 
Wenn man diefe Werte in die Formel: 
wog + du eg du , dy du, =) ds 
x 


dy dz — dy dx + dz 
ſubſtituirt, fo findet man: 
du= Yo? — re) 
G-ı " ıg—n): 


und nachdem man für die Hülfsveränderlichen y, = ihre Werthe in x fubfti- 
tuirt Bat: 
a It Ve 
AV 1—x(1—Y 1-x) 
F. 121. Wenn bei den Anwendungen des Caleculs auf Naturerfiheinun- 
gen eine Function u ſowohl unmittelbar, als mittelbar von einer gewiffen 
Größe + abhängt, fo ift e8 zuweilen nicht blos bequem, fondern fogar unum- 
gänglich nothwendig, in ver Veränderung von u den Theil, welcher unmittel- 
bar von der Berändernng von t und den Theil, welcher von der Veränderung 
einer Größe v, die felbft eine Function von t ift, herrührt, für fich zu be- 
trachten. Um diefe doppelte Abhängigkeit durch ein Beifpiel zu erläutern, wol- 
len wir und ein materielle8 Theilchen venfen, welches fi) vermöge der Wir- 
fung eines electrifirten Körpers im Raume bewegt. 


‚ Die Intenfität der bewegenden Kraft ift eine unmittelbare Junction der 
Zeit t, weit fich die electriſche Ladung des electrifirten Körpers fortwährend 


+ ıdx, 
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vermindert, und eine mittelbare Function berfelben veränberlichen Größe, weil 
fie von den Coordinaten des bewegten materiellen Theilchens, welche ſich jeden 
Augenblick ändern, abhängig ift. Die feinften Unterfuchungen in ber Theorie 
ber Bewegung der Himmeldförper beruhen auf Unterfcheivungen biefer Art 
zwifchen ben verſchiedenen Theilen der Veränderung einer Function, welde 
man als eben fo viele einzelne Wirfungen ober Einfläffe der Veränderung einer 
und berfelben veränderlihen Größe betrachten muß, In einem ſolchen Halle 
fann der Differenzialcvefficient verfchiedene und Tauter endliche Werthe haben, 
je nachdem man du als ein totales oder als ein partielles Differenzial 
betrachtet, und alsdann find gewiffe Bezeichnungen erforderlich, welche jede 
Zweideutigfeit befeitigen; allein es laſſen fih in diefer Beziehung feine allge- 
meine Negeln aufftellen, 

$, 122, Vermittelft der Formel (3) fann man auch eine Relation bewei- 
fen, welche unter dem Namen Des Lehrfahes von den homogenen Func⸗ 
tionen befannt iſt. In rein algebraiſchem Sinne fagt man, u eine Fune⸗ 
tion f(x, Jr 27...) homogen fei, wenn man für jeven Werth von 6 die 
Relation hats 

f(0x, Oy, Os, ...) = Or f(x, Yı 1). 

Wenn man beide Theile dieſer Gleichung in Beziehung auf 9 differenzirt, 
fo erhält man die neue Identitaͤt: 

d+fCOx, Or, 0x, ..) d+ fax, Or, Os, -.) 

ix xdo + y 146 


d 0 f 9 240 
4 ————— Ir a0 + etc. = nda-1d0 + f(x, yı Zu), 


und wenn man durch d0 bivibirt und dann 0 = 1 ſetzt; fo fommt: 
„Nana, , Mona) |), Mama) 4 ce 
dx dy dz 


= nf(x, y, 2, u) 

wodurch ber Lehrſatz von den homogenen Funetionen analytifch ausgeprüdt wird. 

$. 133. Wir wollen wieder die Function mit zwei unabhängigen Ber- 
änberlichen : 

ı = f(x, y) 
betrachten. Wenn wir mit Az, A,s die partiellen Veränderungen bezeichnen, 
welche diefe Function erfährt, wenn x um Ax zunimmt, ohne daß y fih än⸗ 
tert und wenn y um /y wächt, ohne daß ſich x ändert; ſo haben wir: 
Ax = f(x + IAx,y) — fix, J). 
Die Veränderungen, welche bie beiden Theile diefer Gleichung erfahren, wenn 
man darin y + Iy für y fest, müffen ausgebrücdt werden durch: 
4A: = f(x + Ax, y+ Ay) — fix + Jxı y) 
— fa, y rt ID +f&ı9ı 
auf ech nie des zweiten wpeiles biefer Gleichung in Beziehung 
erlihen x muß man für beliebi 

ee vie Relakon 6 17 ß für beliebige Werthe der Incremente 

4, A.æ — Ads; 
folglich, wenn man zu der Grenze übergeht: 
und; d,d,= = d.d,z, (5) 

d. d A d, d, 


= , 
Aydx dxdy 
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Bei einer Formel wie diefe nimmt man an, daß die Art und die Orb- 
unng der partiellen Differenzirungen burch das Borbandenfein und durch bie 
Aufeinanverfolge der in den Nennern vorkommenden Zactoren dx, dy zur Ge- 
nüge angedeutet wird und man fchreibt daher: 


ddz diz 
dydx = dxdy, ' 
oder noch einfacher: 
d’z d’z 


dydx = dxdy 


Der eben bewiefene Sag. ift auf jede Art ftetiger Functionen anwendbar 
und muß fih immer numerifch oder algebraifch verifiiren. Wir wollen 3. B. 


x 
== arc, fang — 


fegen, fo haben wir: 


d’z d?z x? — y2 


Es fei ferner: 
x?y 


1+7? 





’ 


fo fommt: 
da xy des x?2({—y2) 
dx — 1+y2’ dy 7 (i+y?)2 
d?a d?z 2x(1—y?) 
dydx — dxdy — (i+y2) ' 
Iſt die Identität der beiden Theile der Gleichung (5) einmal dargethan, 
fo folgt daraus, daß man in einem Ausbrude von der Korm: 


dd,d, ....... 0, 


die Aufeinanderfolge irgend zweier fucceffiver Indices umkehren und vermittelft 
einer oder mehrerer folcher Umfehrungen in der Ordnung der Indices oder der 
fucceffiven Differenzieungen alle möglichen Permutationen vornehmen kann, ohne 
an dem Endrefultate etwas zu verändern. Das Raifonnement ift daffelbe, als 
das, welches man in den Elementen der Arithmetik anwendet, um ben Gab 
zu beweifen, dag man, ohne den Werth eines Productes aus mehreren Facto- 
ten zu verändern, bie Ordnung ber fuccefliven Multiplicationen auf alle mög- 
lihen Arten abändern kann, nachdem vorher bewiefen ift, daß das Product aus 
zwei Factoren nicht geändert wird, welchen von dieſen beiden Fartoren man 
als Multiplicand oder ald Multiplicator betrachten mag. 

6. 124. Vermittelſt des Lehrfabes im vorhergehenden $. findet man leicht 
den Ausdruc der Totalvifferenziale der verſchiedenen Ordnungen der Functio- 


nen von mehreren unabhängigen veränderlichen Größen. Wenn man vie beiden 
Theile der Gleichung: 
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worin =, = Funetionen von x, y bezeichnen und dx, dy als eonflante Fac- 
«X | 


toren behandelt werben fünnen, weil x, y bie unabhängigen Beränderlichen 
bezeichnen, in Beziehung auf x und y bifferenzirt; fo erhält man: 


2 2 2 a. 
x x y dy 
2: — l d d d —_d d 
ds — = dx + 5 y x+ dx x+ dy J y 


d 
d?z ıd?z d?z d?z 
—- — d —d ——d 
* I at ya (I rt 'y) dy 
d?xz d?z d?z 
d dy?. 
Fre dxdy dedy + dy2 ’ 
Das Differenzial d?z im erften Theile dieſer Gleichung iſt ein Zotaldif- 
ferenzial der zweiten Orbnung und die Ausbrüde: 
d?z d?z d?z 
dx2 ° dxdy ' dy2 
bezeichnen die drei partiellen Differenzialcoefficienten over bie drei partiellen 
Ableitungen der zweiten Ordnung, weldhe im Allgemeinen beflimmte $unctio- 
nen der beiden unabhängigen VBeränderlihen x, y find, aber welde zufällig 
auch nur eine diefer Beränverlichen enthalten oder ſich auf eonflante Größen 
rebuciren, ober fogar auch für gewiffe Werthe der Veränderlihen x, y unbe- 
flimmt bleiben fönnen, wie wir gehörigen Orts fehen werben. 
Dur Fortſetzung diefer Rechnung ergibt fi, daß das Totalbifferenzial 
‚ der nr Ordnung einer Function von zwei unabhängigen Veränderlichen x, y 
ausgebrüdt wirb durch: 


























d"z n d'z 








2 = ix . — HE Per 
Fer dx® + 7 75 dy 
n(n — 1) dux F zn 


welcher Ausbrud offenbar der Binomialformel analog iſt, durch biefelbe Art 
von Induction bewiefen wird und fi) auf folgende fombolifche Form: 
de A «dx + 4 . is) d’z, 
dx dy 

bringen läßt. 

Ebenſo würde das Geſetz der Entwidelung des Totaldifferenziales einer 
Funetion u von einer beliebigen Anzahl unabhängiger Veränderlicher x, y, 2, t, +... 
dur die fymbolifche Gleichung: 


1 1 1 n 
u — (— e.d — d — ⸗ .J dau. 
deu (- *45 1* rm de + etc.) u 


ausgebrüdt. Den Grund diefer Analogieen zwifchen der Entwickelung ber Po- 
tenzen und der Entwicelung ver endlichen over unendlich Heinen Differenzen 
haben wir bereits in $. A3 angegeben. 

Unter Gleihungen mit partiellen Differenzialen, ober wie man 
fi gewöhnlicher ausdrückt, mit partiellen Differenzen ($. 118) ver- 
fteht man die Gleichungen, welche zwifchen den unabhängigen Veraͤnderlichen, 
den davon abhängigen Functionen und ben partiellen Ableitungen oder ben 
partiellen Differenzialevefficienten dieſer Funetion ftattfinden; wogegen man unter 


—X 
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Gleichungen mit gewöhnlichen Differenzialen over ſchlechthin unter 
Differenzialgleihungen diejenigen verfteht, worin nur Differenzialcveffi- 
cienten wie bie vorkommen, wovon in der Theorie der Functionen einer einzi- 
gen Beränverlichen die Rebe gewefen if. Die Ordnung einer partiellen Dif- 
ferenzialgleichung wird durch die Ordnung bes darin vorkommenden Differen- 
zialcvefficienten von der höchſten Ordnung beftimmt. Die allgemeinfte Form 
einer partiellen Differenzialgleichung der erften Ordnung zwifchen zwei unab- 
hängigen Veränderlichen x, y und ber Function z ift: 
ex z dz de 0 
 Jı 8 7 dy = U, 
die einer partiellen Differenzialgleichung der zweiten Ordnung zwiſchen beit- 
felben Berändberlichen iſt: 


u. f. f. 

Unter der Rechnung mit partiellen Differenzialen oder mit 
partiellen Differenzen verfieht man den Theil der Theorie der Yunctio- 
nen, welcher von den zwifchen ven Funetionen mehrerer unabhängiger Berän- 
berlicher und zwifchen ihren partiellen Differenzialcoefficienten oder ihren par- 
tiefen Ableitungen ftattfindenden VBerhältnifien und im Allgemeinen von ben 
partiellen Differenzialgleichungen der verfchiedenen Dronungen handelt. 

Wenn man 5108 zwei unabhängige Veränderlihe x, y und eine Function 
z berfelben betrachtet, wie folches faft immer bei ven Anwendungen auf Geo⸗ 
metrie der Fall ift, fo finder man es bequem, jede der partiellen Ableitungen 
der drei erſten Ordnungen mit einem einzigen Buchflaben zu bezeichnen, weil 
diefe Ableitungen häufig angewandt werden, und zu biefem Zwede werben wir 
uns nah Monge der folgenden Bezeichnung bebienen: 


__ da _ d 
P 7 1 * 5 
422 _ dis d?z 
dz2 ' 0 dxdy ' dya ! 
d3z d3z _ . d’z __  d’z 
dxs ’ dx?dy — dxdya’ dy? 


pder: 
dz = pdx + qdy 
d?z = rdx? + 2sdxdy + tdy?, 
d?z — udx? + 3mdx?dy + I3w dxdy?2 + vdy®, 

Nach dieſer Bezeichnung werben die partiellen Differenzialgleihungen ber 
erften und zweiten Ordnung zwilchen den drei Veränderlichen x, y, = folglich 
ganz allgemein ausgebrüdt durch: 

fx, sp dD=0d fs y, », Pp Hr ) 0. 

$. 125. Aus der analytifhen Geometrie im Ranme ift befannt, daß bie 
fletige Function z = f(x, y) immer durch die Ordinate einer auf drei recht⸗ 
winflichte Axen bezogenen frummen Fläche bargeftellt werden fann. Die Werthe 
ber Ableitungen p, q, r, 5, t, ſtehen zu der Richtung ber Berührungsebene und 


zu gewiflen geometrifchen Eigenschaften der krummen Fläche in Beziehungen, 


welche wir unterfuchen werden, wenn wir fpeciell von der Anwendung der Dif- 
ferenzialrechnung auf die Geometrie in drei Dimenfionen handeln werben, In 
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biefem Augenblicke dagegen wollen wir unterfuchen, von weldem Ruben bie 
geometrifchen Begriffe zur Erläuterung ber Theorie der Functionen fein Tünnen. 

Nun ift aber in diefer Beziehung Teicht einzuſehen, daß die geometriſche 
Darftellung der Functionen von zwei veränderlihen Größen durch die Orbinaten 
krummer Flächen von wenig praktiſchem Nutzen iſt; denn wenn ſich eine Eurve, 
wovon man eine enbliche Anzahl einander hinreichend nahe Tiegender Punkte 
kennt, Leicht in der Ebene confiruiren läßt, fo fehlt es doch auf der andern 
Geite an bequemen Berfahrungsarten zur figürlichen Darftellung einer krummen 
Fläche im Raume, wovon man nur eine endliche Anzahl von Punkten kennt 
und felbft einer Fläche, deren Geſetz der Erzeugung bekannt if. Diefe Schwie- 
rigfeit hat die Entftehung eines neuen Zweiges der Geometrie veranlaßt, wel- 
hen man bie deferiptive over darſtellende Geometrie genannt hat, 
und deren Zweck darin befteht, die Conftructionen, weldhe im Raume ausge⸗ 
führt werden müßten, auf graphifche Conftructionen in der Ebene zurüdzuführen. 

$. 126. Bon allen PVerfahrungsarten der befcriptiven Geometrie zur 
Beitimmung frummer Flächen mittelft ebener Conftructionen befteht die allge= 
meinfle und die einzige, womit wir ung bier wegen ihres unmittelbaren Zu- 
fammenhanges mit der analytifchen Theorie der Functionen befchäftigen wollen, 
darin, daß man die frunme Fläche mit einer Reihe horizontaler Ebenen durch⸗ 
Schneivet und. die Durchfchnittscurven , welche Niveaulinien genannt werben, 
auf bie Horizontale Ebene der x, y projicirt, wo bie profieirten Linien und 
ihre Projectionen, wegen des Parallelismus der Ebenen vollfommen aufeinander 
legbar fein müſſen. 

Für jede Niveaulinie bat man = — c, wo o eine beliebige Conſtante 
bezeichnet, und folglich iſt: 

dz — 0 oder pdx + ydy = 0, 
die gemeinfchaftlihe Differenzialgleichung aller Projectionen der Niveauli— 
nien, und aus berfelben folgt: 
p du 
17% (6) 

wodurch für jeden Punkt (x, y) bie Richtung der Tangente an ber Projection 
einer Niveaulinie für dieſen Punkt beftimmt ıf. 

Wenn man von einem Punkte der krummen Flache, deſſen Coordinaten x, 
Y, z find, zu einem benachbarten Punkte, deſſen Eoorbinaten x<-+-dx, y+dy, 
z + dz find, übergeht; fo fleigt man in verticaler Richtung um die Höhe dz 
auf und befchreibt parallel zu der Hprizontalebene die unendlich Meine Linie 
Y dx? +dy2. Die Neigung ober der Abhang der auf der Frummen Fläche 
beichriebenen Linie, oder die Tangente des Winkels, welchen fie mit der Hori- 
zontalebene bilvet, wird folglich ausgedrückt durch: | ’ 

1 


. — 
⸗ — dx? 4 dy2 Yıi + y’2 “ ray 
—B Die Größe dieſer Neigung ändert ſich in demſelben Punkte der krummen 
Släche, oder für dieſelben Werthe von x, y, p, q mit dem willführlichen Ber- 
bältniffe y.. Wenn man daher die Richtung der Linie des flärffien Abhan⸗ 


ber oder Falles beftimmen will, fo muß man vie Ableitung des vorherge- 
enden Ausbrudes, als Function von y’ betrachtet, gleich Null ſetzen, wo- 
LY®m ee Ze 


v 


durch man: U RE Di Bann 
j yl = 4, (8) 
p 


oder , 
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qux — pdy — 0, 

für die gemeinfchaftliche Differenzialgleichung aller Projectionen der Linien des 
ſtaͤrkſten Falles auf die Ebene der xy erhält. Nach einem befannten Lehrſatze 
ergibt fi) aus der Bergleihung der Gleichungen (6) und (8), daß das Sy⸗ 
- flem der Projectionen der Niveaulinien von dem Syſteme der Projectionen ber 
Linien des ſtärkſten Falles vechtwinklicht vurcdhfchnitten wird, Wenn alfo eine 
gewiffe Anzahl einander hinreichend genäherter Eurven bes einen Syſtemes 
gegeben ift, jo kann man die Curven des andern Syſtemes mit einer hinrei⸗ 
chenden Annäherung zeichnen. 

Wenn man den aus der Gleihung (8) genommenen Werth von y’ in 
ben zweiten Theil der Gleichung (7) fubftituirt, fo erhält man für den Werth 
des Härfften Falles: 

Vpr+q. 

Das Berfahren, welches gegenwärtig in Sranfreich bei den großen topo- 
grapbifchen Arbeiten zur Darfiellung des Reliefs eines Terrains auf einer Ho- 
rizontalebene angewandt wird, befteht in der That darin, auf diefer Horizon- 
talebene die Reihe von Projectionen der Niveaulinien zu zeichnen, welche man 
erhält, wenn man die Oberfiäche des Terrain mit gleichweit von einander 
entfernten Horizontalebenen durchſchneidet und die Reihe der Projectionen der 
Linien bes flärfften Falles confteuirt, welche die Eurven des erflen Syſtemes 
unter einem rechten Winfel durchfchneiven, 

6. 127. Wenn jede verticale Ordinate die krumme Fläche nur in einem 
einzigen Punkte trifft und immer einen envlihen Werth behält, fo bilden bie 
Projectionen der Niveaulinien eine Reihe von Linien, wovon feine die übrigen 
fchneidet, und welche auch nicht in fich ſelbſt zurückkehren, nachdem = gewilfe 
Werthe überfchritten hat. Diefer Fall verdient eine beſondere Aufmerffamfeit, 
weil derfelbe bei allen den Unterfuchungen vorfommt, wo die Veränderliche = 
eine phyſiſche Größe bezeichnet, welche eine Function zweier Coorbinaten eines 
materiellen Punktes if. Wir wollen 3. B., um die Begriffe zu firiren, eine 
Freisförmige Scheibe betrachten, deren Mittelpunkt ber Anfangspunft der Co⸗ 
ordinaten x, y ift und welche man urfprünglich auf irgend eıne Weiſe erhitzt 
bat. Ferner wollen wir annehmen, daß dieſe Scheibe eine fo geringe Dide 
bat, daß die Temperatur aller auf einer Normale der beiden Flächen ver 
Scheibe liegenden Molecule nahezu diefelbe iſt; fo wird die Temperatur = aller 
anf derſelben Normale liegenden Meolecule für einen beliebigen Zeitpunft eine 
Kunction der Coordinaten x, y des Fußpunftes ver Normale. Diefe Yune- 
tion kann pofitiv oder negativ fein, je nachdem man den Nullpunkt der Tem- 
peraturen beftimmt; allein fie wird immer einen enblichen Werth behalten, und 
zwar im Allgemeinen für jedes Syftem von Werthen der Coorbinaten x, y 
nur einen einzigen Werth. Das Geſetz diefer Function wird anfchaulich ge— 
macht, wenn man auf der Ebene der xy eine Reihe von Linien @, , Yı vr 
(Fig. 36) befchreibt, welche der Differenzialgleichung : 

pdix + qdy = 0, 
genügen, ober anf welchen die Temperatur venfelben Werth behält, und wenn 
man an jede Linie eine Zahl feht, welche den Werth ver Temperatur für bie 
auf dieſer Linie Tiegennen Punkte ausdrückt. Diefe Linien von gleicher Tem⸗ 
peratur, deren Syflem das Gefet der Function = beflimmen und graphifch dar⸗ 
ſtellen kann, werben iſothermiſche Linien genannt. 

Die Beränderlihe z fünnte auch die Dichtigkeit, die Ausdehnung und Zu- 
fammenziefung eines materiellen Theilchens, den darauf wirkenden Drud, die 
Intenſität des darauf fallenden Lichtes, die Intenfität der von demfelben aus- 
gehenden electrifchen und magnetifhen Wirkungen ar, bezeichnen, und die all- 
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gemeinen Merkmale der Function, womit wir uns bei diefer Art von Unterfu- 
chungen allein zu befchäftigen haben, würben ganz biefelben bleiben. 

Um feine nicht durchaus nothwendigen Ausbrüde einzuführen, *) wollen 
wir and die Linien Niveaulinien nennen, längs welder bie Yunction 
z — f(x, y) einen conflanten Werth behält, obgleich die Kunction z eine phy⸗ 
fifche Größe und nicht mehr die verticale Ordinate einer krummen Fläche aus- 
drücken foll, wovon der Punft (x, y, =) den Punft (x, y) zur Horizontalpro- 
jection hat. Die Veränderung der Kunetion = ıft Null, wenn man von einem 

unfte auf der Niveaulinie zu dem benachbarten übergeht und fie ift für die⸗ 
elbe unendlich Heine Verrüdung die möglichft größte, wenn dieſe Verrückung 
in einer auf der Niveaulinie ($. 126) fenkrechten Richtung geſchieht. Man 
fann daher die Rinien, welde die Niveaulinien unter einem rechten Winfel 
durchſchneiden und den Projectionen der Linien des ftärfften Falles in der Theo- 
vie der krummen Flächen entiprehen, Linien der größten Veränderung 
nennen. 

$. 123. Die in ben vorhergehenden SS. betrachteten Functionen z, welche 
fih übrigens mathematisch ausdrücken laſſen mögen oder nicht, würden nicht 
unendlich werden fünnen; aber fie können StetigfeitSunterbrechungen ver erften 
Ordnung erfahren, welche in dem plößlichen Uebergange von einem endlichen 
Werthe zu einem andern beftehen. Diefes folgt, wie wir bereits an einem 
ähnlichen Halle gezeigt haben ($. 38), aus der Regel felbft, vermöge welder 
wir ung vorftellen fünnen, daß eine phyfifche Größe = eine Function der Co— 
orbinaten eines mathematifchen Punktes (x, y) wird. Um die Begriffe zu 
fixiren, wollen wir annehmen, daß z die Dichtigfeit der Platte NM (Fig. 36) 
längs der Normale, deren Fußpunkt, (x, y) ift, bezeichnet. Um mit dieſer 
Definition eine phufifche Bedeutung verbinden zu fönnen, muß man fih auf 
der Fläche der Platte eine geſchloſſene Eurve willkührlich befchrieben denken, 
deren Umfang o eine Fläche w umfchließt, worin der Punkt (x, y) liest. 
Die Fläche w kann zur Grundfläche eines geraden Cylinderd genommen wer- 
den, deflen Höhe die Dicke der Platte ih und das Verhältniß der Maſſe 
dieſes Cylinders zu feinem Volumen iſt alsdann eine gewiffe Zahl D, welde 
die mittlere Dichtigfeit des Cylinders ausdrückt. 

Denkt man fih nun, daß die Fläche w ohne Ende abnimmt, aber immer 
den Punkt (x, y) enthält, fo iſt die Grenze z, gegen welche das veränderliche 
Verhältniß D convergirt, und welde fi) mit den Coordinaten x, y ändern 
fann, die Funetion von x, y, welche man als Maß der Dichtigkeit der Platte 
auf der im Punfte (x, y) errichteten Normale nimmt. Das eben in Beziehung 
auf das Maß der Dichtigfeit Gefagte, würde auch auf das Maß der Keime: 
ratur, oder jeber andern phyſiſchen Größe anwendbar fein. 

Die Grenze z ändert fih im Allgemeinen nicht, welche Form die Eurven 
o und weldhe Lage der Punft (x, y) innerhalb der von dieſen Eurven be- 
grenzten Fläche auch haben mögen, und fie ändert fih im Allgemeinen auch 
nicht, wenn man den Punkt (x, y) fogar auf den Umfang der Fläche m ver- 
legt; denn man könnte für biefen Punkt einen demſelben innerhalb ver Fläche 
w unendlich nahe liegenden Punkt (x + dx, y + dy) fubftituiren, für wel- 
hen der Werth der Sunction s von dem Werthe derſelben Function für ben 
Punkt (x, y) nur um eine unendlich Heine Größe verſchieden wäre und folglich ver- 


*”), Man Tönnte die Linien, welche materielle Theilchen verbinden, bie fich in 
bemfelben phpfiſchen Zuflande befinden , oder für welche bie betrachtete phy- 
fifde Größe y — f(x, y) denfelben Werth hat, ifomerifche Linien nen- 
nen, und dieſe Benennung iſt der bereits in ten Gebrauch übergegangenen 
Benennung iſothermiſche Linien analog. 
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nachlaffigt werben koͤnnte. Allein nichts deſtoweniger begreift man leicht, daß 
fih die Grenze = für gewiffe befondere Werthe von x, y ändern fann, je 
nahden bie unendlich Fleine Fläche w in allen Richtungen alle benachbarte 
Punfte von (x, y) enthält, oder nur die zwilchen gewiffen durch den Punkt 
(x, 7) gezogenen Linien Tiegenven Punkte. In dieſem legten Falle iſt ber Un- 
terfchied der Werthe von = für zwei einander unendlich nabeliegende Punkte 
nicht mehr unendlich Fein, oder mit andern Worten, bie Function = erfährt 
alsdann eine Unterbrechung der Stetigfeit der erfien Ordnung, welche in dem 
ylöglichen Uebergange von einem endlichen Werthe zu einem andern endlichen 
Werthe befteht. 

Ein Beifpiel diefer Art von Unterbrechungen ber Stetigfeit erhält man, 
wenn man fich vorftellt, daß die Platte M (Fig. 37) and zwei verfchievenen 
und nad) der Linie np zufammengelötheten Metallen befteht. Die Dichtigkeit 
der Platte iſt alddann eine Function, welche ſich plößlich ändert, wenn man 
durch die Löthlinie aeht, und wenn man für den Punft (x, y) einen auf bie- 
fer Linie Tiegenden Punkt u nimmt; fo hat die Function z zwei verfchiedene 
Werte, je nachdem man biefen Punft als zu dem Theile A oder zu bem 
heile B der Platte gehörig betrachtet. Es feien z,, z, diefe beiden Werthe 
der Function z, fo iſt die eben erwähnte Grenze gleich: 

z, + 2, 

y. 
wenn der Punft u innerhalb ver Fläche w Tiegt; fie iſt gleich =, , wenn ber 
Umfang o durch den Punkt zu gebt und zur Linken der Tangente st liegt, und 
fie ift endlich — z,, wenn der Umfang wieder durch den Punkt u gebt, aber 
zur Rechten verfelben Tangente Liegt. 

Wir wollen die Linien np, längs welcher die Sunction plöglich von einem 
endlichen Werthe zu einem andern enblihen Wertbe übergeht Unterbre— 
Hungslinien nennen. Mehrere Unterbrechungslinten np, n!p‘, n’ pl, etc. 
(Fig. 38) fünnen im Punkte u einen gemeinfchaftlichen Durchfchnittspunft haben. 
Durch den Punft zu wollen wir an diefe Linien die Tangenten st, at, ati! 
etc. ziehen und mit &,, &,, Az, etc. die Bogen bezeichnen, welche auf dem 
Rreisumfange von dem Halbmeffer — 1 die Winfel: 

sus', s/us'!, s'ut, etc. 
meflen; fo hat die Function = im Punkte u verſchiedene Werthe z,, z,, z,, etc. 
je nachdem man ben Punft u ald zu dem einen oder zu dem andern ber Win- 
felräume: 
nun’, alun‘, n’up, etc. (a) 
gehörig betrachtet. Die Grenze z, mit welcher dieſe Function im Allgemeinen 
übereinflimmt, iſt glei 
a2, +0a,2,+ a,2, + etc. 
2m ' 
wenn der Punkt u in die Fläche w fällt und fie bekommt die Werte z,, z,, 
z,, etc., wenn der Umfang o burd den Punkt u geht und außerdem ganz in 
einem ver Binfelräume («) liegt. 

Wenn es Unterbrechungslinien gibt, fo find die Niveaulinien Feine ge- 
ſchloſſenen Curven mehr. Wenn z. B. np (Fig. 39) eine Unterbrehungslinie 
ift, fo endigt fich eine vom Punkte u ausgehende und zur Linken ber linter- 
brechungslinie liegende Niveanlinie im Allgemeinen zur Rechten derfelben Linie 
in einem von a verfchieenen Punkte v. Umgekehrt kann man bie Unterbrehungs- 
Iinie als eine Verbindungslinie der Unterbrechungspunkte ber aufeinander fol- 
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genden Niveaulinien betrachten, wenn dieſe Linien und folglich bie Function = 
Stetigfeitsunterbrechungen ber erflen Orbnung erfahren. 

Die Stetigkeitöunterbrechungen der zweiten Ordnung der Function = wer- 
ben im Allgemeinen burch bie Eriftenz ber vorfpringenden Punkte in den Ni- 
veaulinien characterifirt. Wenn man die einander in den fuccefliven Rivean- 
linien entfprechenden vorfpringenden Punkte verbindet, fo befchreibt man eine 
andere Linie, welche man eine Unterbrehungslinie der zweiten Ord— 
nung nennen fann, u. |. f. 

$. 129. Betrachten wir nun die Yunction mit drei unabhaͤngigen Ber- 
änderlichen:: 

az= f(x, yı 2), 
wenn u ven Werth einer gewiflen phyfiihen Größe für einen Punkt (x, y, 2) 
bezeichnet, 3. B. eine Attractivo- over Repulfiufraft, eine Dichtigkeit, einen 
Druck, eine Temperatur, u. f. w. 


Wenn man: 
. I. f . 
Ind _g Lan _y Llayd) _z 
dx dy dz 


fett, fo bat man: 
du = Xdx + Ydy + Zdz, 
in welchem Ausdrucke jeder der Buchſtaben X, Y, Z im Allgemeinen eine 
Function der drei unabhängigen Veränderlihen x, y, z bezeichnet. 
Da außerdem nach $. 123 

du du d?a d’a da d?u 

dxdy — dydxz ' dxda — dadx ' dyds — dady 
fo müffen die Functionen X, Y, Z die drei Bedingungsgleichungen erfüllen : 

dX dY dX dZ dY dz (B) 
= RN 002 TT 7 


Wen man der Function u eine Reihe conftanter Werthe beilegt, fo erhält 
man eine Reihe von Flächen, welche alle ver Differenzialgleichung: 
Xdx + Ydy + Zds — 0 
genügen und fich nicht ſchneiden können, weil fonft die Function für denfelben 
materiellen Punkt mehrere verjchievene Werthe annehmen koͤnnte. Wenn die 
Function u eine Temperatur bezeichnet, fo bekommen diefe Flächen den Namen 
iſothermiſche Flächen, während fie ın der Hydroſtatik, wo die Function u 
einen Druck bezeichnet, Niveauflächen genannt werden, welchen Ausprud 
wir aus dem bereits angegebenen Grunde ($. 127) bei jever phyſiſchen Be- 
beutung der Function u beibehalten: 
enn die Coordinaten x, y, 2, rechtwinklige find, fo wird die Entfernung 
bes Punktes (x, y, =) von einem unendlich naheliegenden Punkte: 


(x +Jdx, y+ dy, 24 dr), 


Y dx? +dy2 +da2 
und während des Veberganges von einem Punkte zum andern nimmt die Func- 
tion u das Increment da an, To daß das Verhaͤltniß dieſes Inerementes zu 
ber gesenietigen Entfernung der beiden betrachteten Punkte ausgebrüdt wird 
dur) : 


ausgedrückt durch: 


Xdx + Ydy + Zdı 
— — 
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oder dur: 
X + Yy! + Zu 


— — — / (m) 
irre 


wenn der Kürze wegen: 
dy _ dz 


——— | ! — 


dx dx 


gefeßt wird. Die Größe dieſes Berhältniffes ändert fich für denſelben Punkt 
des Raumes oder für diefelben Werthe der Größen X, Y, Z mit den will 
kührlichen Berhältniffen y/, =’, welche bie Richtung beflimmen, nach welcher 
die Verrückung flattgefunden hat. Wenn man auf die als Function von y’, =’ 
betrachtete Größe (m) die Methode anwendet, welche weiter unten zur Be— 
flimmung der Marima und Minima der Aunctionen mehrerer veränverlicher 
Größen angegeben werden wirb, fo findet man, daß der größte Werth des 
Berhältniffes (m) ausgebrüdt wird durch : 


vXA+T?+2Z2, 
und daß die Linien der größten Veränderung die Niveauflähen unter rechten 
Winkeln treffen, 

$. 130. Die Theorie der Stetigleitsunterbrechungen der Functionen von 
einer oder von zwei Veränderlichen, welche phyſiſche Größen ausprüden ($. 38 
und 6. 123) läßt fih ohne Schwierigkeit auf die Functionen mit drei Verän⸗ 
derlichen erſtrecken. Um vie Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, daß 
a die Dichtigfeit des Körpers M im Sun e (x, y, =) ausdrüft, Zur nähern 
Beſtimmung der Bedeutung diefer Definition muß man fich innerhalb des Kör- 
pers eine geichloffene Fläche w von einer beliebigen Lage denken, jedoch fo, 
daß der Punkt (x, y, =) in derfelben Liegt, Das Verhaͤltniß der Maſſe des 
von dieſer Fläche umfchloffenen Volumens zu diefem Bolumen felbft iſt eine 
gewifle Zahl D, welche die mittlere Dichtigkeit von v ausbrüdt. Stellt 
man fih nun vor, daß die Dimenfionen des Volumens v durch die fortwäh- 
rende Beränderung der Fläche w» ohne Ende abnehmen, aber fo, daß der 
Punkt (x, y, =) immer in diefer Fläche bleibt; fo iſt die Grenze, gegen welche 
das veränderlicdye VBerhältnig D convergirt, die Function u von x, y, z, welche 
man als Maß ver Dichtigfeit des Körpers im Punkte (x, y, z) nimmt, Diefe 
Definition ift mutatis mntandis auch auf das Maß der Temperatur oder jeder 
andern phufifchen Größe anwendbar. 

Hiernach ift Teicht begreiflich, wie die im Allgemeinen fletige Function u 
für die auf gewiffen Flächen liegenden Punkte plößlich von einem endlichen 
Werthe zu einem andern endlichen Werthe übergehen fann, und welde Flächen 
wir daher Unterbrehungsflächen nennen wollen. Es bezeihne uw einen 
auf einer folchen Kläche liegenden Punkt und A, B feien die beiden Theile des 
Körpers DM, in welche derſelbe durch dieſe Fläche getheilt wird, und enblich 
feien u, , a, refp. die Werthe der Grenze u für zwei unendlich nahe Tiegenve 
Punkte von u, wovon ber eine in dem Theile A und der anbere in bem 
Theile B liegt; fo wird der Werth der Grenze a für den Punkt u ausge- 
drückt durch: 


u,+®, , 
2 
Wenn der Punkt u der gemeinfchaftlihe Durchſchnittspunkt mehrerer Un⸗ 


terbrehungsflächen ift, fo zieht man an die Durchſchnittslinien diefer Flächen 
im Punkte u Tangenten, denkt fih aus dem Punkte u als Mittelpunkt mit 
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dem Halbmeffer = 1 eine Kugel befhrieben, verbindet die Punkte, worin bie 
Tangenten die Kugelfläche treffen, burch Bogen größter Kreife und theilt fo dieſe 
Fläche in Abtheilungen, deren Flächen 7, T,, T,, etc. ven Regionen bes 
Körper M entiprechen, für welche die Grenze u ın der unmittelbaren Nähe 
des Punktes u die Werthe n,, u,, a,, etc. annimmt. Der Werth viefer 
Function für den Punft uw ift alsdann das Mittel: 


0,7, +a,rT, +u,7, + etc. _ rt, +0,7r, +u,T, + etc. 
7, +7r, +7, + ete. dr 


Man kann die Unterbrechungsfläche als ven geometriichen Drt der Unter- 
brechungslinien der Niveauflächen betrachten, wenn viefe Flächen, und folglich 
die Function u Stetigfeitsunterbrechungen der erften Ordnung erfahren. 

Die Stetigfeitsunterbrechungen ver zweiten Ordnung der Function u ent- 
fprehen den Kanten over den vorfpringenden Linien auf den Niveauflächen 
und der geometriſche Ort der Kanten, welche einander auf ben fuccefliven Ni- 
veauflächen entfprechen, ift eine Fläche, welche man eine Unterbrechungs⸗ 
fläche der zweiten Ordnung nennen fann. 
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Differenzierung der unentwicelten Functionen von einer oder 
mehreren unabhängigen Veränderlichen. — Vertauſchung der 
Veränderlichen. | 





1. Differenzirung der unentwidelten Functionen. 


$. 131. Wenn die Veränverliche y implicite als Funchon von x Dur 
eine unaufgelöfte Gleichung: Ä 


f(x, y) = 0 (a) 
beftimmt wird, fo kann der erfte Theil dieſer Gleichung als eine Function u 
der Veränderlichen x, y betrachtet werden, welche beitändig —= O bleibt, fo 
daß die Sneremente dx, dy durch bie Gleichung: 


Au Au dv da "du 
* — —dy= — —— 3 — 
du \dx de + dy ’ 0) oder dx dx dy 


mit einander verbunden find, Statt das Hülfszeihen u anzuwenden, fann 
man auch feben: 


fx, y) Ay) 
dx ix + dy ‚od 
ober was noch einfacher iſt: 


A ar 
dx dx + Fre] — 0. 


r ⸗ —A d [d [4 [2 
Wenn man den Differenzialcvefficienten * mit 5 bezeichnet, fo nimmt 


biefe Gleichung folgende Form an: Du OC. D. 
—— . du, u Ay _ — ED PR — 
a a 7 to: An ey 


rn 








. DVDA.. ,24 5 
a. Ant Yazdy An a m. 


h 145 Fe" 
Eu * I ol I I ’ % % — 


ein FA 
| 


df di . 
_— —— 
dx + dy r=6 (a) 
woraus folgt: 
, df dä 
y — — — — 0 
dx dy 


Der zweite Theil dieſer Gleichung ift im Allgemeinen eine entwickelte 
Zunction der beiden Veränderlichen x, y, und wenn man ben aus ber Glei— 
Hung (a) abgeleiteten Werth von y als Function von x fubftituirt; fo erhält 
man y’ als eine Function der einzigen Veränberlichen x. Wenn die Gleichung 
(a) eine algebraifhe ift, fo kann man auch nach den gewöhnlichen Methoden 
y zwifchen den Öleihungen (a) und (a’) eliminiren, und alsdann beftimmt bie 
refultirende Gleichung, welche im Allgemeinen in Beziehung auf y’ nicht alge- 
braiſch auflösbar iſt, die Ableitung y' als Function von x implicite. 

Wegen des zwilchen der unabhängigen Veränderlichen x und jeber der 
Functionen y, y’ fattfindenden Zufammenhanges ift der erfte Theil der Glei— 
hung (a’) eine Function von x, welde für jeven Werth von x gleich Null 
bleiben muß. Folglich ift die Ableitung diefes erften Theiles, wenn man y, y‘ 
als Functionen von x behandelt, auch gleih Null, und man bat zwifchen x, 
Jr Y’, 3", die Gleichung: 


2 2 
42* df 


12f 
Eu ıL_UT vu 4 — u 
Fer Tr apa 7 + iv ? =0, (ea) 
fo daß man zwifchen ven Gleichungen (a), (a), (a) irgend zwei diefer vier 
Beränderlichen eliminiren fann. Wenn man z. B. y‘ fortichafft, fo Hat man 
zwiſchen x, y% y’ vie Gleichung: 
d?f df \2 d?f d df d?f dfN? df\? 
...- :1!—_) —- 2 ___ : _. _ — Il —_ \y4=0, 
dx? (zZ) * Axdy dx dy + dy2 =) + (5 T 
Ebenfo müßte man, um y’! zu beftimmen, von dem erflen Theile der 
Gleichung (a) die Ableitung in Beziehung auf x nehmen, indem man wieber 
die Regel für die Differenzirung der mittelbaren Functionen anmwendete, wo- 
durch man erhielte: 
d3f d3f d’f d3f 
— — _—_ yv —__ yl _ 13 
tet er a de er 
d?f d?f df 
—8 77 — U, 
ra! +3 ar TI +7 0 
Es Hat durchaus Feine Schwierigkeit, dieſe Rechnung fucceflive weiter fort- 
zuſetzen und unmittelbar die Formel abzuleiten, welche den Werth von yl”) gibt. 
$. 132. Wenn man u Gleichimgen zwifchen n + 1 Veränderlichen hat, 
fo bleibt nur eine einzige diefer Veränverlichen eine unabhängige, wovon alle 
übrigen Zunctionen find, welche fich erplicite ausbrüden liefen, wenn man bie 
Elimination zwilchen den gegebenen Gleichungen und die Auflöfung ber reful- 
tirenden Gleichungen bewerfftelligen könnte. 
Wenn wir ber Kürze wegen dur: 

‚=0,,=-0 = u =0 (b) 
die Gleichungen bezeichnen, wodurch die n + 1 Beränderlichen t, x, yr 2, +... 
mit einander verbunden find, fo haben wir auch die abgeleiteten Gleichungen: 

Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 10 





if df df df 
 — I —igd —1dz ‚= 
af, Fr dt + * dx + * ‚+ a, 8 +ete.=(, 
af df df df 
ed — —d —: | —2d —2 d tc. = 
a dt r dx ie + dy + dz = pete 0 (b’) 
df df. df af 
af, = _— dt _—’d _— | . d t eo 
dt + dx x + 708 + dz „rel 0 


Wenn nun t die unabhängige Veränderliche ift, fo dividirt man alle bie 
Gleichungen (b) durch dt und man erhält n Tineare Gleichungen zwifchen ven 
n Differenzialcvefficienten : 

dx dy d2 
Fur Te u na 
vermittelft welcher Gleichungen die Eoefficienten einzeln ale Functionen von 
t, x, z, etc. beitimmt werben. 
Ebenſo beftimmen die Gleichungen : 
af, d2h, _ d2f, _ j 
er — — S*0, rue (b‘N 
welche man burch Diferenzirung der Gleichungen (b) erhält, wenn man x, 
8 ie ‚ etc. als Functionen von t betrachtet, die Ableitungen ber zweiten 
rhnung: 








d’x d?y d?z 
dt? ' der ’ ge | 
u. f. fe Die Querſtriche über den Größen (b‘‘) folfen anventen, daß die 
are Totaldifferenziale und Feine partiellen Differenziale find. 
Um die Begriffe beffer zu firiren, wollen wir annehmen, daß zwiſchen 
den brei Veränderlichen x, y, = die beiden Gleichungen: | 
9 = 0,f,x,y,2)=0, | 

habe und daß x zur unabhängigen Beränderlichen genommen werde; fo gibt 
eine erſte Differenzirung : | 
di, df 


‚ etc. 


—1yi — — 
dx dy ur % 0 
di, df df, 


woraus folgt: 


vo (di dA ah), (dA _ A eh) 
dx dz dz dx dy dz dz dy 
=. -5.9):(07 2.2) 
dy_ dx dx dry) \dy de di dy) 
Eine zweite Differenzirung führt auf die Gleichungen ver zweiten Ord⸗ 











nung: 
af, def af daf 
+2 1 l 1 N 1 yigl 
dx day Tr tr 
a2f daf af af 
+ gen 
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— 


def d? d? 








Hey rn 
dx? dxdy ° dxd⸗ dıdz ° 
d:f, 12 d’f, 12 df, u df, U — 
rm rm try rin 


welche die Werthe von y’', z’' als Functionen von x, y, z geben, nachdem 
man die aus den vorhergehenden Gleichungen abgeleiteten Werthe von y’, z’ 
fubflituiet hat. Alsdann fann man die Elimination von y, z, vermittelft der 
beiven gegebenen Gleichungen vornehmen, fo daß man zwei Enpgleichungen, 
die eine mit x, y’ und die andere mit y, z’' erhält. 

Ebenſo könnte man die Differenzialcvefficienten y, a0, u. ſ. f. be— 
ſtimmen. 


$. 133. Wir wollen nun zu dem Falle übergehen, wo bie Anzahl der 
Gleichungen zwiſchen den Veränderlichen mehrere ver leßteren unbeſtimmt läßt, 
und um den einfachften all zu betrachten, wollen wir annehmen, daß man 
zwiſchen ben drei Veraͤnderlichen x, y, z die eine Gleichung: 


f(x, 3, z) = 0 (ec) 
babe, ſo ergibt fih daraus wieder die Gleichung: 
tar Ir Kam, (N 
dx dy dz 


wodurch die Totaldifferenziale der Veränverlihen x, y, z mit einander verbun- 
den find. Aber im Allgemeinen will man bie partiellen Ableitungen der Ver⸗ 
änderfichen berechnen, welhe man als Function betrachtet, und zwar in De- 
ziebung auf jede der unabhängigen Veränderlihen ($. 113). Diefe partiellen 
Ableitungen ergeben fi) aus der vorhergehenden Gleichung, nachdem man be- 
ſtimmt hat, welche der Beränverlihen als unabhängig behandelt werden follen. 
Bir wollen annehmen, daß x und y die unabhängigen Beränberlichen find, 
und feßen ($. 124): 
dz = pdx + qdy, 
fo verwandelt fih die Gleichung (c‘) in: 
df df df df 
trete 
und da fie flattfinden muß, was für ein Verhältniß die Veränderungen dx, dy 
auch zu einander haben mögen, fo zerfällt fie in bie beiden folgenden Glei- 
dungen: 
df df df df 
_ —p=0 — —4 20 
dx + dz P 0 dy + dz | ' 6 


woraus fich die Werthe von p, q im Allgemeinen alg Zunctionen von x, y, z 
ergeben, und man Tann alsdann z vermittelft der Gleichung (e) fortihaffen. 

Wenn man die Gleichung (ce) differenzirt, indem man x nnd y als un- 
abhängige VBeränverliche und folglich dx, dy als conftante Factoren behandelt, 
fo erhält man: 


d2f 2f 





d?f d 
—  _ _ 2 — — 2 2 
df= dx: dx? + * dy? + * dz 
d’f d2f d?f df 
+2 (=; A, rt, 7 ) +2 ( 


Für das Totafbifferenzial d?z hat man den conventiellen Ausdruck ($. 124): 
10* 
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d2z == rdx?2 + 2sdxdy + tdy?, 
und wenn man bvenfelben, fo wie ven des Totalbifferenziales dz in die Glei- 
hung (ce) fubftituirt, fo erhält man: 





af dar daf dee N\,, 
traten) 
af, de def dar daf ) 
——4— — Yard 
+2 (= tt IT 


df d2f 2 d?f d?f ) 

— — — — — — — d 2 jean | 

dz ‘rt da 1 +2 dydz ı+ dy? 
Da diefe Gleichung unabhängig von den willführlichen Factoren dx, dy, flatt- 
finden muß, fo zerfällt fie in drei andere Gleichungen, welche nad der Eub- 


ftitution der aus den Gleichungen (d) abgeleiteten Werthe von p, q in fol- 
gende übergeben: 


dfV 2 dt df df d?f af\? d?f 2) = 0 
er — dxdz "x + dz? =) dx? da) 


df\? df a df d?f df 
(2) er Fu dydz dx + dxdz 5) 
def df\? d?f d df 
dxdy " =) de? dx dy 
d de d dd di jan? des y 
(2) dydz dy de tr Im 6) * F (5 =0. 
Man gelangt auf einem birecteren Wege zu demfelben Refultate, wenn 
man bemerkt, daß man, da die Gleichungen (d) für jeden Werth von x und 
y flattfinden müflen, die Ableitungen ihrer erſten Glieder, fucceflive in Be- 


ziebung auf x und auf y genommen, gleich Null fegen kann und einerfeite 
nicht vergißt, daß die partiellen Ableitungen: 


d df df 

557 
im Allgemeinen die drei Veraͤnderlichen x, y, z enthalten und andererſeits, daß 
z, p, q unentwicelte Functionen von x, y find, fo daß man hat: 


dz dz dp _r dp dq dq _ j 


Fr 1 ae U ar ' a" %y 


=o0, 


Auf diefe Weiſe erhält man vier Gleichungen; benn die Gleichungen (d) 


laſſen fich folgendermaßen ausprüden: 


di '9 
wo die oberen Duerflriche andeuten, daß man die Function f in Beziehung 


auf x oder auf y differenzirt hat, indem nicht blos auf die explicite in ter 


Sunction f vorkommenden Veränderlien x, y, fondern auch auf vie Berän- 
derlihe z Rückſicht genommen ift, welche vermöge der Gleichung (ce) implicite 
von x und y abhängt. Demnach muß bie Ableitung der erften der Gleichun- 
gen (d) in Beziehung auf y mit der Ableitung der zweiten biefer Gleihumgen in 

eziehung auf x identiſch fein, indem beide nach derſelben Bezeichnung durch : 


| 


ds _ 
dxdy 
ausgedrückt werben Fünnen. 


Ebenſo fünnte man die partiellen A teikungen ber hoͤhern Ordnungen für 
die Functionen von .einer beliebigen Anzahl unabhängiger Beränderlicher, welche 
durch irgend eine Anzahl von Gleichungen mit einander verbunden find, beftim- 
men, ohne daß ſich eine andere Schwierigfeit, als die Weitläufigfeit der Rech- 
nungen barbieten koͤnnte. 


$. 134. Wir haben ſchon mehrere Male den Satz in Erinnerung ge- 
bracht, daß eine entwidelte ober unentwidelte algebraifche Function, welche, fo 
wie alle ihre fuccefjiven Ableitungen für einen befonderen Werth ver unabhän- 
gigen Beränderlihen verfhwindet, identiſch gleih Null iſt. Diefer Sag, wel- 
chen man für jede Art von en ſtillſchweigend als wahr anzunehmen 
pflegt, muß jedoch fireng bewielen werben, um ſo mehr, da derſelbe für nicht- 
algebraifhe Functionen nicht allgemein gültig if. Nun laäßt fich aber dieſer 
Satz fehr leicht beweiſen, ſobald man die Regel für die Differenzirung der 
unentwicelten Zunctionen (Gleichungen) aufgeftellt hat. 

Denn es fei y eine Function von x, welche durch die algebraifche Gleichung: 
fx, SV +, 21. V,X + Yxı+Y=0, (od 
beftimmt wird, worin die Eovefficienten Y,, etc., ganze Polynome von y be- 
zeichnen; fo kann man, ber Allgemeinheit des Beweifes unbeſchadet, annehmen, 
daß Null ver Werth von x ift, welder-y, y’, y’, etc. verfchwinden macht. 
Soll aber y mit x zugleich verſchwinden, ſo muß Y, von der Form F,y fein, 
wo Y, ein anderes Polynom mit y bezeichnet. Wir wollen biefen Werth von 
Y, in die Gleichung (g) fubflituiren und dann bifferenziren, fo kommt: 

nY,x’—1 + (n—1) Y, 2°? +... +2Y,x-+Y, 

+ y(Yı,x + Y, 21 +..+Y,x+Y,x+ Y, + ff,» =®. 
Für x = 0 dat man nad ber Borausfeßung y = 0 und dieſe Gleichung 
reducirt ſich auf: 

Y,‚+tyY,=)9. 
Aber nach der Vorausſetzung muß fi) aus der vorhergehenden Gleichung 
as y’ = 0 ergeben, und folglich ift Y, durch y theilbar und von ber Form 


Y. 

Wenn man von ber Gleichung (g) die zweite Ableitung nimmt, fo er- 

bäalt man: 
na —1)Y.x2 + (01) —2)Y,_ 03 +... + 27, 

+ 2y' (ol, + om +. + 2W,2+ V, + Kr) 
+ y12 [Yu x + Yu 0x .. + VU, x: + YUx +27, + Fly 
+ Y"[Y., + Y,. #1 +.+Y, 2 +YV,xs+ + fı,ın=®°. 

Wenn man zugleich x= 0, y=0, y = 0 fegt, fo redueirt fi 
dieſe Gleichung auf: 

25, +" K=0; 

wenn alfo y’ zu gleicher Zeit verfehwinven fol, fo muß Y, die Form F,y 
haben, nnd wenn man fo weiter fehließt, fo kann man beweifen, bag y ein 
gemeinſchaftlicher Factor aller Glieder der Gleihung (5) if, woraus fich folg- 
ih y — 0 ergibt, welchen Wertb x auch haben mag, woburd ber ausge- 
ſprochene Sag bewieſen iſt. 
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Hieraus folgt, wie bereits in $. 37 und 6. 103 bemerkt iſt, daß eine 
Function, welche in einem XTheile ihres Laufes durch die algebraifche Function 
fx und in einem andern Theile durch eine andere, nicht mit ver erften iven- 
tifche Function fx ausgebrüdt wird, nothwendig eine Stetigfeitsunterbrechung 
von einer niedrigen oder höhern Orbnung für den Werth von x erfährt, wel- 
her der Wiedervereinigung der Functionen f, f, entipricht; denn fonft würde 
die algebraifche Function: 

y—-hk- fx, 
fo wie alle ihre Ableitungen bis ins unenbliche verſchwinden, ohne identiſch 
Null zu fein, was dem eben bewiefenen Eabe zuwiber fein würde, 


$. 135. Wir haben in $. 70 angenommen, und man ninmt ed gewöhn- 
ih an, aber ohne formellen Beweis, daß die Function: 


1 
log. x = dr 
x 
1 


eine irreductibele transcendente Function iſt, welche ſich durch Feine entwickelte 
oder unentwicelte algebraifche Function ausdrücken Iäßt; aber erſt Liouville 
hat diefen wichtigen Satz auf folgende fehr einfache Art bewiefen. *) 


Wenn log. x durch eine entwidelte algebraifche Function 





ausge⸗ 
1 


drückt werben fönnte, worin X, X, ganze pofitive Polynome bezeichnen, welche 
als prim unter fi vorausgeſetzt werben können; fo erhielte man durch Diffe- 
renzirung: 


4 — J 2 
4 — AR, AR, ober I: zXX, —XX, 
x x, x 1 1 


woraus folgt, daß X, durch x theilbar ift; aber X nicht, weil fonft X nicht 
zu X, prim wäre. Man fann alfo feßen: 

X, =xZ, folglich X, = axr-15 + xl 
wo Z ein nicht durch x theilbares Polynom bezeichnet und n einen ganzen 
pofitiven Erponenten. Dan erhält alfo die Gleichung: 


20-152 = ak — oe -1IIX — X, 


X 
X 


oder: 
nzX = x(ZX! — ZIX) — x 22, 
welche ungereimt iſt, weil ber zweite Theil derfelben durch x theilbar iſt, aber 
der erfte nicht. 
Wir wollen nun annehmen, daß bie Function y = log. x implicite durch 
die algebraifche Gleichung: 

x, 3) = X," +X.-77"+..+%,7r%=0 (bh 
beflimmt werben konne, wo die Eoefficienten X,, etc. ganze Polynome von x 
bezeichnen ; fo hätte man: 

Ed, 
ix tr 7 


— — 


*) Journal de Mathematiques, t. I. p. €6. 
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und wenn man für y’ feinen durch bie Differenzirung der Iogarithmifchen Func⸗ 
tion gegebenen Werth ſetzt: ’ 

x df d __ 0 

ix + dy — ’ (i) 

Wenn nun aber eine der Wurzeln der Gleichung (i), welche als irrebuctibel, 
d. h. als nicht in rationale Factoren von x zerlegbar vorausgeſetzt iſt, die Ei- 
genfchaft Hat, die Gleichung Ch) iventifch zu machen, fo wird dieſe Gleichung, 
deren erſter Theil eine rationale Function von x iſt, auch Durch alfe übrigen 
Burzeln der Gleichung Ci) identiſch gemacht. Wenn man alfo diefe Wurzeln, 
welche im Allgemeinen eben fo viele verfchievene Functionen von x find, refp. 
mit Yyy Yar sr Yu bezeichnet, fo hat man: 


dx dx dx 
mi zaln 00 T = dy,, 


und folglich: 
dx 


1 — 1 X.- 
ern tet ul) 





was, wie eben bewiefen worben, unmöglich iſt. 


Die Transrendente e* läßt ſich ebenfalls durch Feine algebraifche Function 
ausbrüdenz denn die Gleichung flx, e) = 0, wo f eine algebraifche Func- 
tion bezeichnet, iſt gleichbedeutend mit der Gleichung fllog. y, y) = 0, de- 
ren Unmöglichkeit eben bewiefen ft. 


Dagegen bilden die Sinus, Coſinus und Kreisbogen feine irrepuctibelen 
Zranscendenten, weil ſich biefelben in Erponentialgrößen und Logarithmen ver- 
wandeln Yaffen, indem man imaginäre Wurzelgrößen anwendet, wodurch, aus 
einem algebraifchen Gefichtspunfte betrachtet, die Natur der Function nicht ge- 
ändert wird. 


Die Potenzen mit irrationalen Erponenten bilden ebenfalls Feine irrenuc- 
tibelen XTranscendenten, weil der Ausbrud y— x" gleichbedeutend iſt mit 


y—eo!E*, und ſich alfo die durch x” angebeutete Operation an x, wo « 


eine Srrationalzahl bezeichnet, durch bie Durch das Zeichen log. x angebentete 
Dperation und durch die durch das Zeichen eu angeveutete Operation an eo“ 
verrichten läßt. 

Es bliebe mun noch zu beweifen übrig, daß die Functionen e*, log.x auch 
irrebnetibel unter ſich find; allein ba dieſer Beweis complicirter ift als bie 
vorhergehenden, fo verweifen wir auf die Abhandlung von Liouville ſelbſt. 

Im Allgemeinen ſchließt fih der Beweis der Irreductibilität der verjchie- 
denen transcenventen Functionen an bie Unterfuchungen über die Theilbarfeit 
ver Zahlen und über die algebraifche ZJerlegbarfeit der Gleichungen an, und 
alle Diefe Unterfuchungen haben das mit einander gemein, daß dadurch mehr 
die Theorie, als die Kortichritte der Methoden vervollfommnet werben, worauf 
die Anwendungen des Calculs beruhen. Da bei diefen Unterfuchungen die Be- 
weiſe faſt immer durch die Zurückführung auf das Abfurbe geführt werben, fo 
flögt man dabei auch auf die Schwierigkeiten und Complicationen einer Be⸗ 
weisart, welche zwar logiſch fireng ift, aber welche über den rationalen Zu⸗ 
fammenhang und über die Erzeugung ober den Grund der bewiefenen Wahr- 
beiten feinen Aufſchluß gibt, 
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Ir. Vertauſchung der Beränverlichen. 


6. 136. Es ift Hier der Ort, die Bertaufhung der unabhängigen 
Beränderlichen, welche wir bei ver Auseinanderfegung der Principien ber 
Theorie der Ableitungen und der Differenziale ($. 39 und 6. 56) nur ange: 
deutet haben, allgemein zu behandeln. 

Wir wollen annehmen, daß, wenn y als Function der unabhängigen Ber- 
änberlichen x betrachtet wird, diefe Function und ihre Ableitungen der ver- 
ſchiedenen Ordnungen in einer Gleichung: 

dy da d’ 

f X, yı —, gr ee) (N 
vorfommen, und es darauf anfommt, zu wilfen, wie die Ableitungen: 

dy dy d3y 

dx ' x ' dx: Lg ro 
als Functionen einer dritten unabhängigen Veränderlihen t, welche mit x und 
y durch eine gegebene Gleichung: 

ya y9=0 (9 

verbunden iſt, ausgebrüct werben müflen. 

Wenn man die Gleihung (Y) in Beziehung auf bie unabhängige Verän- 
derfiche t differenzirt, fo erhält man eine Reihe von abgeleiteten Gleichungen: 


dp dx dig dy dp __ 
wat 0 * 
dp dx dp diy d2p dx? . dp dy? 








de a + aa ta ray ae 


d? dx d d? dx d? d d? 
at —. ) 0 
d d’x d d> 
= 7 Fr . —* etc. ⸗ 0, (64 
cic. 
Aber andererſeits hat man auch: 
dy dy dx 
y= OO u © 
woraus folgt: 





dy’___ ‚dx dx d2y dy d’x\  /dx\? 
«ala ao -3 7): ' 
und folglich ; 

um _ (ie ,83 _ dr sen), (da) 

dx? dt det? dt dt di 

Dich biefelbe Rechnung findet man: 
d’y_ [ydx\? d’y_ „dx d?x dy 9er dıx\? dx dy d’x] /dx\’ 
„= (G aaa ein rare: dt)! 
u. ſ. f. 


Vermittelſt der Gleichungen (0), (9), (, etc. kann man aus ben 
vorhergehenden Formeln die Veraͤnderliche x und ihre Ableitungen: 
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dx d?x d’x 
“w’ a "ae 
fortfchaffen, fo daß die Formel CF), nachdem man die. Werthe von: 
x dy diy d’y 
dt tt 
fubflituirt Hat, nur noch die Größen: 
dy d2y d3y 
DT ur True Tr e 


enthält, und ebenſo Fünnte man fie darauf zurüdführen, daß fle nur noch bie 
Größen: 


vr... 


t, y, 


dx d’x d’x 


A Zr Täter Teller Train 


enthielte. 

$. 137, Die Vertauſchung der unabhängigen Veränderlichen iſt nur ein 
befonterer Fall der Bertaufchung der Veränderlichen überhaupt. Wenn man 
für die beiden in der Gleichung (f) vorkommenden veränderlihen Größen x, 
y zwei andere veraͤnderliche Größen v, t fubftituiren will, welche mit ven er- 
ſten durch die beiden Gleichungen : 

gr d=I, Ya ) 30 

verbunden find, wo 4 die unabhängige Beränderlihe bezeichnet; fo nimmt man 
von dieſen beiden letzten Gleichungen bie fucceffiven Ableitungen, indem man 
x, y, v als unentwidelte Functionen von 4 betrachtet, wodurch man eine Reihe 
von Gleichungen erhält, welche wir der Kürze wegen mit: 


(I AN, CPI, HI, Cp'NI, "9, etc. 

bezeichnen wollen. Die Anzahl diefer Gleichungen iſt — 2n, wenn * 
der höchſte in der Gleichung (N) vorkommende Differenzialcoefficient iſt. Ver⸗ 
mittelſt dieſer 20 Gleichungen drückt man alsdann in Verbindung mit den bei- 
ben Gleichungen, wovon fie abgeleitet find, die Größen: 


dx dx dx dy dy d’y 





ur ar Tu Bader ua 36 Lär u Bar Teller Te 
als Kunctionen von: 
t, v, 2, In . —— (2) 
aus, und fuhflituirt die erhaltenen Ausdrücke in die Werthe von: 
dy d2y d’y 
dx’ ax!" gm 


als Zunctionen der Größen (1); fo erhält man endlich die Formel CF) ver- 
mittelft der Größen (2) ausgedrückt. 

$. 138. Um die Allgemeinheit diefes Verfahrens zu zeigen, brauchen wir 
en auf den Fall zweier unabhängiger Veränderlicher anzuwenden. Es fei 
daher: 
di ds dis dis dis 


F | — — —— — — u) 0 F 
u dx ' dy’' dx? ' dxdy ’ dy® ’ A) 
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eine Gleichung, worin man für die brei Beränberlichen x, y, = drei andere 
Veraͤnderliche u, v, t ſetzen will, wo bie beiden letzten als unabhängige Ber- 
änderliche behandelt werden und alle drei mit x, y, = burch die Gleichungen: 








x z, u, v, $) = 0 x z, u, v, ft) = 0 
ee und | (®) 
verbunden find, fo hat man: 
dz dz dx ds dy 'ds dz dx ds dy 
FE st 7 var en 
d2z d’z dx\? d2z dx dy d?z dy\? 
me te TetT (5) 
dz dx da d2y 
tam ta m 
d?z dız dx dx dis /dx dy dx dy 
Tau wat ante 
d?z ds dy da dx de dıy 
ty Tatra trT ne 
d?z d?2z /dx\2 d’z dx dy d?z dy\? 
ae mn)tra Fat (3 
da d?x das d?y 
7 75 mw 
etc. 
Aus diefen Formeln Teitet man die partiellen Ableitungen: 
dz da d?z d?z d?z 
u! 5 55 Ip eic., (3) 
als Functionen von: 
dx dy da dx ' dy ds 
Da Ta ae Teer Tuer? 
d?x d2y d2z d?x d’y d’z 
V e M 
d?x d?y d?z , ete. 


dvät " drdt ' drdt 
ausgedrückt N) ab. 

Aber wenn man anvererfeits bie Gleichungen CD) fucceflive in Beziehung 
auf v und in Beziehung auf € bifferenzirt und bis zu den Differenzialen von 
berfelben Ordnung, als die höchſten in ver Gleichung CF) vorkommenden Ab- 
leitungen fortgeht; fo erhält man fo viele Gleichungen, als erforderlich find, 
um die Größen (4) und folglich die Größen (3) als Functionen von: 

du d’n d?a d’u 
dv ' de2 ' rd ’ der 


7 ote. 


auszubrüden, *) 


*) Wir wollen das vorhin Gefagte durch cin Beifpiel erläutern, welches in der 
Mechanik und in der mathematifchen Phyfit häufig vorlommt. 


155 


Drittes Rapitel. 


Beftimmmng des Werthes der entwickelten und unentwickelten 
Fuuctionen von mehreren veränderlichen Größen, wenn diefe Functio⸗ 
nen unter unbeflinmten Formen erfcheinen. — Theorie der Maxima 
und Minima diefer Functionen. 


1. Beftimmung des Werthes der entwidelten Functionen von mehreren veränberlichen 
Größen, wenn diefe Functionen unter unbeftimmten Formen erfcheinen. 


$. 139. Wenn Functionen von einer einzigen unabhängigen Veränderli- 
chen für befondere Werthe diefer Ießtern unter ven unbeftimmten Formen: 


0 


vo 
ericheinen, fo wird der Werth folcher Funetionen nach den in Kap. 3 des vor- 
ergebenden Buches angegebenen Berfahrungsarten beftimmt; aber wenn eine 
Function z von zwei unabhängigen Veränberlihen x, y unter einer biefer un- 
beftimmten Formen für ein Werthepaar der Veränderlihen x und y erſcheint, 


Es feien x, y, z die rechtwinkligen Eoordinaten eines Punktes und r, w, 
y die Polareoordinaten beffeiben, fo Hat man bekanntlich gwifchen diefen ſechs 
Beränderlichen die folgenden drei Gleichungen: 


£=[frC08.0, = rsin.o8sin.y, X = FSiD.w Cos.y, 
und vermittelt des vorhin angegebenen Berfahrens findet man: 














du _ du f du C08.0 COS. du sin. y 
ia mw co y r dyrsin.o’ 
du du f du CoS.o sin. y du cos. y 
dy FT n.yrz, r dyrsin. w’ 
du _ du du sin.o 
A aan 
d’u d?u d?u C0s.?wsin vcos. i d’u sin. wCcos.y 
— — sin? 3 — — — — —— — — 
dddyy dr sin.’u sin. y cos.v Hg: r? dy? rsin.?w 
2; d?u sin.wCos.w Sin. COS.ıy du ,cos:y — N 
+ ’dwdr r dvdr ( r 
d’u (cos.’y — sin.’y)cos.o du sin.?wsin.pC03. 
dy do rꝰ sin.» dr r 
du 003.0 sin. Co8s.y ( 1 ) du /sin.?y — C08.’% 
de r? —(Zein.or sin.o dıy risinao 4’ 
du du at d’u sin.w 008.0 sin.y 
dıiz _ Am D.u COS.0 COS.y — dos ri 
d’u (cos.?u—sin.?o) cos. d’u sin.y cos.o d’u sin. 
dadr r — ddr rsin.o + dody r? 
du (sin.’o— C08.?0) cos. du sin.wC03.u COs. 


dw r? dr r ‚ 
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fo kann man den Zahlenwerth ver Yunction durch die erwähnte Methode erft 
dann beftimmen, nachdem man einen willführlichen Zufammenhang oder eine 
wilfführliche Relation zwifchen den beiden unabhängigen Veraͤnderlichen ange- 
nommen bat, und ber für = erhaltene Zahlenwerth ändert fih im Allgemeinen 
mit der zwifchen y und x aufgeftellten Relation. Man kann daher, fo Tange 
x und y unabhängig bleiben, die Unbeftimmtheit der Function = nicht abfolat 
befeitigen, fondern bios im Allgemeinen Grenzen angeben, zwilchen welden 
ber ut von = liegen muß, 
Es Sei: 
f(x, v) 
Zoe N 

F(x, y) 
und x,, Y, feien die Werthe von x, y, welche die Zunctionen f und F gleich- 
zeitig derfchwinden machen. Mit Por Ior Fo, etc. wollen wir die Werthe be— 
zeichnen, welche bie partiellen Ableitungen p, q, r, etc. der Function f anneh- 
men, wenn man darin s—x,, y==y, fett ($. 124) und P,, Ru, Ro etc. 
feien die analogen Größen für die Junction F. Endlich bezeichne y,’ den 
Werth, welchen das ſich aus der zwifchen y und x aufgeftellten willführlichen 


Relation ergebende Berhältnig y' = = für daſſelbe Werthſyſtem von x und 
y annimmt; fo wird ber Werth =, von = ausgebrüdt durch: 























d’u d’u d?’u sin.w Cos.o Kin.y 
dydz = 1 sin.» COS.» sin.y — da a7 
d’u (cos?w — sin.w) sin.y d’u cos.y Cos.o d’u cos. y 
dad — r dydr rsin.o bo dy roe 
du (sin.? — c08.?w) sin.y du sin.d C0s.w sin.y 
do r? — dr r ' 
d’u d?u d?u cos.?d cos.? d’u sin.? 
in = 17 tin.’w cos.’y + do qm a dy? Feiner 
d’u siN.uC08.0008.?% d’u Sin.wCos y 
dwdr r  “Wyar Tr 
du sin.ycos.y du 005.’0 cos.? v + sin.’ y 
dady r’tang.w dr r 
du sin.?y — 2sin.2u cos.? du sin.wcos. 
+ — - r? sin.o 9 + 23 ee ' 
du d’u d’u cos. sin.? du cos.? 
an = In sin.?w sin.’y + ö—n * — 
d?u sin ocos. uSin.ꝰ d’u sin.yCcos.y 
42 FT er Te Ar Fr ee 
+2 du sin.ycos.y du ‚cos.Fusin.Ty + er) 
dady r’tang.w dr (I 
du cos. 2 du sin.ycosy 
do r?sin.w dy r2sindw 
dꝰ u deu d’u sin.! wo d’u sin.wcos.o dusin..o 


— — — 095.1 — — — — — 
dz? dr? or do? r? dudr r r de r 


du sin,» Cos.o 
do r? ’ 





+2 
3. d. Ueberf. 





P,+ —B 1 
und bleibt unter biefer allgemeinen Form, wegen der Unbeftimmtheit des Co⸗ 
efficienten y’, unbeftimmt; aber wenn man zu gleicher Zeit: 

pr, =0, P,=0, (p) 
ober: 

. 140 =, =0, (g) 
hätte, fo verfchwänbe ber Eoefficient y’, und ber Werth von =, bliebe nicht 
mehr unbeftimmt, 

Wenn endlich die beiden Syfteme von Gleichungen (p), (g) gleichzeitig 
ſtatt fanden, fo müßte man von ben Sunctionen f, F die Ableitungen ver 
zweiten Ordnung nehmen, welde im Allgemeinen ausgedrückt werben durch: 

| e + 2071 + ty +ogyl, 
R + 287: + Ty’2 + Qy", 
und fih für x = x,, y = y, vermöge der Gleichungen (g) auf: 
+ 2507700 + ts o, Ro + 28770 + Toyo 
redneiren, woraus folgt: 
2, — To + 2 To + — (b) 
R, + 25,7, + Toyo 
und biefer Werth iſt wegen ver Unbeſtimmtheit des Eoefficienten y’, im All 
gemeinen unbeflinmt. 

Wenn ferner: 

r.=0,s, =0,%, = 0; R, =0,8, =0,T,=0, 
wäre, fo müßte man zu ben Ableitungen der, dritten Orbnung übergeben, 
u. f. f. Diefes Verfahren Laßt fich Leicht auf eine beliebige Anzahl unabhän- 
giger veränderlicher Größen erſtrecken. 

Beiſpiel 1. Es fei: 

log.x log. 

— REN, x, =1, y=ılı 
fo kommt: 
p, =1, 4, =1,P, = 1, Q, = 2, 
woraus folgt: 
.—- 1+y%) 
o nn — ⸗ 
1+2y'%) 
und z, kann alle Werthe zwifchen — oo und + co annehmen. 
Beiſpiel 2. Es fet: 


3 3 
(x — 1)?’ 4 y2 — 1 
8 — — —— $ x, =1,, = 


a0 —y+1 
ſo Sat man: 


3 
= u = —ı Pr = u, =—1, 


2 


und =, befommt ben beftimmten Werth — I. , 
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Beifpiel 3. Es fei: 
_(xtry), 
5 
fo geſchieht den Gleichungen (p) und (4) Genuge. Man muß daher zu den 
Ableitungen der zweiten Ordnung übergehen und man erhält: 


„=, — 2, =, BR =2, 8, =0,T, =2, 
woraus folgt: 


.,=0, ,=®, 


ı.— (1 +y,)? , 
' 1+9,%% 

Der Werth von z, liegt, obgleich er unbeftimmt iſt, zwiſchen ven Gren- 
zen O und + 2, wie man fände, wenn man auf dieſe Sunction von y’, die 
gewöhnliche Negel für die Beftimmung der Marima und Minima anwendete. 

$. 140. Die eben auseinandergejeßte Methode kann unbrauchbar werben, 
wenn bie Functionen pr, gar Por Qy, etc. unendlich werben, over felbft unter 
unbeftimmten Formen erfiyeinen, und alsdann muß man zu befondern Rech— 
nungsfunftgriffen feine Zuflucht nehmen. Wir wollen 3. B. die Function: 


z=yYy«+ry 
betrachten, deren partielle Ableitungen der erfien und zweiten Ordnung fol- 
gende find: 





_ xy _ x? + 2y2 
p = ————, 9 — — — 
v2+7 v»+7y 
r= — —— s — — —, ti = si tie . 
(x? + 2)? (x? + y?)? (x? + y?)’ 


Für die Werthe x, — 0, y, — verſchwindet die Function = und ihre 
partieflen Ableitungen erfcheinen unter der Form 7 . Ferner überzeugt man 


fich leicht, daß fich die wahren Werthe der Größen p, q, r, s, t nach ber 
vorhergehenden Methode nicht würben beftimmen laſſen; aber wenn man ein 
Spitem fehr nahe Tiegenvder Werthe betrachtet, für weldes: 


xx, + Ix, = Sx,, 
 y=y+ fs = Ayı 
ift, und wenn man Ay, = aAx, fest, fo kommt: 





a 1 202 

p, = IX ———, > an. te, 
vi+rae? vi+t eo: 

a? 1 _. 203 + 3a 


vr, 





0 y' 80 o — . 
(+ 0) (+ a8 + a9} 
Run kann man Ax, gegen die Grenze Null convergiren Iaffen, und ba 
ſich & an diefer Grenze in y‘, verwandelt; fo bat man: 


pr =0, 9=0, 
3. 
. Me, —E — , u —— 
A472) +30)? d+yR,)3 
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Die Werthe von r,, s,, t,, bleiben unbeflimmt, aber liegen immer zwi« 
fihen gewiffen Grenzen, welde für 
rn, find — 1 und + 1, und entfpreden „, = — a, y, =+»; 
Ss m 0, +1, » " " yo =+o,y',=0; 
tu — 2, +2, u " „ Yy =—-a,Y),=+t». 


1 Befiimmung des Werthes der unentwicelten Functionen, wenn fie unter unbe⸗ 
ſtimmten Formen erſcheinen. 


F§F. 141. Es ſei: 

f(x, )) =0 (c) 
eine Gleichung, welche y implicite als Function von x beſtimmt, und wir 
wollen ſetzen: 

TEN ran 1, 7. 
dx 


Wenn der erfte Theil ver Gleichung (c) für x — x, verfähwindet, was y 
auch für einen Werth haben mag, ß kann man aus dieſer Gleichung nicht un⸗ 
mittelbar ben entſprechenden Werth von y„, welcher anſcheinend unbeſtimmt iſt, 
ableiten. In dieſem Falle verſchwindet die Function: 
f(x,, + Iy) — f(x, Y) 

für jeden Werth von y und Ay, und folglih verſchwindet bie Function 
f’(x,, y) ebenfalls unabhängig von y. Mithin reducirt ſich die Ableitung der 
Gleichung (c), weldhe im Allgemeinen die Form: 


"(x,y) + yflk,y) = 0 


df(x, y) 2 
dy 


hat, für x = x, af: 

"lz, y) = 0ı 
und aus biefer Teßten Gleichung zieht man den Werth von y,. Wenn ber- 
felben ebenfall8 genügt würde, fo müßte man zu der Gleichung: 


Hlx,, y) = 0 
übergeben, n. f. f. 
x fei ;. * 
f(x, 9) ⸗ mx?ꝰ — x ꝓ lot. (CT + xy) — O, x⸗ 0, 
ſo iſt die abgeleitete Gleichung: | 
ytxy _ 
2m — 1 + 1-3 =(, 
und fie reducirt fih für x = 0 auf: 
—1+y,=90, wery =1. 
Wir wollen ferner 
f&,)=(? —Nx — log +? =0, = 0 
fegen, fo if die erfte abgeleitete Gleichung: 
log. (1 + x) 0, 


ge — [log (1 + 912, y + 220? - D-43775 


und wenn wir bas Glied mit y’, weldhes für x — O verſchwinden muß, hin⸗ 
weglaſſen, fo bleibt uns die Gleichung: 


xX(I +)?  ND-sırle 0—35) 30, 
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welcher noch unabhaͤngig von y durch den Werth x — 0 Genüge geſchieht. 
Aber wenn man die zweite Ableitung : 


259x(1 4 5) — le. ( + II + NA 22) — Ir = 
nimmt und darin x — 0 feßt, fo find die zugehörigen Werthe von y die bei- 
den Wurzeln der Gleichung: 
2? — — 1=0. 
$. 142. Wir wollen nun eine Differenzialgleichung : 
Ja  D=0 (e) 
betrachten und dieſelbe zunächſt auf die Form: 
f(x, y) 
F(x, 7) 
gebracht annehmen. Durch x,, y, wollen wir die Werthe von x, y bezeich- 
nen, welche die Aunctionen f, F zugleich verfchwinden machen, und mit y‘, 
den zugehörigen Werth von y’; fo wird der Werth von y’, vermöge ber For⸗ 
mel (a) dur die Gleichung des zweiten Grades: 
— Pt %Y _ 
„= P+Qy,' oder Q,7,? Co — 4) yo pn = 0 
"gegeben. Wenn außerdem bie Gleichungen (p) und (g) erfüllt würben, fo 
wäre ber Werth von y’, nach der Formel (b) eine Wurzel der Gleichung des 


britten Grades: 
= re, + 23,7, + orte, 
— R,+28S,y', + Toy”, 
15? (280 — bt)? + lR, — 23 )y, rn 0, 
u. “ 0 
Es kann jedoch geſchehen, daß der Werth von y’, wirklich unbeſtimmt iſt, 
was z. B. der Fall ſein würde, wenn die Gleichung: 
a? r@— Dr—p=0 
für alle Werthe von y‘ unabhängig, von den x und y beigelegten Werthen er- 
füllt würde. Alsdann würde die Gleichung: 
Ty3 4 (2S— Hy? > (R— 2)" —r=0 


und alle durch wiederholte Differenzirung davon abgeleiteten Gleichungen eben- 
falls identiſch gemacht. Man fände z. B., daß ver durch die Gleichung: 


J 


=— 


'= 


oder: 


en Werth von y’ für bie Wertfe x, — 0, y, = 0 wirflih unbe⸗ 
mmt if, - 
Allgemein, wenn die befonderen Werthe x,, v, der Gleihang (ec) un- 


abhängig von y’ genügen, fo vebucirt fich die abgeleitete Gleichung: 


für biefelben Werthe anf: 
d d 
5) + (z y,=0 (e" ) 
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. d 
weil ber Ausbrud (),: welcher ben Werth von 2 für = 0 aus⸗ 


drückt, nach dem weiter oben Gefagten ($. 141) verſchwinden muß, Die 
Functionen: 
df df 
). @), 


müffen im Allgemeinen die drei Größen x,, y,, y’, enthalten, und folglich 
kann die Gleichung (c’’,) in Beziehung auf die Unbekannte y’, nicht Iinear in. 
Wir wollen annehmen, daß die Gleichung Ce‘) in Beziehung auf y’ al- 
gebraifch oder von der Form: 
VENIHARN- "Hr ) 2 +ee 0 

fei, fo verwanbelt fi die Gleichung (ec) in folgenve: 

uyo\ . (A df df af, af 

ut ta) ta ta)” + Jo’? + etc. 
und iſt folglih im Allgemeinen in Beziehung auf y’, von einem um eine Ein- 
heit höhern Grade, als die Gleichung (Ce) in Beziehung auf y'. 


us. Beflimmung der Martma und Minima der entwidelten Bunctionen von mehreren 
Beränderlichen. 
$. 143. Wenn die Function zweier Beränberlichen: - 
z = f(x, y) 
gegeben ift und man nimmt zwifchen y und x eine willführliche Relation an, fo 
wird = eine Funetion der einzigen unabhängigen Beränverlichen x und man bat: 





da 

— 
„rtv 
d’z —=r + 277 +iyl2 + oqyl 
ir TTITTV 
d3z 


Fur ad? Hy HI + Ir" 


Die Duerftriche über den Differenzialen dz, d?z, etc. ſollen Totaldiffe- 
renziale andenten; die Buchflaben p, y,.r, etc. haben die in 6. 124 angeges 
bene Bedeutung und y’, y’, y’, etc. bezeichnen, wie gewöhnlich, vie Diffe- 
renzialcoefficienten der Größe y, welche vermöge der zwiſchen y und x ange⸗ 
nommenen willführlichen Relation, als eine Function von x betrachtet wird. 
Hiernach hat man für die gemeinfchaftliche Bedingungsgleichung des Marimums 
and Minimums (6. 91): 


p+ =, (d) 

und anßerbem muß in dem Kalle bes Marimums die Ungleichheit: 
r + 27° + ty? £ gqy" <0 Ccd,) 

und in dem Falle des Minimums die entgegengeſetzte Ungleichheit: 
42— — >0 (4,) 


erfüllt werben. Wenn man nım ausdrückt, daß dieſe Bedingungen unabhängig 
von der zwifchen y und x willführlich angenommenen Relation erfüllt werben ; 
Eournot, Theorie der Functionen ır. 11 
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fo werben eben dadurch die VBebingungen des Marimums und Minimums der 
Function = in der Vorausſetzung der Unabhängigkeit ver Beränderlichen x, y 
beftimmt, 


Soll aber die Gleichung (d) unabhängig von jeder Relation zwifdgen y 
und x erfüllt werden, fo muß einzeln: 
pP — d, q = 0 (e) 
fein, wodurch die Ungleichheiten (d,) und (d,) auf folgende rebucirt werben: 
rn + 257° + 12 <0, 
r + 2sy' + 1y'2 >0. 
Soll der gemeinfchaftlihe erfle Theil viefer beiden Ungleichheiten für jeden 
Werth von y’ daffelbe Zeichen behalten, fo müffen die Wurzeln der ın Bezie⸗ 
hung auf y' aufgelößten Gleichung: 


er +2y +? =0 (N 
imaginär fein, wozu erfordert wird, daß bie Bebingung: 
2 — rt <0 (g) 


erfüllt wird, welches wieder erfordert, daß die Functionen r, € baflelbe Zei- 
hen haben, nachdem man die aus den Gleichungen (e) gezogenen Werthe von 
x, y fubflituirt hat. Wenn die Ungleichheit (5) dur dieſe Werthe erfüllt 
wird, fo findet ein Marimum, oder Minimum flatt, je nachdem bie Func⸗ 
tionen r, t beive negativ ober poſitiv find. 

6. 144. Die Theorie der Maxima und Minima ver Zunctionen mit zwei 
unabhängigen Beränberlihen ergibt fi fehr einfach aus ber Betrachtung ber 
Niveaulinien ($. 127), deren Differenzialgleihung vie Gleichung (d) if. 
Denn es tft einleuchtend, daß bie Niveaulinie in dem Punkte (x, y), für wel- 
hen die Function z ein Marimum oder Minimum ift, verfchwinden oder viel- 
mehr fih auf einen ifolirten Punkt reduciren muß. Es wird alſo erforbert 
(wie wir fpäter bei der Betrachtung der fingulären Punkte ebener Curven 
näher zeigen werben), daß man aus ber Gleichung: 

'=— 7 (4) 
feinen reellen Werth von y’ ableiten Tann, obgleich die Werihe von p, q we⸗ 
der imaginär, noch unenblih find, weil fonft bie Function = aufhörte, reell 
zu fein, oder wenigftens eine Stetigfeitsunterbrechung der zweiten Orbnung 
erführe. Der vorhergehende Werth von y‘ muß folglich umter der unbeftimm- 


ten Form * erſcheinen, und man hat folglich für das Maximum, wie für das 
Minimum: 
p=0,qa=0. 


Der wahre Werth von y’ wird folglich nach dem weiter oben Gefagten 
($. 142) durch die Gleichung : 
r — sy 


VD — — — 
—75 


welche von der Gleichung CE) nicht verſchieden iſt, gegeben, und damit man 
endlich aus biefer Gleichung feine reellen Werthe für y/ ableiten kann, u 
die Ungleichheit (g) erfüllt werben. | 

Wenn man dagegen bie Ungleichheit: 


2 — rt > 0 
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hat, fo ergeben fih aus der Gleichung CF) zwei reelle Werthe von y‘, und 
der Punkt (x, y) ift der Durchſchnittspunkt zweier Zweige nınn, n’mu‘ (Fig. 40) 
einer Niveaulinie, welche die Ebene der xy um den Punft m herum in vier 
Regionen theilt, wovon in zwei derjelben der Werth von z von dem Punkte 
m aus zunmmt, während er in den beiden andern von vemfelben Punkie aus 
abnimmt. 

$. 145. Die Bedingungen (eo) und (g) find die des abfoluten Mari- 
mums und Minimums Wenn man zwifchen y und x die Relation y — yx 
annimmt und in biefer Vorausfegung den Werth von x beftimmt, welcher die 
Function z zu einem relativen Maximum oder Minimum macht, fo ift die» 
fer Werth vie Abfciffe des Punktes, wo die Linie y = gyx von einer Niveaı- 
linie berührt wird. 

Im Allgemeinen verfteht man unter relativen Marimis und Mini«- 
mis diejenigen, welde flattfinden, nachdem man zwifchen ven unabhängigen 
Beränderlichen willführlihe Beziehungen angenommen hat, wodurch die Anzahl 
derſelben vermindert wird. 

$. 146. Gewöhnlich find die Eoefficienten r, e, t der Gleichung CN) nur 
von den Beränberlihen x, y und nicht von y’ abhängig; aber wenn es ge= 


ſchieht, daß diefe Eoefficienten zufällig unter ver Form > ericheinen, fo 
kann es auch gefchehen, daß fich ihre nach den im Anfange dieſes Kapitels an- 
gegebenen Berfahrungsarten gefundenen wahren Werthe mit y’ ändern, und ba 
alsdann die Gleichung (M in Beziehung auf y‘ nicht mehr vom zweiten Grabe 
ift, fo werden die vorhergehenden Schlüffe unzuläflig. Es fer z. B.: 
z=7 fx +9y° 
fo gefchieht nach F. 140 den Gleichungen (eo) durch das Werthfyften x = 0, 
y= 0 Genüge, und die Gleihung (D verwandelt fih in folgende: 
„+23? +Yr=0 

Da diefe Gleichung die reelle Wurzel y’ — O hat, fo entforicht das 
Syſtem ver eben angeführten Werthe Teinem Marimum oder Minimum ver 
Function = und in allen ſolchen Källen bat man die Ungleichheit (5) nicht 
mehr zu betrachten. 

$. 147. Wenn die Werthe von x, y, welche ben Gleichungen (e) genü- 
gen, auch den Gleichungen: 

r 0, s=0,:t=0, (e,) 

Genige Ieiften, fo Tann bie Gleichung CE) nicht mehr den Werth vom y’ ge- 
ben, welcher fih alsdann aus der Kormel: 
ut 2uy’ + wy/2 
a 2wy' + vy'? 





' =— 


oder: 
u-t+3wy + 3wy?? >» vw —=0 (f) 

ergibt. Da diefe Gleichung von einem ungeraden Grade in Beziehung auf » 
ift, fo lange die partiellen Ableitungen der dritten Orbnung u, v, wu, w nicht 
von y’ abhängen; ſo hat fie nothwendig eine reelle Wurzel, und folglich kön⸗ 
nen die Werthe x, y, welhe Wurzeln der Gleichungen (Ce) und (e,) find, 
Die Aunction = nicht zu einem Marimum, oder Minimum machen, wofern 
nicht einzeln: 

ı=0,u=0,w=0, v=0, (e,) 

11* 
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ift, d. h. wofern nicht alle Glieder des Zotalbifferenziales ber dritten Ordnung: 
d3z 
dx3 ' 
wie bie der Totalvifferenziale der erfien und zweiten Ordnung einzeln ver- 
winben. 
„ Außerdem iſt erforberlih, Daß das Polynom des vierten Grades in Bezie⸗ 
bung auf y’: 
d’z 
wenn es gleich Null gefeßt wird, nur imaginäre Werthe für y’ gibt, und wenn 
diefe neue Bedingung erfüllt wird, fo findet ein Marimım, oder Minimum 
flatt, je nachdem das Polynom für alle Werthe von y! befländig negativ ober 
beftänvig poſitiv bleibt. 

Wenn man biefe Analyje weiter fortfegt, fo erhält man als allgemeine 
Regel für die Eriftenz des Marimums oder Minimums folgende: 

1) Es muß das erfie Totaldifferenzialverhältnig oder die erfte Totalablei- 
fung, deren lieder nicht ſaͤmmtlich einzeln verjchwinden, von einer geraden 
Ordnung fein, und j 

2) muß diefe Totalableitung daſſelbe Zeichen behalten (nämlih das ne— 
gative in dem Falle des Maximums und das pofitive in dem Falle bes 
Minimums), von welcher Befchaffenheit das zwifchen den unenplich Heinen 
Beränderungen der mnabhängigen Veraͤnderlichen willtührlich angenommene Ber- 
haltniß auch ſein mag. 

ieſes iſt in der That die Regel, welche die Schriftſteller ohne alle Ein⸗ 
ſchränkung für die Beſtimmung der Maxima und Minima zu geben pflegen; 
aber wobei eine ſehr wichtige Beſchränkung nothwendig iſt. Denn wenn z. B. 
einige ber partiellen Ableitungen u, u, w, v unter den unbeſtimmten Formen 


> >. erfhienen und ihre wahren Werthe fih mit y’ ändern Fünnten, fo 


fonnte die Gleichung (f,) Feine algebraifche oder in Beziehung auf y’ yon kei⸗ 
nem ungeraben Grabe mehr fein und nur imaginäre Wurzeln haben, fo daß 
ein Marimum oder Minimum ftattfinden Fönnte, ohne daß die Gleichungen (e,) 
erfüllt würden. 

$. 148. Wenn die Funchon z eine Stetigfeitsunterbrechung der zweiten 
Ordnung erfährt und die Ableitungen p, q beide unendlich werden, fo wird 
der Werth von y’ durch die Gleichung (d‘) wieder unter einer unbeflimmten 
Zorm gegeben, und man muß für jeden Fall eine fpecielle Unterſuchung au⸗ 
ftellen, um zu erfahren, ob dieſer Umfland einem Maximum oder Minimum 
yon = entipricht, oder nicht, 

Es fei z. B.: 


ſo if: 2—5, 


— 2x 2y 


—— qa= —— 

3(@24+y2)F 324 72) 
und bie Wertfe x = 0, y = 0, welde = verfchwinden machen, machen p 
und q muendlih. Denn wenn man y — ax feht, fo erhält man die Werthe : 
1 2 a 


2 
P=—. —_—,9=— + —— — 
3 X x-(1+02)3 1 3 Sxl+ar 
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welche für x — O unendlich werben. Aber an diefer Grenze verwandelt fich 
das Verhaͤltniß a in y’, und bie Gleichung (d‘) gibt: 
v2 —— EL er: 

Die Imaginarität diefer Werthe von y’ zeigt, daß es Feine durch den 
Anfangspunkt der Eoorbinaten gehende Niveaulinie gibt, und daß folglich die⸗ 
fer Punkt einem Maximum over Minimum von z entipricht. Uebrigens erhellet 
aus der Form der Function, daß fie nur ein Minimum geftatten Tann. 


F. 149. Wir wollen nun die Function: 
. az f(x, y, z) 
von brei Beränderlichen betrachten und der Kürze wegen folgende Bezeichnun- 
gen anwenden: 
du du du 


a m, te, Bi 
du _,. Hu. Ar an: 
dx2 — 7 dy? — 12) dz — 737 
d?u J?u d?u 


—— 8,9 91,31 —— 8,3: 

dxdy " dxdz " dydz ' 

Wenn man fih zwilchen x und jeder der beiden andern Veraͤnderlichen y und 
z eme willführliche Relation aufgeftellt denkt, fo wird u eine Function der 
einzigen Beränberlihen x, und die gemeinfhaftliche Bedingungsgleichung für 
das Marimum und Minimum ift: 


du 
F — pp yo. 


Soll alſo ein abſolutes Maximum oder Minimum ($. 145) ſtattfinden, oder 
ſoll die vorhergehende Gleichung unabhängig von den willkührlichen Verhält⸗ 
niſſen y’, * erfüllt werden, fo muß einzeln: 
p, = 0,9, =09, 9, = 0 (E) 
fein, woburd ſich der allgemeine Ausdruck von 
d?u 
dx? 





anf das Polynom: 

try? +0,22 + 208,23 + 8,38 + 2,,y'2) 
rebucirt. Außerdem ift erforverlich, daß dieſes Polynom daſſelbe Zeichen be— 
halt, ohne zu verfchwinden, was für relle Werthe man y’, z’ auch beilegen 
mag, und daß folglich die Gleichung mit y’, z', welche gebildet wird, wenn 
man dieſes Polynom gleih Null fest, niemals für die eine dieſer Veränderli- 
den einen reellen Werth gibt, was für einen reellen Werth man ber andern 
Beranderlihen auch beilegen mag. 

Wenn man diefe Gleichung in Beziehung auf y’ auflöft, fo findet man, 
daß y’ befländig imaginär bleibt, wenn für jeden Werth von z’ die Bedingung: 
(5,2 + 8, 32)? — r,(r,2? + 2552" +17) <0, 

oder: 


(5 — Tr). + PICHRUE near, <O0 
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erfüllt wird, welche letzte Bedingung ihrerjeits erfüllt wird, wenn zundchft: 
ya: — rn, <0O, 32 — tr, <O, (G) 


Ga rd? er)? — rn) <0. (6) 
if. Die Ungleichheiten (G) erfordern, daß die drei partieflen Ableitungen r,, 
r,, ©, daflelbe Zeichen haben, und wenn die eine diefer Ungleichheiten flatt- 
findet, fo iſt die andere eine Folge aus der Ungleihheit (G,), fo daB biefe 
legte Ungleichheit in Verbindung mit der einen der Ungleichheiten (G) und 
‚mit den Gleichungen (E) das Syſtem der Bedingungen für die Eriftenz bes 
Marimums oder Minimums bildet. Aus der Symmetrie folgt ferner, daß in 
biefem Syſteme auch: 


und dann: 


3? —rır, <O ’ 
fein muß, und es findet ein Marimum flatt, wenn bie drei Ableitungen r, , 
F,, 7, negativ find, und ein Minimum dagegen, wenn fie alle drei pofitiv find. 

Wenn bie Werthe von ix, y, z, welche ven Gleichungen (E) genügen, 
auch den folgenden: 

r, =(, rn, 0, r,,=0;82=0, s,3 — 0, 330, (E,) 
genügten, fo wäre zu der Exiſtenz des Marimums oder Minimums erforber- 
lich, daß dieſelben Werthe alle partiellen Ableitungen der dritten Ord⸗ 
nung verfhwinden machten, und daß die Xotalableitung ber vierten Drb- 
nung beftänvig daflelbe Zeichen bebielte (nämlich das negative Zeichen in 
dem Falle des Marimums und das pofitive in dem Falle des Minimums) 
unabhängig von ven willführlihen Verhältniffen y', 20; u. ſ. f. 

Diefe Regel würde jedoch unbrauchbar werben, wein die nicht verſchwin⸗ 
denden partiellen Ableitungen unter einer unbeflimmten Form erfchienen und 
Functionen der Berhältniffe y’, =’ würden, wie wir an den Beifpielen von 
Functionen zweier Veränderlicher gefehen haben. 

Die vorhergehende Regel würde ferner unbrauchbar und man müßte für 
jeden Fall eine fpecielle Unterfuchung anftellen, wenn die partiellen Ableitungen 
der erften Orbnung oder der höhern Ordnungen unendlich würden. 


6. 150. Als Anwendung diefer hen wollen wir unter allen iſoperi⸗ 
eh Dreierlen das zu beftimmen ſuchen, deſſen Slächeninhalt ein Maxi⸗ 
mum ift. 
Wenn man den Umfang des Dreiedes mit 2c, zwei Seiten deſſelben mit 
x, y und feinen Slächeninhalt mit z bezeichnet, fo bat man vie befannte Formel: 
= = Y cle-g9 Ce) CHI), 
und bie Gleichungen des Maximums find: 
__ ___c(e—y)[2c—2x—y) 
p = —— =(, 
2/ cc—x)Cce—y)a+y—) 
— ce (c—x)(2c—2y—x) 
2,/ e(e-Ile—y) &+J—e) 
oder wenn man die Auflöfungen = to, y= hinweglaͤßt: 
(e—y)(2c—2ı—y) =0, (c—x)(2c—y—x) =0, 
Diefe beiden letzten Gleichungen zerfallen in die vier Syſteme: 


xuc,y=c; 


=(, 
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e, 2 — y—ı=(; 126 x03 
x, 2e — 2%ı—37=0j oder x2 e, 603 
2e 2y—ı=0, 2—2ı—y=0; soyyo. 


3 


‚ Das legte Syſtem ift das einzige, welches ver Aufgabe im geometrifchen 
* genügt und die übrigen entſprechen dem Falle, wo das Dreieck unmög- 
ih if. Ä 
Es if: 


mtr LVeI 
4° ke +y- cP 


= — yet 
Y (ty) + (e+y— 08 
I — ir. x2V c—XxX 


— — —, 
[e-»&+y- 9% 
Die durch die Ungleichheit (g) ausgedrückte Bedingung verwandelt ſich alfo nach 
verrichteter Reduction in: ” 
«+37—-9?>0 
und wirb für alle reellen Werthe von x, y erfüllt. Uebrigens iſt Mar, daß 
r und 6 negativ find, und folglich entipriht das Syſtem x=y=3c einem 
Marimum der Function =. Hieraus folgt, daß das Dreieck, welches ver 
Aufgabe genügt, ein gleichfeitiges ift, wie auch in ven Elementen ver Geo- 
metrie bewiefen wird, 
$. 151. Wir wollen noch das Syſtem ber Werthe von x, y fuchen, für 
welches vie Function: | 
222 4T bx 4 ey 
vi+z+y? 
ein Maximum wird, fo haben wir die Gleichungen: 
_ b—-ax+ y(by—ex) _ 0 


P 
A+z2+72)! 

= ee Free dr) — 0 
A+x+72)? 


oder einfacher: 
b—ax+y(by—ex)=0, ce —ay+x(ex—by)=0, (h) 
Diefen Gleichungen wird genügt, wenn man 
b—ar 0, c—ay=0, folglich by— cx —0 (i) 
fest, und ver Werth des geſuchten Maximums iſt: 
z = %arrb2te2, 
Das Syſtem (Ci) enthält überdies alle reellen Auflöfungen des Syitemes Ch); 
denn wenn man y auf die gewöhnlihe Weile zwifchen den Gleichungen Ch) 
eliminirt, fo erhält man für die refultirende Gleichung mit x: 


(b— ar)[cbt +cr)x2 +2abr Ha? 03 
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‚ und nachdem man den Factor b — ax in Rechnung gebracht Hat, gibt der an 
bere Factor für x nur die imaginären Werthe: 


_ up + Vor@ ber) 





‘ 


b2 + 02 
Es iſt: 
———“— Karel 
A422 + 2} 
o _ hr ddr tr) —3ylb—art er—en] 
d+z+4y)i Ä 
g  et+DIA tr Hy?) +Irle—ay Hrlex—by)] 
Ad+x2+ 23 


Für die Werthe von x, y, welde ben Gleichungen Ci) genügen, rebuciren 
ſich dieſe Ausprüde auf: 

a?(a?--c2) — a2beo a?(a2 +b2) 
=—7 ee ea 73 
(a2 +b?+c2)? (a2 + b2 + e2)3 (a2 + b2 + c2)8 
und da ſich die Ungleichheit (g) auf: 

a6 
= pipe <® 
rebucirt, fo wird fie nothwendig erfüllt. Ferner kann Fein Minimum flattfin- 
den, weil die Werthe von r, t noihwenbig negativ find, 
Aus diefer Rechnung folgt, daß die Werthe der veränderlichen Größen 

y', z', weldhe die Function : 


r — — 


__X+ Yy + Zi 
yirııdta 


zu einem Marimum machen, für u den Wert y X? + Y? + Z2 geben, 
wie bereitS im 6. 129 bemerkt worden, und durch die Gleichungen: 
Y—\Iy=0(0, z —X=0 


beftimmt werben, 

Zur Rechtfertigung des in dem angeführten $. Geſagten bliebe nun noch 
zu zeigen übrig, daß die Gleichungen: 

dy _ _ da _ 
Y—X\ 78 O0, 2 X > 0 
Linien angehören, welche die durch die Differenzialgleichung: 
Xdx + Ydy + Zdz = 0 

haracterifirten Flächen in normaler Richtung treffen; allein viefes ergibt fich 


aus der Theorie der krummen Flaͤchen, wovon in bem folgenden Buche die 
Rede fein wird, 


IV. Maxima und Minima ver unentwidelten Functionen. 


$. 152, Zur Beſtimmung der Marima und Minima der Beränberlichen 
y, welde durch die Gleichung: 
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f(x,y)=0 (k) 
impfieite als Function von x gegeben wird, feße man: 
od 
VD nn Le — 
- dx dy — 0 (K) 


und leite aus den Gleichungen (k) und (k') die Werthſyſteme son x und y 
ab, welche die Function y zu einem Maximum oder Minimum machen Können, 
Diefe Werihe ſubſtituire man in die Gleihung: 
dıf 
dx? 





=U, 


welche fi wegen y!’ = 0 auf: 

d?f df 

+ y” =0 . (k") 
reducirt, um fich zu überzeugen, baß biefelben Werthe yl nicht verſchwinden 
machen und um zu gleicher Zeit, wenn es nöthig iſt nad dem Zeichen 
von y’ das Marimum von dem Minimum zu unterfeeiben, 

Es fei z. B. die Gleichung: 

x? — Jayt+y°=0 (a) 
gegeben, welche die unter dem Namen bes Descartes’fhem Folinums be- 
fannte Eurve (Fig. 44) ausdrückt, fo ergibt fih daraus: 





_ay— x? 
’= 2a’ (@‘) 
und die gemeinfchaftlihe Gleichung für das Marimum oder Minimum ift: 
ay — x2 0. (6) 


Durch die Elimination von y zwiſchen den Gleichungen (a) und (6) er⸗ 
gibt ſich die Gleichung: 

xs — 2a’x’ 0, 
deren Wurzeln, welche wir hier allein betrachten wollen, folgende ſind: 

x_0, x=af 2, 
welchen bie reellen Werthe von y entfprechen: 

y_0,  y=ay 4. 

Die Gleichung (k') verwandelt fi in: 
y? — ax)y)" +2x 0, 

und wern man in biefelbe die Werthe x = a 2, y— ax 4 fuhli- 
tuirt, fo gibt fie = — , und folglich entfpricht biefes Syſtem einem 
Marimum, wenn a pofitio if, oder einem Minimum, wenn biefer Eoefficient 
negatio iſt. 

ß — Syſtem x — O, 7 S 0 erſcheint der Werth von y’ vermöge ber 
Gleichung (a’) unter der unbeſtimmten Form F aber die Ableitung dieſer 
Gleichung oder die zweite Ableitung der gegebenen Gleichung iſt: 

(y — ax) yl! + 259 — 2ay +2x=0, 
während die dritte Ableitung folgende iſt: 
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(1? — ax) yi! + (6yy! — Ie)y 20. 
Wenn man in dieſen beiven Gleichungen x=0, y=0 febt, fo rednciren 


fe ſich uf = 0, U a und folglich entſpricht biefes Syſtem von 


Werthen einem Minimum von y. . 
Wenn wie nun bemerfen, ie die gegebene Gleichung in Beziehung auf 
bie DVeränberlichen x, y ſymmetriſch iſt, fo folgt daraus, daß das Syſtem 


d 
x 0, y=0 einen der aus biefer Gleichung abgeleiteten Werthe von Fr 


verſchwinden macht, daß es auch einen ver Werthe von m verſchwinden und folg- 
Ih einen Werth von = oder y’ unendlich machen muß. Die beiden Coor⸗ 


binatenaren berühren aljo bie durch die gegebene Gleichung ausgebrüdte Curve 
im Anfangspunfte, 
6. 153. Wenn es darauf anfommt, die Werthe von x und y zu beflim- 
men, welche eine implicite durch bie Gleichung: 
f(x, y, 2) = 0 (1) 
egebene Function z dieſer beiden Veränverlichen zu einem Maximum ober 
inimum macht, fo ſetzt man p=0, q=0 oder: 
de df df df 
Kun, ya (m) 
wodurd fich die Gleichungen, aus welchen die Werthe ber partiellen Ableitun- 
gen r, s, t ($. 133) abgeleitet werden müflen, auf folgende reduciren: 


df d?f df | d?f df def 
— — — — — — — — _ nn} t + — — — 0 
* dx? 0 de dxdy 0 dz dy? 0 


zZ 
Hierauf muß man fich überzeugen, ob die ans ben Gleichungen (1) und (m) 
abgeleiteten und in die Ausvrüde von r, s, t fubftituirten Werthe von x, y, x 
der Ungleichheit (g) genügen. In Beziehung auf die Ausnahmefälle, welche 
vorkommen können, wollen wir nicht weiter ins Einzelne geben, weil fie fich 
nach dem bisher Gefagten ohne Schwierigkeit behandeln laſſen. 
$. 154. Es fei: 
= f(x, Jı 2, .... 
Fi Sunchion von n veränderliden Größen, welche durch m Bebingungsglei- 
ungen | 
f, (x, Jı *, ...) — 0, f, (x, Y⸗ 27) ...) = 0, 00. f(x, Yı 8, ee) = 0 (n) 
mit einander verbunden find, fo daß n — m Veränverlihe unabhängig bleiben. 
Wenn man die Function u zu einem Maximum oder Minimum machen will, 
fo muß man da — 0 ober 
df df af _ 
«ar, 4 rt ze 0 (n’) 
feten. 
Die Gleichungen (n) führen auf die folgenden: 
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df, af, df 
—— | 1 o.... * 
F dx 4 dy ay + iz dz + 0,) 
df, af df 
d — 2. d —:_d .._ 
dx + dy ‚+ de + 0, (n!) 
® » 
Un dx + Am dy + A d+ 2.0. 
dx dy dz 


Nachdem man zwifchen den Gleichungen (n‘) und (n’) eine Anzahl m der 
Differenziale dx, dy, da, .... eliminirt bat, fett man bie Multiplicatoren der 
n — m willführlih bleibenden Differenziale einzeln gleich Null, fo geben 
biefe n — m Öleichungen in Verbindungen mit den Gleichungen (n) die Werth 
fofleme von x, J, 2, ... , welche die Function u zu einem Marimum oder 
Minimum machen konnen. Hierauf muß man fich überzeugen, ob die Function 
d?a durch die Subftitution diefer Werthe in dem einen Kalle negativ und in 
dem andern pofitiv wird, von welcher Beichaffenheit die Verhältniffe der will- 
Führlich gebliebenen Differenziale auch fein mögen, was zu complicirten Rech« 
nungen führen fann. 

Was die Elimination zwifchen den Gleichungen (n‘) und (n’) anlangt, 
fo Laßt fie fih dur die Methode der unbeflimmten Factoren, wovon 
man häufig in der Analyfis Gebrauch macht, am eleganteften bewerffieligen. 
Geſetzt man Hätte bie erften Theile der Gleichungen (n“) durch die Factoren A,, 
Az or Am multipliciet, man addirte fie dann zu dem erſten Theile ver Glei— 
hung (0) und ſetzte endlich die Multiplicatoren der Differenziale in der reſul⸗ 
tirenden Gleichung gleih Null, fo erhielte man n Gleichungen: 


df af, df, 








af, no _ 
arh a th tet at 
df dt, dh, Ma _ 


etc. etc., 

zwoifchen welchen man bie m unbeftimmien Faetoren A,, A,y cu. Anm elimini- 
ren fönnte, fo daß man die n — m Endgleichungen erhielte. 

$. 155. Wir wollen 3. B. annehmen, daß man das Minimum ber 
Function: 

u — x2 + y? 4 22 . 
fuche, indem die Veraͤnderlichen x, y, 2, +... durch die Bedingungsgleichung: 
ax by + ca... =k 


mit einander verbunden find, worin a, b, € cu. k eonflante Zahlen be= 
zeichnen. Wenn man auf die ehen angegebene Weife verfährt, fo erhält man: 


x+taA,=0,, +b, =0,3+ cc, =, etc. 
was hinauslaͤuft auf: 
__]%1L_- {2 <= et, (0) 
a c 


woraus ſich nach den befannten Eigenfchaften der Proportionen ergibt: 
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x2 y2 4 _x?2+y?+32?2- etc. u 
„m, 7 T or teotete — airbitertete 
x2 _ y2 22 — ete _+n7. +2 +eco u 
x "Taxt+by+estete — Kk' 

und folglich: — 
—— Nu“ oa 0 
k — Sartb2teitete. Taarbi hei +ete 


Um fi zu überzeugen, daß diefer Werth von a wirklich ein Minimum 
ift, braucht man nur die ibentifche Gleichung : 
(a? +b2 +c2 etc.) (x? +y? +22 +etc.) = (ax +by+ cs + ete.)? 
+ (bx — ay)2 + (cx — as)? + otc., 
anzufeßen, welche in dieſem Kalle wird: 
_— k?2-+-(bx—ay)? + (x — az)? + ete. 
— a? 4 b2 + c? + etc. ' 
woraus man fieht, daß bie Ungleichheit: | 
k2 
"> a? + b2 + c2 + etc. 
in der That für alle Werte ver VBeränberlichen erfüllt wirb, welche den Glei- 
Hungen (0) nicht genügen. | 
Wenn man nur brei Beränderlihe x, y, = hat, welde rechtwinklige Eo- 
ordinaten bezeichnen, fo drückt ver Heinfte Werth von „/ u den Abftand bes An- 
fangspunftes von der Ebene: 
ax + by es k 
aus, 


Yiertes Kapitel, 


Ausdehnung der Zaylor’ichen und Maclanrin’fchen Formel auf 
entwickelte Functionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen. — 
Lagrange’s Formel zur Entwickelung der unentwicelten 
Functionen. 





1. Ausdehnung der Taplor'ſchen und Maclaurin'ſchen Formel auf entwickelte 
Functionen von mehreren unabhängigen Veränderlichen. 
$. 156. Wir brauchen nur die Function: 
z = f(x, y) 
von zwei nnabhängigen Veränderlichen zu betrachten, weil fi die für dieſen 
Tall erhaltenen Formeln Yeicht auf eine beliebige Anzahl veränderlicher Größen 
erſtrecken Taffen. 


Um die Function: 
f(x +b,y+k) 
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nach den fleigenden Potenzen der Incremente hund k zu entwideln, feße man: 
h= och, k= ak’, 
fo iſt: 


(zx+h,y+k)=f(x+ah,y+ok) = fa, 
and wenn man bie Function fa wie eine Bunction von einer einzigen Berän- 
derlichen dur die Maclaurin'ſche Reihe entwidelt, fo erhält man: 


fa=f(o) + — . flo) + en flo) + E_ fil(o) etc. (f) 


hat Aber nach der Regel für die Differenzirung ver mittelbaren Functionen 
at man: 
fa ⸗— de re y+t.abk‘) bh d+f(x+ _ y-+.ak'‘) ki, 
J 








oder Fürzer: 
df 


df 
= —h _— kl 
ja dx + dy k 


und eben fo bat man 
12f d2f 
In — "HR u NT 
fa= dx? h 42 75** + 
fa = ns +3 
— dx3 
etc, 


Andererfeits ift: 


d2f 
dy2 
d’f d3f 
13 hi _—__ hiki2 ki3 
h Bere k ra: ‚ 


L2, 











d>f 
dx2dy 


So) y)= 2, 

und aus ben vorhergehenden Gleichungen ergibt ſich: 

f'(o) = ph’ + gk 

f"(0) = rh!? + 2shk‘ + ikla 

f'"4(o) = ub s + Zuh’2k’! 4 3wh/k/2 + vk/s, 

etc. 
Wenn man diefe Werthe in die Formel (/) fubflituirt und darin für h’, 

* de Werte in h, k feßt, fo verfchwindet die Hülfsgröße «, und man 
erhält: 


k 
(sth, +k)=:+ p * +47 


h2 ho ka 
— — — t— 
—775 
hs > ok ho ck ks 
t9oas3t"732'Tr"T ia tms 
+ etc. (F) 


In dieſem Ausdrucke Tann man flatt der Buchftaben p, q, r, etc. bie 
Differenzialcoefficienten feßen, welche fie ausbrüden, und wenn man außerbem 
ver Kürze wegen bie bereits in 6. 43 und 6. 124 angewandte ſymboliſche De- 
zeichnung gebraucht, fo erhält man bie Formel: 
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h k \dz h k \? d? 
+++ ( +) +(&+5 7.3 
€ Ks dia @ 
5 + dr 5 t 2 ) 


woraus das Gefeh des Fortichrittes für eine beliebige Anzahl von Beränber- 
lichen erbellet. *) 

Die fo erweiterte Taylor’fche Reihe wird unbrauchbar, wenn bie Aunc- 
tion z und ihre partieflen Ableitungen p, q, r, etc., ober einige berfelben, für 
befondere Werthe der Veränderlihen x, y, unendlich werden, wie bereits bei 
der Entwicelung der Functionen von einer einzigen veränderlichen Größe ge- 
eigt ift ($. 106). Sie wird ferner unbrauchbar, wenn die Function z, oder 
ihre partieflen Ableitungen unbeftimmte Werthe annehmen und fi) die Unbe- 
flimmtheit nur durch die Annahme einer willkührlichen Relation zwifchen ben 
Veraͤnderlichen x, y und folglich zwifchen den Inerementen h und k befeitigen 
läßt, wie dieſes im vorhergehenden Kapitel näher gezeigt if. 

$. 157. Es fei r; der Werth des Neftes, welcher die Reihe (f) ergan- 
zen muß, wenn man fie bei dem liebe mit ver Potenz a! ſchließt, fo hat 
man nach $. 109: 

a'tı (1 -0,) aitı 
‚= — — . fiitD — 17. Füt) 
ri 1+2+3 9. (i+ 1) F (90) 1 + 2 , 3 ... i F (G.0) 


wo 9, ©, unbefannte, zwiſchen O und 1 liegende Zahlen bezeichnen. Wemn 
man alfo bie Reihe ( b) mit bem liebe : ß | 


*) Es ſei: f(x, y) = xuya, fo if: 


df d 
d’f dr 
dx? —m(m—|)x@-2yn, Axdyı — moımn—1Iyı-t , 
42 
dy? = n(n—1)xmyn-2, 
ds — m(m— I)(m—2) xm — 3yr, 
af 
dxtdy © mı(m—1)x n—2yı2—1, 
d‘f 
dxdy: — mm(n—1)xm—1 yo, 
f 
dy® — n(n—I)(n— Dxryn-3,: 


und folglich: 
f(x +h, yrd)=(Ga+bha(y + k)ı == 


zayı -- meo-i yoh + - —— — — * etc. 





+.nxuyr—-ik + * xm-1 yn-Ihk + etc, 


n(n—1 
BEN + ie 


+ etc. 
3. d. Heberf. 
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h k\ di 
e + =) 12-3... 
ſchließt, ſo wird der Reſt R;, welcher diefe Reihe ergänzen mug, ſymboliſch 
ansgebrüäft durch: 


R. -(# +)" ditif(x+6h,y-+Ok) 
"dx + dy 


. 1:23... (i+1) 
der auch durch: 
‚fh k y'tı dififx+A,h,y-+0,k) 
R:- = (1—09,) I — — . —— —2. 
i (1 0,) dx + dy TE i 


Die in diefen Formeln vorkommenden Zahlen 9, ©, find unbekannt und 
fünnen nicht zur Berechnung ber Werthe von Ri, fondern blos zur Beftim- 
mung von Örenzen dienen, zwiſchen welchen dieſe Werthe liegen müffen. 

Da der Werth von r, durch das beflimmte Integral: 


1 
= 


TI I sa 9-BaB 


ausgebrüdt wird, jo hat man für ven Werth von BR; auch die beiben andern 
ſymboliſchen Ausprüde: 


1 b/h Kit. k 
7 0283.. m/ G + 5) dit, rk— )Bidß, 
0 





1 ı/h kit _ h 
1+2+3 0... ickiti VA (> + 5) d «+ ce rt 8) b 4 
VÖ 


Um von diefen letzten Formeln eine Anwendung und zugleich ben Beweis 

derſelben zu geben, wollen wir i = 1 feßen, fo daß man bat: 
fe =f)+ tun = I Fra—B): Ba. 
Es fei: 
2f(x, 3 fi 
un = fl(x,y), > = f!,(x,y), Sn = f(x, Y)ı 
folglich: 
ft(@a— 8) = hiiftfc + (a—B)ht, y- ) 3 
+ 2h’kf [x (a —B)h', y+{a—P)kI+k, [+ P)k', y+(a—P)k’] 
= hifyx + h— bi, yHk— kB) — + h—hid, y+k— KB) 
+köl,x+hb—bA,y+k—k'P); 


fo bat man: 
R,— he "sh hiß, y-+k—k'8) A. BB 
I 
"rc b—hiB, y-+k—k'B) + Bdß 
I + ' 


+ m SH, Stu» BB. 
0) 


+ 2h’k 
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In dem erften Gliede des Werthes von R, kann man £ für die Ver⸗ 


änderliche 8 feßen, wenn man ah’ = h flatt « für die obere Grenze bes 
Integrales nimmt, und alsdann verwandelt ſich diefes erfie Glied in: 


h ki h k 
YA PH, y+k— 8) Biß= S FH, A U + ABB, 


fo daß in feinem Ausdrucke die Hülfsgrößen a, bh’, k! nicht mehr vorkommen. 
Dan konnte bemfelben Gliede, wenn man — für die Veraͤnderliche ß feßt, 
auch die Form: 


/ "Et, y+k—P) · Baß 
0 


eben, und wenn man bie beiven andern Glieder des Werthes von R; berfel- 
en Transformation unterwirft; fo erhält man für R, die beiden Ausdrücke: 


R,= TA — — + — 8) 
+ alu ccHb—ß, Ik EM Ba, 
—E YA Imre 6 — kB) + Bull (+ — 28, ytk-ß) 


+ kit, +h—8, y+k— ML · BaB, 


Dur eine ähnliche Rechnung erhielte man die allgemeinen Werthe von 
R;, deren ſymboliſcher Ausdruck weiter oben angegeben iſt. 

F. 158. Wir wollen mit z,, Por Jo⸗ To, etc. bie Werthe bezeichnen, 
welche die Functionen z, p, q, r, otc. annehmen, wenn man x 0, = 0 
fett, fo gibt die Gleichung (F): 


Ken tm tur 


x? x y y? 
— — — — ti, — 
rn Tgtm 7 Tre 


I TE TI m u TIL 
rast tm Tatra tree 
und auf diefe Weife ift die Maclaurin’fche Formel auf die Entwidelung ber 
unctionen von zwei Veraͤnderlichen erſtreckt. Dan kann auch fchreiben: 


_ x y dz x y d22 
f6, ) 32207* — * dy, ) * + ( dx, + dy, ) 1° 5 
d’z, 


+ (zZ + a) + etc. 


Statt die Functionen mit mehreren Beränderlichen durch die Maclaurin- 
Ihe Formel nach den Potenzen jeder unabhängigen Veränderlihen zu entwideln, 
was auf ſehr complirixte Entwidelungen führt, entwickelt man gewöhnlich dieſe 
Sunctionen nur nach ben Potenzen einer der Veränderlichen; aber alsdann find 
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bie Eoefficienten der Glieder der Reihe nicht mehr Eonftanten, ſondern Func- 
tionen aller übrigen unabhängigen Beränverlihen, Man kann daher fehen: 


IX, Jr 27 u) = Io Jr 2) + 900, Yı zu) * 7 


x? x3 
+ fll(o, Y⸗ ..) T 4 gi (0, J/ 2 ...) 723 4 ete., 


wo fi, ſu, fl, etc. die Ableitungen von f in Beziehung auf die Veraͤnderliche 
x bezeichnen. Die Anwendbarkeit diefer Formel fegt voraus, daß die Werthe 
VOR Y, 2, «u. Die Functionen: 
f(o, yr 2 +), 8/0, Jr 2, 2), Flo, y, 2, u), etc. 

nicht unendlich machen und außerdem, daß man die Grenzen des Fehlers an- 
geben kann, welchen man begeht, wenn man die Reihe mit einem gewiffen 
Gliede ſchließt. Hieraus folgt, daß eine Formel, wie: 

x_ + etc. 


— fi 7 „a MM . 
z (0,5) + f'(o, y) : +f’Co, y) 12 + flo, y) 23 


eine Släche nur in einem Xheile ihrer Ausdehnung barftellen kann, nämlich 
nur in dem Theile, worin die Werthe von y die Functionen f(o, y), f/(o, y), 
f!(o, y), etc. nicht unendlich machen. 





1. Lagrange's Formel zur Entwidelung der unentwidelten Sunetionen. 


6. 159. Es ift eine Sleihung von der Form: 

z _ı + yk (a) 
gegeben, und man foll z in eine nach den fleigenden Potenzen von y fort- 
Ichreitende Reife entwideln. Wenn y eine fehr Feine Größe bezeichnet, fo 
ift x der Näherungswerth von z für y = 0. Eine zweite Annäherung gibt 
den Werth: 

z=xı+ yfı, (a,) 
welchen man für z in die Function f fubftitwiren Tönnte, fo daß man einen 
dritten mehr genäherten Werth von z erhielte, welchen man feinerfeits in bie 
Function f fubftituirte m. f. fe Es iſt der Zweck der gefuchten Entwidelung, 
fich dieſer fucceffiven Subftitutionen zu überheben, und von welcher Größen» 
orbnung der Coefficient y auch fein mag, fo ift doch einleuchtenn, daß ber 
zweite Theil der Gleichung (a,) aus den beiden erften Gliedern der gejuchten 
Entwidelung beſteht. Die Coefficienten der höhern Potenzen von y fände man 
nah dem Maclaurin’fchen Lehrfage, wenn man die fuccefliven Differenziale 
der Gleichung (a) in Beziehung auf die Veränderlichen z, y nahme und dann 
in den Werthen der aus den Differenzialgleichungen gezogenen Ableitungen: 


v=0, s=x feßte. Es verfteht ſich von ſelbſt, daß die auf diefe Weife erhal- 
tene Reihe convergent fein muß, weil fonft das ganze Refultat der Rechnung 
ifuforifch fein würde. Die Bedingungen der Convergenz find von Cauchy 
angegeben, auf deſſen Abhandlungen wir bie ſich für foldhe feine Unterſuchun⸗ 
gen intereffirenden Leſer verweilen. , 
Das vorhin zur Beſtimmung der Coefficienten der ſueceſſiven Glieder ber 
gefuchten Entwickelung angebeutete allgemeine Verfahren würbe das Bilbungs- 
gefeg diefer Evefficienten gar nicht oder nur fehr fchwerfällig zu erfennen ge- 
Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 12 
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ben, während es ſich ganz leicht peransfteilt ‚ wenn man nad Zaplace = als 
eine Function der beiden Beränderlihen x, y vermöge ber Gleichung (a) be- 











trachtet. 
Wenn man unter diefem Gefichtspunfte bifferenzirt, fo erhält man: 
dz ds ds dz 
un! + a ) % = fs + yf'z 7* 
und folglich: 
ds _ ds d?z — 
ds u dx’ dxdy u (2 =) 
Nun fei dx eine Function von z, ſo * man: 
dz 
ae u . . 
dy — dxdy v x dy ’ 
und wenn man 2, Kern vermittelt der Gleichungen (b) fortichafft: 
3) 
- Ya» her +0 Matte el =) 


oder: 
a(y: . =) _ me =) R 


Wir wollen Ya = fs feßen, ſo gibt vie erfe der Gleichungen (b) in 
Berbindung mit der vorhergehenven : 


ds dz 
d — 2 2: 
dis (% dx ale =] 
dy? — dy dx 


Wenn man hierauf dr — (fr)? feht, fo ergibt ans der Bergleichun 
ber Gleichung (e) mit ver letzten Gl (eng: gut 09 aloe 


432 d2 [322] d2 [as - 
= — 75 


and da man auf dieſe Weiſe beliebig weit fortfahren kann, fo iſt einleuchtend 
dag man für einen beliebigen Inder n hat: ſo iſt Head, 


— [cr 1 


dye * de 0° 





Wenn man y = 0 folglich = — x, * — 1 ſetzt, fo reducirt ſich dieſer 
Ausdruck auf: 





! 


(& d’s ) = dei. (ide 


dx"—1 
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und der Maclaurin’fche Lehrſatz gibt folglich: 
— Y og y„?_ de+ (fx)? ”_, 1)? 
s x + rn xı+ 7— 23° mn + etc. (d) 
$. 160. Es fei nun gz eine neue Function von z, welde nach ben 
Potenzen von y entwidelt werben foll, fo hat man vermöge der erflen der 
Gleichungen (b): 








== (a „ds = ol» . .z 
dy 9 day ya-tı dx’ 
und wenn man plz + fz — %z ſetzt, fo gibt die Formel (cd): 





diegz d(y% fi =) [* gel. n 
— —6— Er " 
Da man ebenfowohl für A fucceffive die Functionen: 
9'2 + (fz)?, g'z + (fz)?, etc. 
nehmen kann, fo ift einleuchtenn, daß man allgemein hat: 


de. gs [4 p'z + (l2)" » | 
y = —, 
und für die beſonderen Wertfe = O, 2 — x: 
de. gs de-1fg'x + (fx)"], 
( dy ),= 





+ 








—e — — — 


dx'-1 ’ 





folglich : 
gz=gx+ TI gie + I _ 
1 1+2 


dx 
3 d?2 + @'x » (fx)3 
+ — nn + etc. (od 


Die Formeln (d) und (e) laſſen fi) offenbar auf unentwidelte Functionen 
von zwei oder mehreren unabhängigen Beränderlichen ausdehnen. 

$. 161. Die Formel (d) kann zur Auflöfung algebraifcher und transcen- 
benter Gleichungen angewandt werben, vorausgefeßt, daß fie auf eine conver- 
gente Reihe führt. Es ſei z. B.: 

z=x- kr" 

eine Gleihung, woraus man ven Werth von = als eine nad den Potenzen 
von k fortfchreitende Reihe mit x ableiten will, fo gibt die Formel (d): 


j d+-[y'x» (fx)?] 


+ ex" + + zmr?=—i Ho + 3m (3m — 1)x?°-2 + etc. 


und wenn man a — a" feßte, fo ergäbe fih aus der Formel Ce): 
k3 
1+2 


153 Gm tan + — ut + oie. 








z’ m x” + 7 + ox»>ta—1 + % o(2m--n—1)x?=t2-2 


+ 
12* 
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Ausführlicheres über die Anwendungen biefer Formeln auf die Auflöfung 
der algebraifchen Gleichungen findet man in Lagrange's Werte „über die 
Auflöfung der Gleichungen.“ 

Wir wollen noch die transcendente Gleichung : 

z=xı-t esin.z 
betrachten, welche ber unter dem Namen des Kepler’fhen Problemes in 
der Aftronomie befannten Aufgabe entfpriht, und wo bie Veränderlihe x bie 
Zeit, oder eine Größe bezeichnet, welche der Zeit proportional zunimmt, der 
Coefficient e die Ercentricität der elliptiichen Bahn eines Planeten und die 
Beränderlihe z den Winfel, welcher die excentrifche Anomalie des Planeten 
genannt wirb; fo haben wir: 
e o? d+ sin.?x 03 d? +sin.!x 

= _— + Sin. — — — — — — — tc. 

‚Set zeast 72 u ti u t° 


=x+ esinz+ oin. 2x — (3sin.3x — sin.x) + etc., 


und da die Ercentrieität e ein fehr Heiner Bruch ift, wenigftens für die Haupt⸗ 
planeten, fo convergirt die Reihe fehr ſchnell. 
Dei den Anwendungen ber Analyis auf die Afteonomie und auf die ma- 
tbematifche Phyſik, Hat man oft den Bruch: 
1 
vi1-23y+7° 

nach den fleigenden Potenzen von y zu entwideln, und dieſe Entwidelung 
nimmt eine fehr elegante Form an, wenn man fich der Lagrange’fchen Reihe 
bedient. Denn wir wollen 

Mayty=1—y 
fegen, fo iſt: 

dz _ DER. SEHEN 

4 7 Vi yrry: 

=Sı+ Ze), 
und um dbiefe letzte Gleichung auf die Form (a) zurüdzuführen, braucht 
man nur: 








fz — * (z22—1) 
zu ſetzen. Andererſeits gibt die Reihe (d) durch Differenzirung: 
dz _ y ,dix y2 d2.(fx)2 y3 ds. (fx)3 
— 1+r—. — . Yo) 
ra rn re 
und folglich Kat man: _ 
— — — 4 y d 0 (z?—1) y? d? 0 (x? — 1)2 
v1 Ay + y? u 1»+2 dx + 1.2.2 " dx? — 
— ye dei -1) 
+ 1+.2+.3:23 dis t.+ a + etc. 
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FSünftes Kapitel, 


Weber die Bildung der Differenziaflgleichuugen mit einer ober 
mehreren unabhängigen Beränderlichen. 





1. Bon den Differenzialgleichungen zwifchen zwei Beränderlichen, 
$. 162, Wenn man die Gleichung: 
fx, y)=a, (a) 
worin a eine Conflante bezeichnet, differenzirt, fo drückt die Differenzialglei- 
hung ber erften Ordnung: 


xt.” (a’) 


woraus die Conſtante a verſchwunden ift, eine Relation zwifchen x, y, y’ ans, 
welche flattfindet, was für einen befonvern Werth man diefer Eonftanten in ber 
Gleichung (a) auch beilegen mag. Wenn man biefe Gleichung (a) als einer 
Reihe von Curven, welche ſich nur durch die verſchiedenen Werthe des Para- 
meters a von einander unterfiheiven, angehörig betrachtet; fo drückt die Glei⸗ 
dung (a’) eine gemeinfchaftlihe Eigenfchaft aller diefer Eurven aus, vermöge 
weldyer die ——J— der Tangente beſtimmt iſt, wenn bie Coordinaten x, y 
des Derührungspunttes gegeben find. 
Wenn man z. B. die Gleichung: 
2! 4 32 =a, 
differenzirt, fo erhält man: 


x + yy = 0, oder Y=-- 

und fo fange ber Parameter a unbeflimmt bleibt, gehört die erfle Gleichung 
zu einem Kreife von einem beliebigen Halbmefler, deſſen Mittelpunkt im An- 
fangspunfte der Coordinaten liegt, und die zweite Gleichung drückt eine allen 
Diefen eoncentrifchen Kreiſen gemeinfchaftliche Eigenfchaft aus, nämlich die, daß 
ihre Tangente auf der vom Anfangspunfte der Coordinaten nach dem Berüh- 
rungspunfte gezogenen geraden Line ſenkrecht if. 

Wenn der Parameter a auf irgend eine Weiſe mit den Beränberlihen x, 
v in ber Gleichung: 

F(xz, y,.ı) = 0 (b) 
verbunden vorkommt, fo kommt berfelbe im Allgemeinen in der Differenzial- 
gleichung : 

dF d4F 

— —yı — ) 
auch noch vor; aber wenn man a zwifchen den Gleichungen (b) und (b) eli- 
minirt, ſo gilt von der refultirenden Gleichung: 

f(x, y, ID = 0 (e) 
das eben in Beziehung auf bie Gleichung Ca‘) Geſagte ebenfalls, und fie 
brüdt eine gemeinfame Cigenfchaft aller ber Euren aus, welche buch bie 
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Gleichung (1) ausgedrückt werden, wenn man der Conflanten a furceffive eine 
Reihe verfchievdener Werthe beifegt. 

Wenn man den Werth von y, welder einem beliebigen Werte von x 
entfpricht, willführlich annimmt, fo j der Werth der Conftante a implieite be⸗ 
ftimmt. Denn es feien x,, y, diefe beiden zufammengehörigen Werthe von x, y, 
fo hat man zwifchen x, , y, und a bie Gleichung: 

Fix, JVOVC. 3 0, 
und wenn der fi) aus dieſer Gleichung ergebende Werth von a in bie Glei⸗ 
Kung (b) ſubſtituirt wird, fo brüdt dieſe eine beftimmte, durch den Punkt 
(X, 1 Yu) gehende Curve aus. 

Nachdem man den Werth von a beftimmt hat, Tann man aus ber Glei⸗ 
Kung (b) die Werte der Function y ableiten, welche zwei verfchiepenen Wer- 
then der unabhängigen Veränderlihen x entfprechen, und der Unterfchieb biefer 
Werthe ift die Summe ber unendlich Heinen Zuwächſe, welche die Function 
in dem Intervalle erhalten bat, wofern fie in dieſem Intervalle Feine Unter- 
brechungen ter Stetigfeit erfahren bat ($. 51). Mean fagt daher, daß bie 
Gleichung (b) das Integral der Gleichung Ce) fei, weil diefe letzte Den 

F Werth des Zuwachſes dy ausdrückt, welcher für jedes Syſtem der Werthe von 

"x und y einem Zuwachſe dx entfpricht, und weil die erfle Gleichung ven Werth 
des Sintegrales oder der Summe diefer unendlich Heinen Zuwaͤchſe in einem 
gegebenen Intervalle ausbrüdt oder beftimmt. 

Da die Gleichungen (b) und (ec) infofern gleichhebeutend find, als fie 
berfelben Reihe von Curven angehören, fo Tann man aus dem Vorhergehenden 
fhon fchließen: 1) daß die Function y und die Curve, deren Ordinate fie tft, 
durch die Bleihung (ec) vollſtändig beftimmt ift, wenn man bie einer Abfciffe 
x, entſprechende Ordinate y, mwillführlih annimmt, und 2) daß, wenn biefe 
Differenzialgleihung direct gegeben ift und es darauf anfommt, fie zu integ- 
riren oder eine Gleichung zwifchen x und y zu finden, welche derſelben ge- 
nügt, die Integralgleihung nothwendig eine willführliche Conſtante ent- 
halten muß, wenn fie diefelbe Allgemeinheit haben foll, wie vie gegebene Dif- 
ferenzialgleihung. Wir werben auf diefe wichtigen Eigenfchaften wieder zurüd- 
fommen, wenn wir von ber Theorie ber Integration der Differenzialgleihun- 
gen reden werden, und unfer gegenwärtiger Zwed war blos, fehon bier einige 
allgemeine Begriffe über die Natur der Differenzialgleichungen mitzutheilen. 


$. 163. Es fer: 
F(x,y,a,b)=0 (d) 
eine Gleichung zwiſchen ven Veränberlichen x, y, welche zwei Parameter a, 
b enthält. Wenn man biefe Gleichung zweimal hintereinander differenzirt, fo 
erhält man die Differenzialgleichungen der erften und zweiten Orbnung: 
4F J4F 





— — — vv 

+ a? (d’) 
d?2F d?F d?F dF 
— — — —v — vi u v — u 
dx? +2 dxdy ! + dy? ”+ dy I 0, (4) 


welde im. Allgemeinen die Parameter a, b gleichfalls enthalten. Man kann 
a, bien den drei Gleichungen (d), (4), (d‘) eliminiren und die veful- 
tirende Differenzlalgleichung : 
sy ')=0, (e) | 
welche von ber zweiten Ordnung ift, drückt eine gemeinfame Eigenfchaft aller 
Eurven aus, welchen die Gleichung (d) vermöge einer fehicklichen Beftiumung 
der Parameter a, b angehören Fann. 
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Um bie Eonflanten a, b näher zu beflimmen, Eöunte man fich geben: 
1) einen Punkt der Eurve oder bie einer Abfciffe x, entfprechende Ordinate y,, 
und 2) vie Richtung der Tangente in biefem Punkte ober ven Werth y', ber 
Function y’ für dieſelbe Abfeife. 

Denn alsdann bat man bie beiven Gleichungen: 


dF dF 
Fix, Jyıa, b)=(, =) + 7), = 0, 
0 


d dF\ , dF dF , . 
wo (2), (5), die Werthe von “'% bezeichnen, wenn man darin 


xx, y=y, fest, und and biefen beiden Gleichungen kann man bie 
Werthe von a, b ableiten, um fie in die Gleichung (d) zu ſubſtituiren. 

Statt die Eonftanten a, b unmittelbar zwiſchen den drei Gleichungen 
(d), (d‘) (d“) zu eliminiren, kann man b und a fucceffive zwifchen den beiden 
erften Gleichungen eliminiren, wodurch man zwei Differenzialgleihungen der 
erften Ordnung: 

x, yı Yı )=0, (f,) 

(X, Yı Yı =D, (f,) 
erhält, wovon die eine blos den Kurven angehört, für welche a einen beſtimm⸗ 
ten Werth hat, indem b willführlich bleibt, während bie andere aus bemfelben 
Grunde den Curven angehört, für welche b einen beftimmten Werth hat, und 
a willfübrlich bleibt. 

Sp lange die Eonftanten a und b unbeflimmt bleiben, hat jede der Glei⸗ 
dungen (f,) und (f,) diefelbe Allgemeinheit, als die Gleichung (d) oder wie 
die Gleichung (e). Man kann alfo aus der Gleichung (f,) durch Differenzi- 
rung einen durch x, y, y', a ausgebrädten Werth ableiten, welcher der Glei— 
hang (e) Genüge leiſtet, was für einen Werth a auch haben mag. Wenn 
man folglich zwifchen der Gleichung (f,) und ihrem Differenziale : 

Me, MM 

x“ t%’ + dy1 2. 
die Conſtante a eliminixt, fo findet man bie Gleihung (e) und man würbe 
fie ebenfalls wieder erhalten, wenn man die Conftante b zwilchen der Glei- 
Hung (f,) und ihrem unmitteldaren Differenziale: 

df, af, j df, u—_ 

dx + dy + dy! 4 0 
eliminirte. Wenn man endlich y’ zwiſchen den Gleichungen (f,) und (f,) eli- 
minirt, fo erhält man die Gleichung (d). Ä 

Es fei 3. B. die Gleichung: 





x? —ax—by=0" , (1) 
gegeben, fo erhält man durch zwei unmittelbare Differenzirungen: 
2x — a— by =0, (2) 
2 — by‘! = 0 N (3) 
und dann durch Elimination der Eonftanten a, b die Differenzialgleihung ber 
zweiten Orbnung: 
xz2yl! _ 27! + 2y=(0. (4) 


Wenn man abwechfelnd vie Conſtanten b, a zwifchen den Oleihungen ( 1) 
nn (2) eliminirt, fo erhält man die beiden Differenziaigleichungen ver erſten 
nung: 
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x)! 2xy —alıy — y)=0, (5) 
x? 4by — by =0(, (6) 
deren unmittelbare Differenziale find: 
Zxy + x2yl _ 2y— xy x —yı)=0, (7) 
x(2 — by!) 0, (8) 
und man erhält die Gleichung (4) wieder, wenn man a zwiſchen ben Glei⸗ 
chungen (5) und (7), oder b zwilchen ven Gleichungen (6) und (8) eliminirt. 
Endlich gibt die Elimination von z' zwiſchen den Gleichungen (5) und (6) die 
Gleichung (1) wieder. 

Aus diefer Analyfe muß man fließen: 1) dag einer Differenziafgleichung 
der zweiten Ordnung zwifchen x, y, ), y' zwei Gleichungen von verfchiebe- 
nen Formen zwifchen x, y, y' entiprechen, welche verjelben genügen, over 
zwei erfte Integrale ter Öleichung ber zweiten Drbnung; 2) daß dieſe 
mtegrale, wenn fie biefelbe Allgemeinheit haben follen, wie bie Differenzial- 
gleihung der zweiten Ordnung, welder fie genügen, jedes eine willkührliche 
Conftante enthalten müffen ; 3) daß die Gleichung zwilchen x, y, welche einer 
beliebigen dieſer Differenzialgleihungen der erſten Ordnung in aller erforderli= 
chen Allgemeinheit und folglich auch der Differenzialgleihung der zweiten Orb- 
nung, wovon fie das zweite Integral ift, Genüge leiftet, zwei willführ- 
liche Conftanten, nämlich vie in den beiden erften Integralen vorkommenden 
Eonftanten, enthält; A) daß biefe beiden willführlichen Sonftanten implicite be= 
ſtimmt find, wenn man bie ber Abfciffe x, entfprechenden anfänglichen Werthe 
Yu, 'o angibt, oder wenn em Punft gegeben wird, durch welchen die Curve 
gehen muß, deren rechtwinklige Coordinaten x, y find, fo wie der Richtung 
der Tangente in diefem Punkte. 

$. 164. Diefe Unterfuhung läßt fi leicht weiter verfolgen, indem man 
fie auf Differenzialgleihungen von einer beliebigen Ordnung anwendet; und 
da man allgemein bei dem Uebergange von einer Gleichung mit zwei Verän- 
derlichen zu ihrer Differenziale der n!r Drbnung immer n Conftanten eliminiren 
Tann, fo folgt, daß das ut Integral einer Differenzialgleihung von biefer 
Ordnung oder die Gleichung x und y, welche dieſer Differenzialgleichung mit aller 
erforderlichen Allgemeinheit genügt, u willkührliche Conftanten enthalten muß. 
Die Differenzialgleihung der n!" Ordnung bat n Differenzialgleihungen ver 
u — jien Ordnung, wovon jete eine willführlihe Conftante enthält, zu ihren 
DI D— 

( 1 — Differenzialgleichungen der (n — 2)!" Ord⸗ 
nung, jebe mit einer binären Combination dieſer n Conftanten, zu ihren zwei- 


n/n— — 
— Differenzialgleichungen der (n— 3)" Ord⸗ 
nung, wovon jede eine ternäre Kombination derſelben Eonftanten enthält, zu 
ihren dritten Integralen, u. f. fe Wenn man y’, y’, yıd, .... yın 
zwifchen den n erften Integralen eliminiert, fo erhält man das nie Integral der 
gegebenen Differenzialgleihung der uten Drbnung oder bie Gleichung zwifchen 
x, J, welche derſelben mit den n willfübrlihen Conftanten Genüge Teiftet. 

Diefe » Eonftanten werden implicite beftimmt, wenn die Werthe: 

Yor Yor or Yon oeec. Jod 

für die Abfeiffe x, gegeben find. 

Man fagt, ein integral fei allgemein over vollſtäändig, wenn bas- 
felbe ſo viele willführlihe Conſtanten enthält, daß es benfelben Grad von 
Allgemeinheit behält, wie die Differenzialgleichung, welcher es genügt. Aus 





erfien Integralen, 


ten Sntegralen; 
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biefem allgemeinen Integrale een fih die particulären ober befondern 
Integrale, wenn man den willführlichen Eonftanten beflimmte Werthe beilegt. 
So iſt 3. B. die Gleichung: 


(y+b)x+aly—nmr)=0, | 
worin a, b willführliche Konftanten bezeichnen, das allgemeine Integral ber 
Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 
(y+ m2)xy! +27 (y—ıy)=0. (9) 
Wenn man fucceflive — 0, a wo feßt, fo erhält man die beiden Glei- 
ungen: 
 ‚+b=0,s— x? =(, 


welde beive der Gleichung (q) genügen; aber welche nur particuläre Integrale 
derfelben find, weil die erſte nur die willführliche Conſtante b und bie zweite 
gar feine willführliche Eonftante mehr enthält. 

Die in einem n!" Integrale vorkommenden n willführlichen Conftanten 
müſſen von einander verfchieden fein, wenn das Integral vollſtändig fein ſoll. 
Offenbar könnte man ftatt einer willtührlichen Conftanten C die zweitheilige Con- 
ftante C, + C, feßen, allein dieſe legte Conftante würde, obgleich fie an« 
[heinend zwei willführlihe Eonftanten C,, C, enthält, fich doch bei allen vor⸗ 
fommenden Operationen wie die eingliebrige Eonftante C, deren Stelle fie ver- 
tritt, verhalten ; bie beiden Conftanten C, und C, würden nicht wirflih von 
einander verfchieden fein und in eine einzige zufammenfallen. Ebenſo enthält 
ber Ausdruck: 


C. enıtox + CG,er:te 


nur fcheinbar zwei verſchiedene willführliche Conflanten C,, C,; denn man 
kann denfelben auf die Form (C,omı + C,e”2) er bringen, und fo lange bie 
Eonflanten C,, C, willführlich bleiben, fann man für den Factor C, e”'+-C,e”: 
eine einzige willfüßrlihe Conſtante C feßen, ohne daß ver Ausbrud feine Al- 
gemeinheit ‚verliert. Wenn wir fagen, daß das volftändige Integral dieſelbe 
Allgemeinheit hat, wie die entfprechende Differenzialgleihung, fo fol dieſes 
jo viel heißen, daß beide viefelbe Reihe, oder dieſelben Reiben von Curven 
ausdrücken; allein es fann außerdem Gleichungen geben, welche der Differen- 
ialgleihung Genüge Ieiften, ohne in dem vollftändigen Integrale begriffen zu 
Fin, oder zu der Reihe der particulären Integrale zu gehören, und man nennt 
daher folhe Gleichungen finguläre Integrale oder fingnläre Aufld- 
fungen. Bir werben die geometrifche Bedeutung ver fingulären Integrale 
ter Differenzialgleichungen der erften Ordnung bald Fennen lernen und ın ber 
Theorie der Integration der Differenzialgleichungen auf viefen wichtigen Punkt 
wieder zurüdfommen. 


U. Gfleichzeitige Differenzialgleichungen. 


$. 165. Wenn man ein Syflem von eben fo vielen Differenzialgleihun- 
en ale Functionen x, y, 2, .... ber unabhängigen Veränderlichen 4 hat, 
h fann man daraus immer eine Snbdifferengiafgfeichun ableiten, worin blog 
zwei Beränderlihe, 3. DB. t und x vorkommen; wenigftens unterliegt die Bil- 
dung biefer Endgleichung feinen andern Schwierigkeiten, als denen, welde bie 
Elimination zwifchen gewöhnlichen Gleichungen, worin Feine Differenzialcoeffi- 
cienten vorkommen, darbieten Tann. a 

Denn wir wollen zunächft annehmen, daß man zwei von * abhängige 
Zunctionen x, y und zwei Differenzialgleichungen habe, welche wir durch: 
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Kin, Kl, NO, 
eye), 
ausdrücken lönnen, wo x), yÜ nah der Lagrange'ſchen Bezeichnungsart 
die Differenztalcvefficienten J, =. bezeichnen. Wenn man die erfte Glei⸗ 
Yung n, mal und bie zweite nmal hinter einander bifferenzirt, fo erhält man 
außer ven beiden gegebenen Gleichungen noh n 4 n, Gleichungen, worin der 
höchſte Differenzialcoefficient von y gleich y'trı) ik, und wenn man zwilchen 
diefen n + no, + 2 Gleichungen die Größen: . 
Yo ylı Jr ou. zero), 

beren Anzahl nicht größer ald n + un, + 1 fein kann, eliminixt; fo enthält 
bie refultirende Gleichung nur die Größen t, x, x’, x", etc.; und die Ord⸗ 
nung biefer refultirenden Gleichung kann offenbar nicht größer fein, als bie 
größte der beiden Zahlen m + u,, m, +, 

Wir wollen nun annehmen, daß man zwifchen der unabhängigen Berän- 
berlichen t, den » Functionen x, y, 2, .... und ihren Ableitungen der ver- 
ſchiedenen Dronungen » Gleichungen habe; fo wird ein ſolches Syſtem, ein 
Syſtem gleichzeitiger Differenzialgleihungen genannt. Es kam 
hierbei gefcheben, daß nicht alle in dem Syfteme der gleichzeitigen Differenzial- 
gleichungen vorkommenden Ableitungen in Beziehung auf dieſelbe unabhängige 
Beränderliche t genommen find; allein vermittelt der Formeln für die Bertau- 
[hung der unabhängigen Veraͤnderlichen fann man das gegebene Syftem gleich- 
zeitiger Differenzialgleichungen immer auf ein folches zurüdführen, worin bie 
Ableitungen alle in Beziehung auf diefelbe unabhängige Veraͤnderliche genom- 
men find. 

Es feien: 

(m), yle), ztı) 


JH.» 

die höchften Ableitungen der Funchionen x, y, 2, «.., welche in dem gege- 
benen Syſteme vorfommen, fo wollen wir, wenn bie Veraͤnderlichen y, x, «.. 
und ihre Ableitungen eliminirt werben follen, um eine Enpgleihung mit t, x, 


x, x, cn. zu erhalten, 
sn + p-+ etc. 


ſetzen. 
Wenn man jede der Gleichungen des Syſtemes smal differenzirt, fo er⸗ 
halt man, mit Einſchluß der gegebenen Gleichungen, im Ganzen » (s + 1) 
Gleichungen, und die Anzahl der zu eliminirenden Größen: 
. Yo ylı Jr so yet), 
zZ) zt, zit, 000000 aæ(rro), etc. 
iſt glei: 


(n+s+1)+(p+:+1)+ete=s + (e +1) — 1) =v(+H1)— 1, 
ſo daß folglich die durch die Elimination erhaltene Endgleichung von feiner 
Be Ordnung, ald von der (m+s)—= (m +n+p-+ etc.) Ordnung 
ein kann; aber wohl von einer nievrigern Orbnung, was 3. B. nach dem 
Vorhergehenden ver Fall fein würde, wenn man zwiſchen den Veränderlichen 
6, x, y und ihren Ableitungen nur zwei Gleichungen hätte, und wenn bie 
höchften Ableitungen von x und y in berfelben Gleichung vorkaͤmen. 

Betrachten wir insbefondere den Fall, wo bie gegebenen Gleichungen alle 
von der erften Ordnung find und auf die Form: 


Zu, x, y, æ...) (t, x, Ye) EL, y, æ, a), eic. 
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gebracht werden Fönnen ; fo iſt es, flatt alle dieſe Gleichungen zu gleicher Zeit 
zu bifferenziren, einfacher, immer biefelbe, 3. B. die erfle, Gleichung zu diffe- 
renziven, indem man nach jeder Differenzirung für die durch viefe Operation 
in den zweiten Theil eingeführten Ableitungen x’, y’, =’, etc. ihre unmittelbar 
durch die gegebenen Gleichungen gegebenen Werthe fubftituirt, und man erhält 
alsdann nah » — 1 fuccefliven Differenzirungen mit Einfchluß der erſten der 
gegebenen Gleichungen » Gleichungen zwifchen den Ableitungen x’, x’, ..... x(” 
und ven Beränverlihen t, x, y, z, etc., fo daß es blos noch darauf ankommt, 
zwifchen diefen » Gleichungen die v— 1 DVeränderlichen y, 2, etc. zu elimini« 
ren, um bie gefuchte Endgleichung gu erhalten, 


Ir. Bon den Gleichungen mit partiellen Differenzen. 


$. 166. Es feien zwei Gleichungen von der Form: 
a=f(x, y, z), 
F(x, y, 2, ga) = 0 (£) 

gegeben, wovon die zweite blos eine Function der Veränderlihen x, y, z 
würde, wenn man für « feinen aus der erflen gezogenen Werth fubftituirte; 
fo fann man z ald eine Function der beiden unabhängigen Veränderlichen x, y 
betrachten, und wenn man bie Gleichung (g) fucceflive in Beziehung auf diefe 
beiden Beränderlihen differenzirt; jo erhält man, wenn die Buchltaben p, q 
ihre gewöhnliche Bedeutung behalten : 


dF dF  dFy/d di no 
“rat atrme)ga=0 
AF dr dR/dE EN og (8) 
rettet) ne) 


Zwifchen den Gleichungen (g) und (g') kann man bie Functionen ga, 
p'a eliminiren, und. da die fich durch dieſe Elimination ergebende partielle 
Differenzialgleichung ($. 124): 

J& vs, pg) = 0 
von der Form der Function Y unabhängig ift, fo drüdt fie eine gemeinfame 
Eigenfchaft aller Werthe von = als Function von x, y aus, welde man aus 
der Bleihung (x) ableiten faun, wenn man bie Form der Junction 9 verän- 
dert, ohne vie Functionen F und f zu ändern. Sie drüdt folglich auch eine 
gemeinfame Eigenfchaft aller Flähen aus, deren Gleichung zwifchen x, y, z, 
vermittelft einer entfprechenden Beflimmung der Function Y auf die Gleichung 
(g) zurüdgeführt werden kann. 
Es fei z. 2.: 


Ay 


az ax + by, s— ga = 0 
oder: 
z = Q(ax + by); (h) 
fo nehmen die abgeleiteten Gleichungen die fehr einfache Form an: 
p — aga=0I, 4 — byamßt, 
woraus folgt: 
p—g=(. (i) 
S. 167. Wenn man zwei Gleichungen hat, wovon bie eine partielle Dif- 
ferenziale und die andere blos die urfprünglichen Veränderlihen ohne ihre Ab- 
leitungen enthält, aber welche beide venfelben Functionen entiprechen und ben- 
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felben Grad von Allgemeinheit haben; fo wirb bie zweite Gleichung das all- 
gemeine Integral der erften genannt. Die Gleichung (b) iſt alfo das all- 
gemeine Integral der Gleichung (i), weil fie vermöge der Unbeftimmtheit bes 
Zeichens 9 alle Gleichungen enthält, woraus man einen Werth von = als 
Function von x, y ableiten kann, welcher der Gleichung (i) genügt. 

Der Grund diefer Benennung „ Integral” iſt derfelbe, als bei ven Glei⸗ 
ungen, welche einer gewöhnlichen Differenzialgleihung zwifchen zwei Berän- 
berlichen genügen ($. 162). Denn wir wollen annehmen, daß man, nachdem 
die Function ꝙ partieularfirt ift, den Veränderlihen x, y zwei Syſteme von 
Werthen (x,, Y,), (X,, y,) beilege, und es feien =, , =, die entiprechenven 
Werthe von z; fo ergibt fih aus der Gleichung (h) der Werth ver endlichen 
Differenz z, — z,; aber diefe enplihe Differenz ıft die Summe ober bas 
Integral der unendlich Heinen Incremente, welche die Function = erhält, 
wenn x auf irgend eine Weife von dem Werthe x, zu dem Wertbe x, und 
zu gleicher Zeit y ebenfalls auf eine beliebige Weife von dem Werthe y, über- 
geht, abgefehen von dem Ausnahmefalle, wo die Function z Stetigfeitsunter- 
brechungen der erfien Ordnung erfährt, während man die Größen x, y fo 
variiren läßt. 

Die Gleichungen, welche aus der Gleichung (h) abgeleitet werden, wenn 
die willführlihe Function ꝙ partieularifirt wird, find particuläre Integrale der 
Gleichung (i), und in allen Fällen muß man unter particulären Integralen 
die verftehen, welche füih aus dem allgemeinen Integrale ergeben, wenn man 
eine oder mehrere der willführlihen Functionen particularıfirt, welche dieſes 
allgemeine Integral enthalten muß, wenn es viefelbe Allgemeinheit haben foll, 
wie die Gleichung mit partiellen Differenzen, welcher dieſelbe entſpricht, oder 
wenn man zwifchen den willführlichen Functionen, Relationen aufftellt, welche 
diefe Allgemeinheit befchränfen. 

Wenn man z. B. die Gleichung: 

= =9K +) + Ya a) (k) 
bat, worin 9, % willfübrliche Functionen bezeichnen, und man berechnet ver- 
mittelſt diefer Gleichung die partielfen Ableitungen ver erflen und zweiten Ord⸗ 
nung Pı q, r, 8, t, e erhält man: 

p= g'x+ay) + Y(x—ay), 

q= .p/(x£ +ay) — a'(x — ay)ı 

r= gay) + VD — a), 

s — ay!(x-ay) — al!(x—.ay), 

= eigpl(zhay) + az —ay), 

Hieraus ergibt ſich die partielle Differenzialgleichung ver zweiten Orb- 
nung: 

adtr = t, (l) 
welche die willführlichen Functionen ꝙ, % nicht mehr enthält und, wie man 
in der Folge fehen wird, viefelbe Allgemeinheit hat, als die Gleichung (k), 
woraus fie abgeleitet iſt; und umgelehrt ift vie Gleichung (k), welche ber 
Steigung (1) mit aller möglihen Allgemeinheit genügt, das allgemeine Sn- 
tegral berfelben. 

‚ Aber wenn man zwifchen den Functionen ꝙ, % eine gewiffe Abhängigkeit 
annımmt, namentlich Yu = — yt oder bt = gt feßt, fo find die ©lei- 
nungen: 

zZ y(x + ey) — px —ay),z=g(x-+ay) + ylx— ay), 
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worin noch die eine willführfiche Function ꝙ vorfommt, nur partieuläre In⸗ 
tegrale der Gleichung (1). 

Die partiellen Differenzialgleichungen können wie die gewöhnlichen Diffe- 
renzialgleichungen finguläre Integrale oder finguläre Auflöfungen 
haben, d. h. man fann benfelben in gewiflen Fällen durch Gleichungen zwi⸗ 
ſchen den urſprünglichen Veränderlichen genügen, welche ſich durchaus nicht 
aus dem allgemeinen Integrale durch Particularifirung der darin vorfommen- 
den willführlichen Functionen würden ableiten laſſen. Wir werden bald Bei- 
fpiele diefer fingulären Integrale bei den Anwendungen der Differenzialrech- 
nung auf die Theorie der Frummen Flächen Fennen Yernen, und diefer Gegen- 
ftand wird auch fpäter bei der Integration der partiellen Differenzialgleichungen 
zur Sprache kommen. 

$. 168. Eine partielle Differenzialgleihung der n!" Ordnung Kann erfte 
Integrale von der (n— 1)!" Ordnung, zweite Integrale der (n— 2)" Ord⸗ 
nung, u. ſ. f. haben. So ergibt fih 3. B. aus der Differenzialgleichung ver 
erfien Ordnung 

p= Hg, (m) . 
worn ZZ eine willführlihe Function bezeichnet, wenn man fucceflive in Be- 
ziehung auf x und y bifferenzirt: 

r —sllig, s = tlg, 
unb dann wenn man Zl’q eliminirt: 
rt — »? — (0, (n) 
Aus biefer Gleichung der zweiten Orbnung, welcher die Gleichung (m) voll⸗ 
fommen äquivalent ift, fo Tange die Function ZZ unbeftimmt bleibt, iſt dieſe 
Function IT verfchwunden, 

Die Sleihung (m) iſt folglich ein erftes integral der Gleichung (n), 
und wenn man eine Bleihung mit x, y, z angeben Fönnte, welche der Glei⸗ 
hung (m) auf die allgemeinfte Weife genügte; fo hätte man das zweite In⸗ 
tegral der Gleichung (n). 

fonn man zwar ber Gleichung (m) nicht durch eine einzige Gleichung 
mit x, y, 2, aber durch ein Syftem zweier Gleichungen zwifchen x, y, z und 
einer Hülfsveränderlihen «, naͤmlich: 
z=a-+txpa + yWba, (0) 
1 + xya + ya 0 (0‘) 
genügen, wovon bie zweite bie Ableitung ber erſten in Beziehung auf bie 
Hülfsveränderlihe a if. Denn wenn man die Gleichung (o) fucreffive in 
Beziehung auf x und y bifferenzirt, fo erhält man: 


p=Ypa+ * (1 +xpa + yW'a), 


= Ya + + spa + ο, 


oder wegen der Gleihung (09: 
p= 9a, qa= Ya, 
und fo lange die Funetionen 9, %, fo wie I] willlührlich find, iſt das Sy⸗ 
flem dieſer lebten Gleichungen gleichbedeutend mit ber Gleichung (m). 
Da das Syflem der Gleichungen (0), (o’) die willführlichen Functionen 
f, % und eine Hülfsveränderlide a enthält, welche man nicht elimmiren 
fann , fo lange die Functionen ꝙ, % unbeftimmt bleiben; fo drückt daſſelbe 
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folglich das zweite und vollſtaͤndige Integral der Differenzfalgleigung (u) ber 
zweiten Ordnung aus. Diefe Form der partiellen Differenzialgleihung mit 
zwei unabhängigen Beränderlichen ſchließt fih an fehr intereflante geometrifche 
Unterfuchungen an, welche wir bald Fennen Iernen werben. 

$. 169. In $. 166 haben wir gefehen, daß vie Elimination einer will- 
kuͤhrlichen Function in einer Gleihung mit drei Veränderlichen anf eine par—⸗ 
tielle Differenzialgleigung der eriten Ordnung führt, woraus wir umgekehrt 
fchließen , daß das allgemeine Integral einer partiellen Differenzialgleichung der 
erften Ordnung mit drei Veränderlichen eine willführlihe Function einer ge- 
wiffen Größe a enthalten muß, welche felbft ald Function der drei Veränder- 
lichen beftimmt if. Wenn die Anzahl der zu eliminirenden willführlichen Func— 
tionen größer ift, fo führt Die Elimination im Allgemeinen auf eine Gleichung 
mit partiellen Differenzen von einer höhern Ordnung; aber es findet alsdann 
zwifchen der Anzahl der eliminirten willführlihen Functionen und der Ordnung 
der fih aus der Elimination ergebenden partiellen Differenzialgleichung fein 
beftimmtes Berbältnig mehr ſtatt. Umgefehrt kann man nicht unmittelbar von 
ber Ordnung einer partiellen Differenzialgleihung auf die Anzahl der willführ- 
lichen Functionen ſchließen, welche ihr Integral enthalten muß, um allgemein 
oder vollftändig zu fein, fo wie man von ber Ordnung einer Differenzialglei- 
hung mit zwei Veränderlichen auf die Anzahl der willführlichen Conſtanten 
ſchliet ne ihr allgemeines Integral enthalten muß. 

s feien: 


a= fx, y2D), P = G. yı 2) 
zwei Yunctionen, deren Zufammenfeßung aus x, y, z gegeben ift, und welche 


in der Gleichung: 

Ä F(x, y, 2, ya, YA) = 0 (p) 
unter den Zeichen der willführlichen Functionen 9, Y vorfommen; fo werben, 
wenn man die Gleichungen: 

dF dF 


dE x5 dar _ dE _ 
die "dd I'd o, c) 


bildet, die unbeſtimmten Functionen pa, WB, ya, WB eingeführt, und 
wenn man fie mit ga, WB verbindet, fo Hat man zwifchen ben fechs Glei- 
dungen (p), (9), Cr) ſechs en zu eliminiren, was im Allgemeinen nicht 
auf eine partielle Differenzialgleihung führen fann, weldhe von ver Form der 
Functionen 9, V unabhängig if. Wenn man zu den Ableitungen der britfen 
Ordnung übergeht, fo erhält man vier neue Öleichungen: | 

4E _, FE, Fo dF 

ds ——  dxady F  dxdya / dy? 
und ed werben nur zwei neue unbeftimmte Zumetionen pa, WB eingeführt. 
Man kann aljo, und zwar im Allgemeinen auf mehrere Arten, eine partielle 
Differenzialgleigung der dritten Dronung bilden, weldhe von der Form der 
unctionen 9, Y unabhängig ift, und von welder die Gleichung (p) das all- 
gemeine Integral it. Aber es Tann auch geſchehen, daß fich die Functionen 
9, V eliminiren laſſen, ohne dag man zu den Ableitungen ver dritten Ord⸗ 
nung überzugehen braucht, und daß alſo die Gleichung (p) das vollfländige 
Integral einer partiellen Differenzialgleihung der zweiten Ordnung iſt, wovon 
wir weiter oben ein Beifpiel an der Gleichung (k) gehabt haben. 





=(, 
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Es fei allgemein » die Anzahl ber in einer Gleichung mit drei Verander⸗ 
li x, y, = vorkommenden willfüßrlichen Sunctionen und bie Zufammenfegung 
jeder unter dem Zeichen ber willführlichen Function vorkommenden Größe in 
x, y, 2 gegeben; fo hat man, wenn man mit biefer Gleichung ihre partiellen 
Ableitungen bis zu der von ber u" Ordnung inchufive verbindet, eine Anzahl 
von Gleichungen, welche durch : 


1+2+3 +... 041 2 +DGo+9 
2 


ansgebrüdt wirb, während die Anzahl der in dieſem Syſteme von Gleichungen 
vorkommenden willführlihen Sunctionen und Ableitungen derſelben = v (v-+1) 
if. Die Elimination ift in allen Fällen nur in fo —* möglih, ale: 


‚ww + 1) < eranım, oder a>Ww—2, 


d. h. man muß im Allgemeinen die Differenzirung bis zu der (2» — Nten Ord⸗ 
nung fortfeßen, fo daß die fih aus der Elimination ergebende partielle Diffe- 
renzialgleigung von der (2v — 1)" Ordnung ift; allein fie kann auch von 
einer hoͤhern Ordnung fein. | 

$. 170. Betrachten wir nun eine Gleichung mit vier Beränderlichen: 

F[a, x, y, 2, 9(a, B)] = 0, (*) 
worin 9 eine willtübrliche Function ber beiven Größen a, 4 bezeichnet, deren 
Zufammenfegung aus u, x, y, = befannt und durch die Hülfsgleichungen: 
e= lau, y, 2), B E. (u, xy, 2) 

gegeben iſt. 

Wenn man die Gleichung (e) in Beziehung auf jede der drei Veraͤnder⸗ 
lichen x, y, = bifferenzirt, fo erhält man drei Gleichungen: 

dF dF daF 


art F— 30, 7 *0, (t) 


worin außer der willführfichen Function ꝙ (ce, P) ihre beiden partiellen Ab- 
leitungen 22, F vorkommen. Nun hindert aber nichts, dieſe drei unbeſtimm⸗ 
ten Größen zwiſchen den vier Gleichungen (s) und (t) zu eliminiren, wodurch 
man eine partielle Differenzialgleichung der erften Ordnung erhält, welche von 
der Form ber willführlichen Function ꝙ unabhängig iſt. Hieraus folgt umge- 
kehrt, daß das vollfiändige Integral einer partiellen Differenzialgleithung der 
erften Dronung mit drei unabhängigen Beränderlichen eine willkührliche Func- 
Pa we zwei Größen enthalten muß, wovon jede eine beflimmte Zufammen- 
eßung hat. 

Benn man das Vorhergehende verallgemeinert, fo kann man fagen, daß 
das vollfiändige Integral einer partiellen Differenzialgleichung der erſten Ord⸗ 
nung mit mn unabhängigen Beränderlichen eine willführlihe Kunction von n—1 
Größen enthalten muß, wovon jede auf eine beflimmte Weiſe aus den + 1 
Beränderlihen, wovon nur n unabhängig find, zuſammengeſegt iſt. 

Wenn man die Gleichung: 

F[n, x, y, æ, gta, A), C, Sl = 0 
hätte, fo müßte man mit der Differenzirung bis zu der vierten Orbnung fort- 
gehen, um in allen Fällen vie Elimination ver willkührlichen Zunctionen 9, & 
und ihrer Ableitungen zu bewerfflelligen, wo @, 6, Y, 8 wieder Größen be- 
zeichnen, deren Zuſammenſetzung aus u, x, y, = befannt ifl. 


192 


$. 171. Der einfachfte Fall ift der, wo bie Groößen a, PB, ... nur 
eine unabhängige Veränderliche, 3. B. x enthalten, und in viefem Falle Tanz 
man px, Kr au ftatt pa, bh, ſehen, wo 9, %, u. wieder willkuͤhr⸗ 
liche Kunctionen bezeichnen. 

Es fei daher: 

F(x, yJı &, YX, Ur, er.) = 0 

eine Gleichung mit zwei unabhängigen Veränderlihen, worin n willführlige 
Functionen, 3 VXx, ... vorkommen. Wenn man nmal in Beziehung auf 
die Veränderliche y differenzirt, fo werben dadurch die Ableitungen der Func⸗ 
tionen @, W, 2. nicht eingeführt, und man erhält folglich n + 1 Gleichun— 
gen, zwifchen welchen man immer die n unbeflimmten Zunctionen px, x, 
eliminiren fann. 

Desgleichen, wenn man die Gleichung hätte: 

F[u, x, yı 2, (X, Y)ı di, YVı ul = 0, 
worin wieder n wilfführliche Functionen vorkommen; fo brauchte man nur nmal 
in Beziehung auf die Veraͤnderliche z zu bifferenziren, und man erhielte eine 
eine Anzahl von Gleichungen, um die Elimination aller willkührlichen 
unctionen vornehmen zu fünnen, welde Elimination alsdann auf tiefelbe 

Weife, wie bie der willführlihen Eonflanten in den Gleichungen mit zwei 
Beränverlichen bewerfftelligt wird. 








Biertes Bud. 


Anwendungen der Differenzialrechnung auf die Theorie 
der Trummen Linien und Flächen. 





Erftes Kapitel, 


Bon den Tangenten, den Normalen und den Aſhmptoten ebener Enrven. 
Anwendung der Polarcoordinaten. 





1. Bon ven Tangenten und Normalen ebener Eurven. — Differenzial 
des Curvenbogens. 

$. 172. In allem Vorhergehenden Haben wir ung der genmetrifhen Eon- 
fiructionen blos zur Erläuterung der allgemeinen Principien der Theorie der 
Zunctionen bebient: aber in dem gegenwärtigen Buche wollen wir im Gegen- 
theil die bereits erworbenen Kenntniffe und Begriffe der Differenzialrehnung 
auf die geometrifche Theorie der Frummen Linien und Flächen anwenden, wobei 
wir uns immer nur auf das Wefentlichfte dieſer Anwendungen der Differen- 
zialrechnung auf Geometrie befchränfen müffen. Denn die höhere Geometrie 
bildet ſchon an und für ſich eine felbftflännige Doctrin, welche nur in fpeciell 
daruber handelnden Werken vollftändig erörtert werden kann. 

Die Aufgabe: an Eurven, deren Gleihung gegeben if, Tan- 
genten zu ziehen, wird burch die Differentialrechnung unmittelbar gelöft, 
wie fich diefes aus dem im dritten Kapitel des erften Buches über die Erzeu- 
gung und Bedeutung der abgeleiteten Kunctionen oder der Differentialquotienten 
Gefagten ergibt. In der That ift diefe Aufgabe der Conſtruction der Tangen- 
ten die erfte Beranlaffung zur Erfindung der Differenzialrechnung geweſen, wes⸗ 
halb Teßtere auch anfangs die „Methode der Tangenten“ genannt wurde. 

Das elegantefte Verfahren zur Auflöfung der Aufgabe: an eine Curve 
in einem gegebenen Punkte (x, y) eine Tangente zu ziehen, befteht 
derin, daß man die Gleichung diefer Tangente ſucht. Es feien &, y die ver⸗ 
änderlichen Coordinaten der gefuchten Tangente, auf biefelben Aren und den⸗ 
felben Anfangspunft, wie die Coordinaten x, y der Curve bezogen; fo iſt bie 
gefuchte Gleichung der Tangente: a Pa 


; 
7—ı=Z (E—1), 


dem fie erfüllt die doppelte Bedingung: daß die durch fie ausgedrückte gerade 
Einie durch den Punkt (x, y) geht und zugleich mit der Are der x einen Win- 


kel bildet, deſſen trigonomeirifche Tangente durch 2 ausgedrüdt wird. 


Cournot, Theorie der Functionen ıc. ‚ . 433 .. 


2; 
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Die Gleichung der Normale einer Curve, d. h. der geraden Linie, welche 
im Bunfte (x, y) auf der Tangente fenfrecht ift, iſt nach einem befannten 
Principe der Geometrie: 
dx _. 
y — — —(5— X) 
dy 
und läßt fih auf folgende mehr ſymmetriſche Form bringen: 
7 —-Ydyrlcc— )d—0. 
Wenn man in der Gleichung der Tangente y — O ſetzt, fo erhält man: 
dx y 
x— 525 = _ 
Ay J 
und die Entfernung ++ (x — &) des Fußpunktes der Ordinate von dem Punkte, 
worin die Tangente die Are der Abfciffen durchfchneivet, wird die Subtan- 
gente genannt. Das doppelte Zeichen foll blos andeuten, daß nur die abio- 
Iute Größe diefer Entfernung oder Länge in Betracht gezogen werben foll, was 
für ein Zeichen der aus ber vorhergehenden Gleichung erhaltene Werth von 
x — E auch haben mag. 
Wenn man ebenfo in der Gleihung der Normale 7 —=O feht, fo fir 
dei man: ’ 
Er — ı 7) 2 =yy, 
dx 
und die Entfernung + (&— x) des Punktes, worin die Normale die Are ver 
Adfeiffen fchneidet, von dem Fußpunfte der entfprechenden Ordinate, wird bie 
Subnormale genannt. 
Die Ordinate y ift alfo die mittlere Proportionale zwifchen der Subtan- 
gente und der Subnormale. 
Zumeilen verfteht man unter der Tangente und der Normale auch bie 
zwifchen der Curve und der Are der Abfeiffen Tiegenden Stücke der Tangente 
und Normale, und diefe Längen werden alsdann refp. ausgedrückt durch: 


ax 
Für jede gegebene Curve muß man in die vorhergehenden Formeln die aus ber Glei⸗ 


hung der Curve als Function von x abgeleiteten Werthe von y und yon „= * 


ſubſtituiren. 
Wenn dieſe Gleichung unter der Form: 
&,n=0 (3) 
gegeben ift, fo hat man: Ay _ ed , A I 
Yard ano u Kr 
dx dy — Ki Bu , 2 _ 
und die Gleichung der Tangente wird folglich: a FTIR er 
df df _ 
(7 = + (&—2) —— =0, (b) 


d. h, fie ergibt ſich aus der Differenzialgleichung der Eure, wenn man barin 
vie Differennien S—x, 7 —y für die Differenziale dx, dy feßt, was in der 
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That flatifinden muß, weil man die Tangente als bie Verlängerung einer burch 
zwei einander unendlich nahe liegende Punkte gezogenen Sehne betrachten Kann. 
Die Gleihung der Normale iſt in diefem Falle: 


af df 
VEIT =0. (c) 


Wenn man in den Gleichungen (b), (c) die Coorbinaten E, 7 als Con⸗ 
flanten und x, y als veränderlihe Eoorbinaten betrachtet, fo gehören biefe 
Gleichnngen zu zwei Linien, welche durch den Punkt (&, 7) gehen und deren 
Durchſchnittspunkte mit der Curve (a) die durch den Punft (&, 7) gezogenen 
Zangenten oder Normalen diefer Curve beflimmen. 

Die Sleihungen (b) und (c) würden ſich nicht ändern, wenn die Glei— 
bung (a) bie Form f(x, y) = c hätte, wo c einen conftanten Parameter be- 
zeichnet, welder durch Differenzirung verfchwindet. Man kann alfo die Linien 
(b) und (c) auch als die geometriichen Derter der Punkte betrachten, worin 
die von dem Punkte (5, 7) ausgehenden geraden Linien die Eurven, welche 
man erhält, wenn man dem Parameter c eine Reihe befonderer Werthe beilegt, 
berüßren, ober rechtwinklich durchſchneiden. 

$. 173. Wenn man die Winkel, welche die Tangente mit den durch den 
Punkt (x, y) in dem Sinne der pofitiven Coordinaten zu den Aren der x und 
der y gezogenen Barallelen bildet, mit «, 4 bezeichnet, fo hat man: 








1 
eat I _, co. — —. (d) 
v7 FrFya vi+ ya 
Wenn man die ähnlichen Winfel für die Normale mit A, u bezeichnet, fo er- 
halt man: 
1 
vi+ry: Vi + ya 


Die Zeichen biefer vier Werthe müſſen fo miteinander verbunden werben, 
daß fie der Gleichung: 
cos. & cos. + cos. ß cos. u = 0 
Genüge leiften, welche befanntlich ausprüdt, daß die Tangente und Normale 
auf einander ſenkrecht find. 
Wenn die Gleichung der Curve unter der Form (a) gegeben tft, fo hat 
man: 











cos. & cos. ß 1 
— —e 4 ö— 55 —— -_ 
_df df — —ã 
dy dx (=) + (37) 


5. 174. Unter der Länge eines zwiſchen zwei gegebeneu Punkten Iie- 
genden Curvenbogens verfteht man die Grenze, welcher fi die Länge einer 
in diefen Eurvenbogen befchriebenen und von benfelben Punkten begrenzten Po— 
Iygonallinie ohne Ende nährt, wenn die Anzahl ihrer Seiten ohne Ende zunimmt, 
Wenn alfo die Länge des von dem Punkte (x,, y,), als Anfangspunft, bis 
zu bem Punkte (x, y) gehenden Curvenbogens mit a bezeichnet wird, ſo iſt s 
eine Kunction von x, welche nad) ber Definition der Differenzialgleichung : 

ed =+ Ydx2ıtdz = + Vi + y2 dx (8) 
Genũge leiſtet, wo das Zeichen + oder — genommen werben muß, je nad 


bem der Curvenbogen für zunehmende Werthe von x zu- ober abnimmt. Der- 
möge der Öleihung (s) verwandeln fih die Formeln (d), (5) in folgende: 
o >. ' 13* | 


⸗ 
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dx dy . d dx 
er B=4t-—; mt, ut. 

Man fagt auch wohl: daß die Länge eines Curvenbogens die einer gera- 
den Linie ift, auf welche fid) der Eurvenbogen genau legen ließe, wenn der- 
felbe einen vollfommen biegfamen und unausbehnbaren Faden bildete; allen 
dieſe Definition ift, abgefehen davon, daß fie eigentlich einen logiſchen Zirkel 
enthält, mehr phyſiſch, als mathematifch, und vaflelbe ließe fi) von jeber an. 
dern Definition der Größe s fagen, wenn man babei die Anwendung des De 
griffes der Grenze oder des unendlich Kleinen vermeiden wollte, 

Nicht fo verhält es ſich Hinfichtlih der von einer Curve eingefchloffenen 
Fläche; denn wenn man die Fläche A eines Polygones beftimmt hat und mau 
beſchreibt innerhalb deffelben eine gefchloffene Frumme oder gebrochene Linie, fo 
ſieht man fofort ein, daß von A ein Theil B dieſer Größe hinweggenommen 
wird, fo daß der Begriff der Grenze ober des unendlich Kleinen zur Beſtim⸗ 
mung oder Meffung der Größe B nur dann erforverlich ift, wenn ber Umfang 
son B eine Curve ıft, und nicht vermöge der Definition diefer Größe felbf. 

Wenn man die Öleihung (s) nicht zur Definition der Größe s felbfl 
nimmt, deren Begriff alsdann als a priori gegeben angefehen wird; fo wird 
die Gleichung (e) auf folgende Werfe abgeleitet. 

Es fer mm, (Fig. 41) ein fo Heiner Curvenbogen, daß die Curve inner- 
halb der Ausdehnung deſſelben ihre Converität immer nach derfelben Seite kehrt, 
oder ihre Tangente zwifchen m und i nicht ſchneidet; fo nimmt man mit Ar- 
himedes als Grundfah an, daß die Länge des Bogens mm, zivifchen der 
der Sehne mm, und der der umfdhließenden gebrochenen Linie mtm, liegt. 
Bezeichnet man alſo das Intervall pp, = mr mit Ax, fo hat man: 


mi=V/Y1+37%.4x, mwt=rt— rm, = ydx — Ay, 
 , Im 
Sehne mm, * + Tr «Ax, 


Das Berhältnig der Länge der gebrochenen umfchließenden Linie zu ber ber 
Sehne wird folglich ausgedrückt durch: 


STEmru_ {SI 
ir?" +ry zZ, 


Ay: 
⸗ 14 Ax: 
und bat offenbar die Einheit zur Grenze. Folglich Hat auch das Verhaͤltniß: 
As 





! 


die Einheit zur Grenze, woraus ſich die Gleichung Cs) fofort ergibt. 
$. 175. Wir wollen nun die vorhergehenden Formeln auf einige Beifpiele 
anwenden. Da die Gleichung der auf ihren Mittelpunkt und auf ihre Haupt- 
aren bezogenen Ellipſe von der Form ift: 
x? y2 


„ t»” 1, (e) 
fo verwaubelt fih die Gleichung (Ch) in folgende: 








u? bo =) 
oder vielmehr in: 
xy * y? 
„twentw 0 
oder enblich in: 
xy _ 
a3 + b2 — ** (b,) 


Die Gleichung (b,) iſt die einer andern Eflipfe, welche durch den Punft 
(5, y) gebt und deren Durchſchnittspunkte mit der Eflipfe Ce) die Berührungs- 
punfte dieſer Eflipfe und der von dem Punkte CE, 7) ausgehenden geraden 
Linien find. 

Wenn man für die Halbaren a, b die Werthe ca, ch feßt und bie Con- 
ftante e fih ändern läßt, fo erhält man eine Reihe ähnlicher concentri- 
Iher Eflipfen, und die Punkte, worin jede berfelben von der Ellipſe (b,) 
gefchnitten wird, find diejenigen Punkte, worin fie von den vom Punkte CE, 7) 
ausgehenden geraden Linien berührt würde, 

Die Gleichung (b,) ift die der Tangente der Eflipfe (e) im Punkte (x, y), 
wenn man tarin &, 7 als veränderlihe Coprbinaten betrachtet. Aber wenn 
man dagegen x, y als veränverlich und &, 7 als conftant betrachtet, fo wird 
diefe Gleichung die einer geraden Linie, welche die Ellipfe in zwei Punkten 
ſchneidet, worin fie von den vom Punkte (CE, 7) ausgehenden geraden Linien 
berüßrt wird. 


Wenn man in der Gleihung (b,) 7 — 0 feht, fo erhält man = = 


d. h. die Subtangente ifl von der Are 2b unabhängig und für die gegebene 
Ellipſe wiefelbe, als für den über der Are 2a als Durchmeffer beichriebenen 
Kreis. Hierans ergibt ſich eine in allen Elementarlehrbüchern der analytifchen 
Geometrie angegebene, fehr einfache Conftruction der Tangente der Ellipſe. 

Die Gleichung der Normale ver gegebenen Ellipſe ıft: 

( - 5)x E- 
ann 
und wenn man darin 7 = 0 fett, fo ergibt fih daraus für ben Ausdruck ber 
Subnormale: 
b? 
£E—ı = — zu 
d. h. she Zahlenwerth iſt der Abſciſſe proportional, 
Da die Gleichung der auf ihre Are und ihren Scheitel bezogenen Para- 
bel folgende ift: 
y„?2=2px, 
fo ift die Gleichung ihrer Tangente und Normale, refp.: 
7—-PpE+)=0, pm - rd —D=0. 

Die Subtangente der. Parabel ift der doppelten Abfeiffe und die Subnor- 
male dem Parameter oder der doppelten Entfernung des Scheitel vom Brenn- 
punfte der Parabel gleich. 

Die Gleichungen der Tangente und Normale der logarithmiſchen Eurve: 


vzlog.x 





198 


find refp.: 
1 y=—-d-DM1-ı=:G@-D. 


Durch die Bertaufhung der Axen verwandelt ſich die erfte Gleichung in 
folgende: 


„In 
& “7 (m y); 


and wenn man darin 7 == 0 feht, fo erhält man —£=1,d.h. bie Sub- 
tangente hat einen conftanten Werth. Diefe Eigenfchaft gibt die wahre 
eometrifche Definition der Curve an bie Hand, wovon nur eine arithmetiſche 
Definition gegeben wird, fo lange man blos fagt, daß die Abfciffen die Loga- 
rithmen der zugehörigen Orbinaten find, 

6. 176. Unter ven Eurven, weldhe man transcenvente genannt Hat, weil 
ihre Orthogonalgleihungen Exponential-logarithmiſche, oder Kreisfunctionen 
enthalten, ift die Cyeloide in der Geſchichte der Mathematik die berühmtefte, 
und zugleich wegen ihrer vielen intereffanten Eigenfchaften die merfwürbigfte. 
Sp nennt man nämlich die Curve, welche ein beliebiger Punft M (Aig. 42) 
eines Kreifes NMN’ befchreibt, welcher ohne leiten auf einer unbegrenz- 
ten geraden Linie XX, der Bafis der Cyeloide fortrolit, d. h. fo fortroft, 
daß die Länge eines beliebigen Bogend MN der Länge des Stüdes ON der 
geraven Linie, womit alle Punkte des Bogens MN —*2 zuſammenfallen, 
gleich iſt. Wir wollen den Halbmeſſer CH KR, ven veränderlihen Winkel 
MCN = 9, die Abſeiſſe des Punktes M, nämlih OP = x und die rechtwink⸗ 
lige Ordinate PM = y feßen, indem der Anfangspunft O der Punkt ift, wo 
der Punkt A die Baſis XX berührt, fo Haben wir nach der Definition ber 
Cycloide: 

ON=RYy, PN=Mi=Bsng, PI INXRCI — cos. ), 

woraus folgt: 

XBR (ꝙ — sin. g), (f) 

y=R(i— co.9). (£) 
Jede der Gleichungen (M) und (g) kann für die Gleichung der Eycloivde genom- 
men werben, indem die eine die Coorbinaten x, @ und die andere bie Eo- 
ordinaten y, ꝙ enthält. Nach ver Befchreibungsart der Curve kann der erzen⸗ 
gende Kreis auf der Bafıs XX zur Rechten und Tinfen des Punktes O eine 
unbegrängte Anzahl von Ummwälzungen machen, und bie genmetrifche Eontinuität 
fordert folglich, dag man die Eycloivde als aus unendlich vielen, einander glei- 
den Bogen, wie OMQR, beftehend betrachte. Die gegenfeitige Entfernung 
OR ver End- oder Fußpunkte eines ganzen Cyeloidenbogens iſt ber Länge 
des Umfanges des erzeugenden Kreiſes glei und vie der Mitte von OR ent- 
fpredende Drbinate SQ ift dem Durchmeſſer des erzeugenden Kreiſes gleich, 
und theilt den Cyeloidenbogen OQR in zwei fymmetrifche Theile. 


Ä Um dieſe unbegrenzte Bewegung des Ergeugungsfreifes ausbrüden zu Ton- 
nen, muß man annehmen, daß die Veränderliche ꝙ fowohl pofitio, als negativ 
genommen werben, und ihre abfolute Größe eine beliebige Anzahl ganzer Um⸗ 

drehungen erreichen und auch überfchreiten kann. Dieſes vorausgeſetzt, drückt 

jede der Gleichungen (f) und (g) die Cyeloide wegen der Periobieität ber Func- 
tionen sin. ꝙ, cos. @ in der ganzen Ausvehnung ihres Laufes ober Zuges aus. 

Es findet daher zwifchen ber geometrifchen —— der Curve und der ana⸗ 

Igtiichen Unterſuchung ihrer Gleichung eine genaue Correlation ſtatt, was von 
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ver durch bie Beſchreibung ber Curve gegebenen ober beftimmten Wahl ber 
wabhängigen Beränverlihen p berrührt ($. 11). 

‚ Gefegt nun, man wollte die Gleichung der Cycloide zwifchen ben recht- 
winkligen Coordinaten x, y haben, fo ergibt fih aus ver Gleichung (g): 


Y2Ry —y: 
R [| 


wo die Wurzelgröße poſitiv, oder negativ genommen werden muß, jenachdem 
sin. * Re pofitiven oder negativen Werth bat, Die Gleichung zwifchen 
x und y ift: 


co. 9 — R—y 


„ folglich sin.p = + 








x=Rearc. on (I); (h) 


aber jedem Werthe von x entfpricht nur einer ber unendlich vielen Werthe dee 


Ausdrudes: 
R arc. cos. - ) 
R 


und außerdem bürfen die beiven Zeichen der Wurzelgröße nicht zugleich ange= 
wandbt werben. Dan muß das obere Zeichen nehmen, wenn der Punkt (x, y) 
dem Bogen OR angehört, und das untere Zeichen, wenn biefer Punft zu dem 
Bogen AR gehört, indem man biefelbe VBertaufchung der Zeichen vornimmt, 
fo oft man durch den Scheitel, oder durch den Fußpunkt des Cycloidenbogens 
geht. Wenn man bie beiden Zeichen zu gleicher Zeit anwendete, fo würde bie 
Gleihung (h) zwei Cyeloiden von entgegengejegter Lage ausprüden (Fig. 43), 
welche Hinfichtlich ihrer geometrifchen Erzeugung in feiner Verbindung mitein- 
ander fliehen, und die gewöhnliche Correlation zwifchen der Geometrie und Ana⸗ 
Iyfis, wie man fie 5. B. bei den Kegelichnitten findet, würde bier nicht flatt« 
finden. Später werben wir auf das Princip und auf die Einfehränfungen biefes 
Zufammenhanges zwifchen den analytifchen Kormeln und den geometriichen Ge= 
fegen der Beichreibung der Linien zurüdfommen, 

$. 177. Zur Beflimmung der Tangente der Cycloide könnte man die 
Gleichung (h) differenziren; allein es ift einfacher, die Veränderliche cp beizu- 
behalten und mit den Gleichungen (f), (g) zu operiren, wodurch man erhält: 

dx=R(1 —cos.gy)dy, dy=Resin.gpdy, 
and folglich: | 
dr _ ip „At, / Mor 
y y 





|— 


dx  1—cos.9 
Diefer Werth wird = 0, wenn „== 2ER tft, was an den Scheiteln der Cy⸗ 
cloidenbogen flattfindet und er wird unendlich, wenn y verfchwindet. Die 
Zußpunfte der Eycloidenbogen find folglih Rückkehrpunkte, worin die Tan- 
gente auf der Bafis der Cyeloide fenfrecht wird. Für den Werth der Sub⸗ 
normale hat man: 


N 2Ry — y2=Rsing, 
Die Normale MN ver Eyeloive durchſchneidet alſo die Bafis XX in dem 
Punkte N, wo diefe gerade Linie von dem Erzeugungsfreije berührt wird, und 
bie Tangente TM geht durch den andern Endpunkt N’ des auf der Baſis XX 
fenfrechten Durchmeſſers. Für die Ränge der Normale MN hat man folglich 
den fehr einfachen Ausdruck: 
MN=.“/2Ry, 


Rn _ 


wovon wir fpäter Gebrauch machen werben. Bemerken kann man auch, daß 
die Länge MN in ver Nähe des Punktes O immer mehr und mehr abnimmt, 
obgleich fich die Normale immer mehr und mehr gegen die Are der x neigt. 


2. Bon den Afymptoten ebener Curven. 


$. 178. Unter einer Afymptote einer ebenen Eurve verfteht man eine 
erade Linie, welcher fich ein auf der Eurve bemegenver Punkt ohne Ende nä- 
Bert, ohne fie jemals zu erreichen, fo daß das von dieſem Punkte auf Die ge- 
rade Linie gefällte Perpendifel 5 Feiner werben fann, als jede enbliche Größe, 
ohne jemals gauz zu verfchwinden, wozu erforberlich ift, daß ber Eurvenzweig, 
worauf fih der Punkt bewegt, in's Unendliche fortläuft. 

Da der Unterfchieb der derſelben Abfciffe entiprechenden Ordinate ver 
Curve und. ihre Aſymptote dem Duotienten aus der Länge 5 und dem Coſinus 
des Winkels, welchen die Afymptote mit der Are der x bildet, gleich iſt; fo 
eonvergirt derfelbe gegen Null, wenn x unendlich groß wird. Zu gleicher Zeit 
eonvergirt der Winkel, welchen die Tangente ver Curve mit der Are der x bilvet, 
gegen eine Grenze, weldhe nichts anders ift, als der Winfel, den viefelbe Are 
mit der Alprpfote bildet. 

Die Gleichung (b) wird die einer Aſymptote, wenn bie Vorausſetzung 
sn x=m oder y=w alle Glieder verichwinden macht, worin biefe Ber- 
änderlichen vorkommen, fo daß vie Gleichung nur noch die veränderlichen Co— 
orbinaten &, 7 und conftante Parameter enthält, Man fubflituirt alfo in dieſe 
Gleichung den aus ber Sleihung der Curve abgeleiteten Werth von y, durch 
x ausgebrüdt, und fegt dann x — + wo; fo erhält man alle nicht zu ber Are 
der y parallelen Afymptoten. Diefe Ießtere findet man, wenn man ben Werth 
von x als Function von y fubflituirt und dann y= + wo feht. 


Wenn wir die auf ihren Mittelpunkt und auf ihre Aren bezogene Hyper⸗ 
bei nehmen, deren Gleichung folgende ift: 


x? 2 

7 — 7 *6 
ſo erhalten wir für die Gleichung der Tangente: 

St 2 

a2 — 62 7 * 


Wenn man in dieſe letztere Gleichung den Werth von y als Function von x 
ſubſtituirt, ſo verwandelt ſie ſich in folgende: 


1 1 1 
„I, V 557 
und wenn man barin x + co fett, fo reducirt fie ſich auf die Gleichung: 
b 
„=+ = & 


ber beiden Afymptoten ber Hyperbel, wie aus ber Lehre von ben Kegelfchnitten 
befannt ift. 


Wenn man in ber Gleichung: 
1 
2-7 — Po (£ —:x) 


der Zangente ber logarithmiſchen Linie y = log. x die Abfciffe = + © 
feßt, nachdem für y fein Werth als Function von x fubflituirt if: fo [erhält 
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man feine Aſymptoten; aber wenn man dagegen den Werth von x als Fune- 

tion von y in dieſe Gleichung fubflituirt, fo verwandelt fie fih in folgende: 
„—-ı +De=35, 

und wenn man hierin y=— o feßt, fo rebueirt fie fih uf E=0. Folg- 

lich iſt die Are der y eine Afymptote der Curve, 

Die vorhergehende Methode bedarf in dem Kalle einer Mobification, wo 
fih die Gleichung der Eurve nicht in Beziehung auf y und auf x auflöfen 
laͤßt. Es fei: 

yzmı+tn 
die Gleihung einer nicht zu der Are der y parallelen Afymptote, fo ergibt 
ſich daraus: 


zautz 
und wenn x unendlich groß wird; fo convergirt der Werth des Verhaͤltniſſes 
I gegen die Conſtante m. Wenn man alfo in der Gleichung der Eurve 
y=arx fest, und bie Grenze der neuen Veraͤnderlichen & für x— + oo 


ſucht; fo ift dieſe Grenze, wenn fie exiſtirt, ein Werth der Eonflanten m, Sept 
man alsdann in der Gleichung der Curve: 
y—-mı= 

und fucht ebenfalls die Grenze, gegen welche bie Veränverlihe 4 convergirt, 
wenn x gegen die Werthe + oo convergirt, fo iſt diefe Grenze ein Werth 
der Sonftanten n, 

Ehen fo fände man die nicht zu ber Are ber x parallelen und folglich die 
zu der Are der y parallelen Aſymptoten. 

Wir wollen 3. B. die Eurve betrachten, welche das Desrartes’fche 
Folium genannt wird (Fig. A4) und deren Gleichung: 


x3 — daxy + 7?’ 0 
bereits an einem andern Orte (6. 152) unterſucht iſt; fo wird die Gleichung 
zwiſchen = md x: 


a+1- 3 





, 


woraus für die Grenze von a folgt m —1. Seht man alsdann y-x=ß, 
fo erhält man für die Gleichung zwifchen 4 und x: 
3(8B3 3 
384) ER + 2=0, 
woraus fih an = — a für die Grenze von 4 ergibt. Mithin iſt bie gerade 
Linie y + x + a0 eine Afymptote der gegebenen Curven. 


3. Anwendung ver Polarcoordinaten. 


$. 179, Man geht von der Gleichung einer Curve zwiſchen rechtwinkli⸗ 
gen Eoorbinaten zu ihrer Gleichung zwifchen Polarcoordinaten über, wenn 
man ſetzt: 

XIZrc08.9, yZ=rsin.g, 

wo r alsdann den vom Anfangspunfte der Coordinaten, welcher jet ver Pol 
genannt wird, nach dem Punkte (y, x) gezogenen Radiusvector und ꝙ den 
Winkel bezeichnet, welchen diefer Radiusvector mit ver Halbare der pofitiven 
x bildet. Aus dieſen Gleichungen ergibt fich: 
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dx —drces.g — rein. gdy, dyy—drsiue. g + rcos.gdp, (i) 
und folglich bat man: 


IE ang.p+r 1+ = tang. @ 





di _'9 —, En 

d« Tu 'YyT 0% 
mm — k o —— TE ta . 
7 rtang.@ ix ng. @ 


Aber wenn man den Winfel, welchen die Tangente im Punkte (x, y) mit ber 
Halbare der pofitiven x bildet, mit 6 bezeichnet, fo hat man: 


dy de 1 + tang. O »tang.p _ _ 
dx taug. 0, dp — taug. 9 — tang. ꝙ =eot. (99). 0) 


Der Winkel, welchen die Tangente der Curve mit dem nach dem Berüf- 
rungspunfte gehenden Radiusvector bildet, iſt = (0 — y). Man kann folg- 
Ih diefen Winkel vermittelt der Formel (j) berechnen und die Tangente con- 
firuiren,, wenn die Gleichung der Curve zwilchen Polarcoordinaten gegeben iſt. 
Wenn man durch den Pol ein Perpendifel auf den Radiusvector zieht, fo 
fehneivet daffelbe die Tangente in einem Punkte, deſſen Abftand vom Pole 
ausgedrückt wird durch: 


d 
p=rtng. (Od — og) = r? 2, (k) 


und man nennt die Länge p nach der Analogie zuweilen die Polarfuhtan- 
gente. 

Die Formel (j) läßt fih durd eine fehr einfache Conſtruction direct er- 
balten; denn es feien m, m, (Fig. 45) zwei einander unendlich nahe liegende 
Punkte einer Curve, fo daß die gerade Linie mt, welche eine Tangente ver 
Eurve im Punkte m iſt, als die Verlängerung des unendlich Fleinen Bogens 
mm, betrachtet werden Tann; O fei der Pol und OX die gerade Linie, von 
welder aus die Winfel ꝙ gezählt werven. Wenn man mit dem Halbmeffer 
Om ven unendlich Heinen Kreisbogen mu befchreibt, fo hat man mu rdgy, 
um, —dr, und man fann mum, als ein gerabliniges, in us vechiwinfliges 
Dreied betrachten, welches gibt: 
dr 
rdp ‘ 

Man Tann aber den unendlich Heinen Sector Omu auch als ein in m redt- 
winfliges Dreied betrachten, und folglich ift: 
tang. umm, = cot.(I— 9). 

$. 180. Da die Länge eines Curvenbogens, von einem anf ver Curve 
genommenen feften Punfte aus gezählt, eine Größe iſt, welche nicht von dem 
angewandten Coorbinatenfyfteme abhängt, fo braudht man, um den Ausdruck 
von ds in Polarcoorbinaten zu erhalten, für dx und dy nur ihre aus ven 
Gleichungen (i) abgeleiteten Werthe in die Formel: 

ds? — dx? + dy? 
zu ſubſtituiren, wodurch man erhält: 
ds? = dr? + r2dgp?, (1) 
Die vorhergehende Conftruction gibt auch dieſes Refultat fehr einfach, weil 


man mm, nur ald die Hyptenuſe des in se rechtwinkligen Dreiecks mum, zu 
betrachten braucht. 





tang. umm, = 
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Unter der von einer auf Polareoorbinaten bezogenen Curve eingefchloffe- 
nen Flaͤche verfleht man die Fläche, welche zwiſchen ber Curve, dem feften 
und dem beweglichen Rabiusvector Om Tiegt. Wenn alfo der bewegliche Ra- 
biusvertor aus der Lage Om in die unenvlih wenig davon verfchiedene Rage 
Om, übergeht, fo nimmt die von der Eurve eingefchloffene Fläche, welche wir 
mit u bezeichnen wollen, um bie Släche des unendlich Heinen Dreiecks, Omm,, 
worin Om, ald die Grundlinie mu als die Höhe betrachtet werben kann, zu. 
Man Hat alfo: | | 


du = * (r+dr)rdy, 


und wenn man bie unenblich Feine Größe ber zweiten Ordnung unberüd- 
fichtigt laßt: 


du = r2do, (m) 
Di Diferengal derfelben Fläche, aber in rechtwinkligen Coordinaten ausge- 
rudt, 118: 


du= 5 (xdy — ydx), 


weil: 
xdy — ydx 
r? = x? + y?, dp — d are.) —— — (n) 


if. Wegen der Wichtigkeit der Formeln (m), (n) in ver Mechanik und Aftxo- 
nomie kann ed wünfchenswerth erfcheinen, fie durch die Methode der Grenzen 
abzuleiten. Wir wollen daher bemerfen, daß, wenn der Radiusvector aus ber 
Lage Om in die Lage Om, übergeht, die Beränderlihen r, ꝙ reſp. um Ar, 
AYp und bie Curvenflähe um den Sector Omm, — fa zunehmen. Nun 
liegt aber die Flaͤche dieſes Sectors zwifchen den Klächen ber beiden Kreisfec- 
toren, welche denfelben Winkel am Mittelpunfte und die Halbmeffer r, r + fr 
haben, d. b. man bat, wenn Ar als pofitiv betrachtet wird: 


Au> —* Ay, Au * (re + Ir)? Ag, 
Aber das Verhaltniß: 
* (+ AN? 49 
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hat die Einheit zur Grenze, wenn Ip, Ar gegen Null convergiren, und 
folglich Hat das Verhaͤltniß: y 
. u 





1 2 
4 
2 


auch die Einheit zur Oreme, woraus ſich die Gleichung (m) ergibt. 

$. 181. Wenn die Gleichung einer Curve zwifchen Polarcoordinaten bie 
Form r = fo hat, wo fp eine Function ift, welche für alle reelle Werthe 
von @ reell bleibt, und mit ꝙ ohne Ende zu- ober abnimmt; fo wirb Die 
Curve eine Spirale genannt. Sie ſchneidet jebe vom Pole ans gezogene un⸗ 


v⸗ 
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beftimmt verlängerte gerade Linie in unendlich vielen Punkten, und ver Bogen, 
welcher zwifchen zwei aufeinanverfolgenden Durchfchnittspunften der Eurve mit 
bemfelben Radiusvector Ttegt, wird eine Windung genannt. Uebrigens haben 
die geometrifchen Eigenfchaften dieſer Curven faft nur theoretifches Intereſſe. 
Die fogenannte Archimediſche Spirale, deren Gleichung folgende iſt: 
r=ag, 
hat die einfachfte Form. Man Fann fich vorſtellen, daß fie von einem Punkte 
m (Fig. 46) befchrieben wird, welcher fi) mit einer conftanten Geſchwindigkeit 
auf einer durch den Pol O gehenden geraden Linie MN fortbewegt, während 
ſich diefe gerade Linie felbft mit einer conftanten Winfelgefchwindigfeit um den 
Pol dreht. Auch muß man annehmen, daß, wenn der Punkt m durch den Pol 
geht, die bewegliche gerade Linie MN mit der feften geraden Linie OX, von 
welcher aus die Winfel ꝙ gezählt werben, zufammenfällt. 


Den Parameter a, welcher die Länge ausdrückt, die ver Punft m auf der 
geraden Linie MN bvurchläuft, während diefe einen Winfel befchreibt, welcher 
fih zu der halben Umdrehung oder zu 180% wie 1 zu 7 verhält, kam man 
immer als pofitiv betrachten, Wenn die Conftante a pofitiv ft, fo wird r 
mit @ negativ, und nach dem Geſetze der Bewegung ift einlenchtend, daß bie 
negativen Werthe des Radiusvectors nach einer der Richtung ber pofitiven 
Werthe gerade entgegengefeßten Richtung genommen werben müffen. Wenn 
3. B. OM mit OX ven pofitiven Winfel MOX bildet, fo wirb der Rabrus- 
vertor von O nad) m gemeflen; aber vorher bildete OM mit OX den nega- 
tiven Winfel M/OX und der bewegliche Punkt m befand ſich in m’, fo daß 
der Radiusvector Om! in dem entgegengefeßten Sinne von OM! genommen 
werden muß. 

Die Archimediſche Spirale enthält alfo zwei Syfteme entgegengefetter 
Windungen, welche fih im Anfangspunfte vereinigen. Wenn man ein biefer 
Spyfteme hinwegließe, fo würde die Curve im Anfangspunfte plötzlich unterbro- 
hen, und das Geſetz der Stetigfeit der zufammengejetten Bewegung, wodurch 
die Curve befchrieben wird, bliebe unberuͤckſichtigt. 

Die Gleichung diefer Spirale gibt: 


tang. (d—p) = — =g, 


fo daß die Eurve bie gerade Linie OX im Anfangspunfte berührt. Ferner bat 
man nach ber Formel (k): 


r? 2 
P— — ap. 


Es fei R = 2a, fo daß der Radiusvector bei jever Umbrefung bes befchrei- 
benden Punktes um R zunimmt, fo erhält man: 
a 


nz — (p) 


p 

woraus fang. (0 — 5) = — 9 folgt. Dieſe Eurve (Fig. 47) wird bie hy⸗ 
perbolifhe Spirale genannt; fie macht um den Pol, welchem fie ſich 
ohne Ende nähert, ohne benfelben jemals zu erreichen, weil man ber Größe 
p eimen unenblihen Werth beilegen müßte, wenn r verjchwinden follte, un 
endlich viele Windungen, Sie hat die gerabe Linie, deren Gleichung zwifchen 
rechtwinkligen Coorbinaten y = a ift, zur Afymptote, indem der Winfel ꝙ von 
ber Halbare der pofitiven x and gezählt wird. Denn die Gleichung (p) wird 
in diefem Coordinatenſyſteme: 
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— 81n.- 9 
J —2 — 
9 

woraus y=a für 90 folgt. 

Wenn man ud die negativen Werthe von 9 berüdfichtigt und bie ihnen 
entfprechenden negativen Werthe von r conftruirt, wie bereits bei ver Archi⸗ 
med'ſchen Spirale bemerkt wurbe, fo befommt bie logarithmiſche Spirale zwei 
fommetrifche Zweige. Da aber zwifchen ven beiden fo conftruirten Zweigen 
immer eine Unterbrechung der Stetigfeit fattfindet, fo bleibt diefe Erweiterung 
der Eonftruction der Gleichung (p) rein conventionell, und entfpringt, wie bei 
der Archimed’fchen Spirale, nicht aus der Nothwendigfeit der Erhaltung der 
Stetigfeit der Bewegung, durch welche die Curve befchrieben wird. 

oh logarithmiſche Spirale ift diejenige, deren Gleichung fol« 
gende it: 


9= — log. r, sber r— e"P, 


Sie macht, wie die hyperboliſche Spirale, unendlich viele Windungen um den 
Pol, ohne ihn jemals zu erreichen; aber fie hat Feine Afymptote. Die Formel 
(j) gibt für diefe Curve: 

cot. (6 — —) mn, 
woraus folgt, daß ver Radiusvector mit der Tangente einen conſtanten Winkel 
bifvet, welche merkwürdige Eigenfchaft man zur geometrifchen Definition ver 
Eurve nehmen kann. 


Bweites Aapitel, 
Theorie der ebenen Umbhällungslinien. 





$. 182. Es fei: 

F@&,y.)=0, (a) 
die Gleichung unendlich vieler Eurven, welche fih nur durch ben Werth des 
Parameter a von einander unterfcheiven ($. 162), und: 

6, D=0 (b) 
fei die Differenzialgleihung, welche diefer Reihe von Eurven entſpricht und 
erhalten wird, wenn man bie Conſtante a zwifchen der Gleichung (a) und ihrer 
erften Ableitung eliminixt; fo kann es gefchehen, daß die in Rebe flehenven 
Curven einander nicht fehneiven, wie wenig bie ſucceſſiven, bem Parameter a 
beigelegten Werthe auch von einander verfchieven fein mögen. Diefer Fall 
findet jedesmal flatt, wenn man aus ber Gleichung (b) nur einen einzigen 
reellen Werth für y’ ableiten kann, was für reelle Werthe x und y auch bei- 
gelegt fein mögen, weil, wenn mehrere ber Curven (a) fih in einem Punkte 
(X, Yo) ſchnitten, die Werthe x,,y, für y’/ eben fo viele verfchievene Werthe 
geben müßten, als ſich in dieſem Punkte Curven durchſchneiden, indem bie 
Zangenten biefer Eurven im Durchfchnittspunfte verfchievene Neigungen gegen 
die Abfcifienare Hätten, 

Wem man 3. B. x -y2 — a0 fest, fo find die fraglichen Curven 
concentrifche Rreike, welche Feinen gemeinfchaftlichen Punkt Haben koͤnnen, wel- 
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"en Werth der Unterfchieb der Halbmeſſer auch haben mag. Die Gleihung 
(b) wird in diefem Falle: x + yy’ = 0 ımb fie gibt für y! nur einen einzigen 
reellen Werth für alle reelle Werthe von x und y, wie es auch der Fall Fin 
muß. Für x — O, y=0 erfheint zwar der Werth von y’ unter der unbe- 
flimmten Form 2; aber wenn man zur Beflimmung des wahren Werthes von 
y' die Methode in $. 142 anwendet, % fommt man auf die Gleihung y? —=—1, 
deren Wurzeln imaginär find. 

Es kann auch gefchehen, daß die in der Gleichung (a) enthaltenen Linien 
fih alle in demfelben Punkte ſchneiden, und dieſes muß flatifinden, wenn bie 
Werthe der Coordinaten diefes Punktes vermöge der Gleichung (b) für y‘ 
einen wirklich unbeftimmten Werth geben. Sp gehört 3. B. die Gleihung 
y—ax-( einer Hefe gerader Linien an, welche ſich alle im Aufangspunfte 
der Coordinaten durchichneiden und da die Gleichung (b) in diefem Falle 
yx — y=0 wird, fo findet man, daß die Unbeftimmtheit von y’ für Die 
Werthe x — 0, y= 0 nicht gehoben werden kann. 

$. 183. Wenn dagegen die Gleichung (b) fo befchaffen iſt, daß fie für 
unendliche Syſteme reeller Werte von x und y mehrere reelle Werthe für y 

ibt, fo durchſchneiden fich die Curven (a) in einem, oder in mehreren Punkten. 

ir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daß zwei dieſer Eurven nur einen 
einzigen Durchfchnittspuntt haben, wodurch in der Unterfuchung nichts geändert, 
ber Vortrag aber erleichtert wird. 

Es ſeien a und a + Sa zwei verfchievene Werthe des Parameterd a, fo 
find die Gleichungen der diefen befondern Werthen bes Parameterd a entfpre- 
chenden Eurven: 


F(x,y,a)=0 (a) 
F(x, y,a+f/)=0 (a,) 
und die Coordinaten des Durchfihnittspunftes find die aus diefen beiden Glei- 
dungen abgeleiteten Werthe von x, y. Diefe Coordinaten ändern fih, und 
ber Punft verrüdt ſich auf der erften Curve, wenn man Ja immer Heiner 
und Feiner nimmt. Geht man zu der Grenze über, indem man fa unendlich 
Hein nimmt; fo verwandelt fih die Gleichung (a,) in folgende: 


d 
In, F&yo+Z 40 
fo daß man flatt der Gleichungen (a), (a,) bie beiden folgenven hat: 
E(x,y,a)=0 (a) 
d 
= =(, (a‘) 
& 


und bie aus biefen letzten Gleichungen abgeleiteten Werthe von x, y find die 
Grenzen, welchen ſich die Werthe der aus ven Bleihungen (a), (a,) abge- 
Ieiteten Werthe derfelben Coordinaten ohne Ende nähern, wenn man Ja ohne 
Ende abnehmen laßt. Mit andern Worten: ber fo beftimmte Yunft (x, y) ift 
ver Durchſchnittspunkt zweier einander unendlich naheliegender Euren, berem 
Gleichungen xefp. folgende find: 

Fx,y)=0, 

F(ex,yatd)=0, 

Diefer Punkt verrüdt fih, wenn man ven Werth des Parameters verändert; 
er befchreibt in ber Ebene der Curven eine flelige Linie, wenn man biefen 
Parameter fih fletig ändern läßt, und nad ven erſten Begriffen ver analyti- 
ſchen Geometrie wird die Gleichung diefer Linie: 
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PA, 9) 30 (a) 
durch die Elimmation von a zwifchen den Gleichungen (a), (a’) erhalten. 
Die Linie (a) Hat die merkwürdige Eigenfchaft, daß fie alle Linien ber 

Reihe (a) berührt; und in der That ift die Gleichung (a) nichts anders, als 
die Sleihung (a), worin für a fein aus ver Gleichung (a’) abgeleiteter Werth 
als Aunction von x, y geſetzt iſt. Man kann daher, flatt unmittelbar bie 
Gleichung (a) zu differenziven, um die Tangente der durch diefe Gleichung 
ausgedrücten Curve zu beflimmen, bie Gleichung (a) differenziren, indem man 
die Größe a nit mehr als einen conſtanten Parameter, fondern als eine 
Bunction der Veränderlichen x, y betrachtet, und man Hat daher, weil y felbft 
eine Function von x iſt: 

dF dF dF /da „da — 

dx dy * da \Jx ’ dy _ 
oder blos: 


dF dF 
— +y'— (0, 
dx dy 


weil der für a zu fnbflituirende Ausbrud mit x, y der Oleihung (a) Genüge 
leiftet. Die Ableitung y’ bat folglich für den gemeinfchaftlichen Punkt ver 
beiden Curven (a), (a) denfelben Werth, welche der beiden Eurven man auch 
betrachten mag, d. h. dieſe beiven Eurven haben in dieſem Punkte eine gemein- 
fhaftliche Tangente, oder berühren einander. 

Die Even (a) werben die umbüllten Curven und die Cure (a) 
wird die Umhüllungscurve genannt, weil fie die ſämmtlichen Curven (a) 
berüßrt oder umhüllt. Dean nennt auch die Umhüllungscurve wohl die Berüh— 
rungscurve, weil fie der genmetrifhe Drt der Berührungspunkte je zweier 
einander ımenblich nahe Tiegenver umhüllter Eurven iſt, oder was eben fo viel 
beißt, weil der Durchfchnittspunft zweier einander immer näher kommender um⸗ 
hüllter Linien fich ohne Ende der Umhüllungslinie nähert, und zugleich bie 
Zangenten der beiden umhüllten Linien im Durchfchnittspunfte fi ohne Ende 
einander nähern. 

5. 184. Um die Begriffe an einem Beifpiele zu firiren, wollen wir bie 
Gleichung: 


yzax— — x? (ec) 


nehmen, welche die Parabel ausdrückt, die ein fchwerer materieller Punkt be= 
fehreibt, dee vom Anfangspunfte der Coordinaten aus unter einem Winkel auf. 
wärts geworfen wird, deſſen trigonnmetrifhe Tangente = a iſt, indem bie 
Ordinaten y in verticaler Richtung von unten nach oben gemeflen werben. *) 

Wenn man den Wurfwinkel, und folglich den Parameter a ſich fletig 
ändern läßt, fo erhält man unendlich viele Parabeln, deren Umhüllungslinie 
nad den obigen Formeln folgende Gleichung hat: 


“= (z — 5) oder pP — 2py — = 0, (9) 
fo daß dieſe Umhüllungslinie eine andere Parabel iſt, deren Brennpunkt im 
Anfangspunfie der Coordinaten Liegt (Fig. 48). 


ann gefchehen, daß die Umhüllungslinie (a) einen Theil der Eurven 
(a) berührt, und einen andern Theil diefer Curven nicht, Wenn fih z. 2. 


*) Traite de Mecanique par Poisson, T. I. p. 397. 
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der Mittelpunkt eines Kreifes von veränderlihem Halbmefler auf der Abfcifien- 
are fortbewegt (Fig. 49), fo daß die Abfciffe OP des Mittelpunftes dieſes 
eins und fein Halbmefler PM die Abfeifje und Ordinate der Ellipfe AB A/B‘ 
find, deren Gleichung folgende iſt: 
x2 


fo iſt die gemeinfhaftliche Gleichung der in Rede ſtehenden Reihe von Kreiſen: 
GO? +72 m —e)=0, 


wo a die Abfeifie des Mittelpunftes bezeichnet, und hieraus ergibt fich für bie 
Gleichung der Umbüllungscurve: 
x2 ya _ ' 
m? + n2 n2 
welche folglich eine zweite zu der erſten concentrifche Ellipſe «Ba'B! iſt, die 
biefelbe Are BB! und bie Are wa! > AA! dat. Für alle zwilchen — — 
Ya’+n: 
und m liegende Werthe von a berühren aber die einander unenblich nahe Liegen- 
ben Kreife fi unter fi) und auch die Umbüllungsellipfe nicht mehr, weil bie 
Gleichungen (a), (a) geben: 


_- a(m? + a!) y-+n —* ee, 


2 
I =1; 


' 


woraus fi für y ein imaginärer ergibt, fobalb a größer wird als — 
?Ln2 





$. 185. Wenn eine Linie durch eine Gleichung: 

F(x,y,a,b)=0 
gegeben if, worin zwei Parameter a, b vorkommen, fo Tann man zwiſchen 
a, b einen folhon Zufammenhang feftftellen, daß die durch die fletige Verän- 
derung des Parameters a erzeugten umhüllten Linien eine gegebene Linie: 

YyAK,yJ)=0 
zur Umhüllungslinie Haben. Da in biefem Falle bie Ableitungen von F und 9 
Ir y denfelben Werth geben müffen, fo Hat man, wenn man y’ zwifchen bie- 
en Ableitungen eliminirt: 
dF . do dF dp __ 
u", u" 
und die Elimination von x, y zwilchen den drei vorhergehenden Gleichungen 
führt endlich auf die gefuchte Gleichung zwifchen den Parametern a, b. 
Es fei 3.8. die Gleichung: 

„2? 2x +tb=0 
einer Parabel gegeben, deren Are mit der Are der x zufammenfällt, und es fer: 

x2 + y2 — r2( 
bie Gleichung eines Kreifes, welcher die Berührungslinie aller durch die erſte 
Gleichung ausgedrückten Parabeln werben ſoll, wenn man darin a ſich ändern 
laßt, nachdem zwiſchen a und b ein ſchicklicher Zuſammenhang feſtgeſtellt iſt; 
ſo hat man, wenn man dieſe beiden Gleichungen differenzirt: 
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y’trta=0, x+y=0, 
woraus x — a folgt. Subftituirt man diefen Werth von x in die Gleichung 
der Parabel und ın die des Kreifes, fo erhält man: 

2? +22 +20, P ter, 
und folglich: 
b=— (ea? + r2), 

jo daß die Gfeihung der umhüllten Linien, worin der Parameter a wilfführlich 
bleibt, folgende Form annimmt: 

y? + 2ax— (a2 + r)—=(, 

8. 4186. Es fann gefhehen, daß die Umhüllungslinie eine der umhüllten 
Linien if, oder daß fich die Gleichung der erfteren dadurch aus der alfgemei- 
nen Öleihung der Tegtern ergibt, daß man dem veränderlichen Parameter einen 
beftimmten Werth beilegt. Diefes findet flatt, wenn ſich der aus der Gleichung 
Ca‘) als Function von x, y abgeleitete Werth von a vermöge ber Gleichung 
(a) der Umhällungslinie auf einen conſtanten Werth reducirt, welcher auch — 0, 
oder — © fein kaun. Wir wollen z. B. für die Gleichung ber umhüllten 
Linien folgende nehmen: 

(x? + y? — r?) (x? — 2ax) + (y — r?)a2 =(, 
fo ergibt fih aus der Gleichung (a‘): 
_ı@’ + y?—r?) 


4 








y2 — r? 


und wenn man dieſen Werth von a in die gegebene Gleichung ſubſtituirt, ſo 
erhalt man für die Gleichung der Umhüllungslinie: 
(ty —r)_ 0 


y2 — rn 


Vermöge dieſer Gleichung iſt der durch die vorhergehende Gleichung gegebene 
Werth von à S O, und in der That iſt einleuchtend, daß ſich in dieſem be— 
ſondern Falle die Gleichung der Umhüllungslinie aus der allgemeinen Gleichung 
der umhüllten Linien dadurch ergibt, daß man dem Parameter a den beſondern 
Werth Null beilegt. Aber im Allgemeinen machen die Veränderlihen x, y 
den aus der Gleichung (a’) abgeleiteten Werth von a nicht verfchwinden, und 
die Umbällungslinie gehört folglich nicht zu der Reihe der umhüllten Linien. 

Hierdurch wird, wenigftens für die Differenzialgleihungen der erften 
Ordnung, die Eriftenz der fogenannten fingulären Integrale oder Auflö- 
fungen, wovon bereits in $. 164 die Rebe geweſen ift, gerechtfertigt. Es iſt 
einleuchtend, daß die Gleichung (a) das allgemeine Integral der Gleichung (6) 
ift, dag die Reihe der umhüllten Curven ber Reihe ver partifulären Integrale 
entfpricht, und daß das finguläre Integrale der Gleihung (b) die Gleichung 
ta) der Umhüllungscurve ift, weldhe im Allgemeinen nicht mit einer ber um- 
hüllten Linien zufammenfällt, wenn gleich ihre Gleihung auch der Gleichung 
(b) genügt, weil fi daraus für z'/ ein Werth von x, y ergibt, der mit dem 
iventifch iſt, welcher ſich aus der Gleihung (a) ergibt, nachdem man aus die⸗ 
fer Gleichung den Parameter a fortgefchafft hat. 


$. 187. Die beiven Umhüllungslinien, welde man erhält, wenn man 
dem Parameter a die beiden Werthe a, a + fa beilegt, haben im Allgemei- 
nen einen Durchfchnittspunft ($. 183), und für die Werthe von x, y, welche 
einem Durchſchnittspunkte angehören, iſt der aus der Gleichung (a) als Function 
von x, y abgeleitete Werth von a wenigftens ein doppelter, weil jeber ber 


” 


Cournot, Theorie der Functionen ıc, 14 
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fih in diefem Punkte ſchneidenden umhüllten Linien ein Werth von a entfprechen 
muß. Aber auf ver Berührungstinie felbft findet Fein Durchfchnitt ftatt, woraus 
man fchliegen muß, daß mehrere aus der Gleichung (a) als Function von 
x, y abgeleiteten Werthe von a für die Werthe von x, y einander gleich 
werden, welche der Gleichung der Berührungslinie genügen. Sp gibt 3. 2. 
die Gleichung (ec): 


„— Et YVPp’—2py—x? 


x 


' 


und die beiven Werthe von a werben für die auf der Umhüllungslinie (7) 
liegenden Punkte einander gleich. Nun ift aber aus der Theorie der algebrai- 
fhen Gleichungen befannt, daß die Gleichung (a’) genau die Bedingung au$- 
drückt, unter welcher die als algebraifch und in Beziehung auf die Unbefannte 
a als rational vorausgefegte Gleichung (a) gleiche Wurzeln hat. 
Wenn die Gleichung (a) in Beziehung auf a aufgelöft, und auf die Form: 
a— /(x,J)=0 (a) 
gebracht ift, fo muß die Gleichung (a) wegen der darin vorfommenden Wur⸗ 
zelgrößen und deren doppelten Zeichen als vielförmig betrachtet werben, jo daß 
fie mit mehreren verfchievenen Gleichungen: 
a—f, x, =0I,a—f,(& Y)=0, etc. (a, ) 
gleichbedeutend ift. 
Sp gibt 3. B. die Gleichung (co) durch die Auflöfung diefer beiden be- 
fondern ©leichungen: 


p+/P—2py—r 


a m (c,) 
a = P N P —: Vers (c,) 


x 


Die Gleichung (c,) findet für alle Punkte der umſchloſſenen Parabel ftatt, 
weldhe auf dem Theile mO (Fig. 48) der Curve Tiegen, und die Gleichung 
(c,) findet für alle auf dem Stüde ma Tiegende Punkte flat. Denn das 
Binom ax—p, beflen erftes Glied die veränderlihe DOrbinate der Tangente Ort 
ausdrückt, und deſſen zweites Glied eine dem Parameter der umfchließenden 
Parabel gleiche Eonftante ift, wird offenbar negativ, wenn x verfchwindet, indem 
der Zahlenwerth dieſes Binomes für wachſende Werthe von x abnimmt, bis 
er verichwindet, wenn x der Abfriffe des Berührungspunktes der Umhüllungs⸗ 
und der umbüllten Linie gleich wird, worauf diefer Werth, wenn x fortwährend 
zunimmt, nothwendig negativ wird. 

$. 188, Wenn die Gleichnng (a) auf die Form (a) gebracht ift, fo 
vebucirt fi die Gleichung (a‘) auf das abfurde Refultat 1= 0, weldes die 
Gleichung der Umhüllungslinie nicht geben fann. Diefes rührt, wie wir eben 
gefehen haben, daher, daß die Theile der durch eine der Gleihungen (a, ) 
ausgedrückten Curven feinen Durchfchnittspunkt mehr haben. Allen man muß 
bemerfen, daß die Gleichung (a), wenn man für a feinen Werth f(x, y) fub- 
ſtituirt, identisch wird, ſowohl als jede ihrer Ableitungen in Beziehung auf x 
und y, fo daß man iventifch hat: 

FF dF 9 dF AP df 0 
—rı =), r— = 


dx da dx dy ıda dy 


folglich : 
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dx dx’ da’ dy dr da 
Nun macht aber die Relation zwiſchen x, y, welche bie Gleichung ber Umhül⸗ 
lungslinie iſt, die Größe * verſchwinden, wenn die Gleichung (a) von 


f__dF,dF df_ dF dr 


Burzelgrößen befreit ift, und folglich muß fie die Ausdrücke * unend⸗ 
X 

lich machen, was ein Mittel an die Hand gibt, die Gleichung der Umbüllungs- 

linie zu finden, felbft wenn die Gleichung der umhüllten Linien in Beziehung 

auf a aufgelöft iſt. Wenn man z. B. für F den aus ber Gleichung (a) ab» 

geleiteten Werth nimmt, fo fommt: 


Y_ +Pta —p/ pP? — 2py _ x? 











dx — x⸗Ve —2py—_ x: ” 
Yf_ T p 
Dj nn | 
dy x,/ pP? —2py—x2 | 


und man findet bie Gleichung der Umhüllungslinie (y) durch bie Bedingung 
wieder, daß diefe Werthe unendlich werben. 

Daſſelbe läßt fih auch auf folgende Weife darthun: 

Wenn man die Gleichung (a) bifferenzirt, indem man bie Größe a fuccef- 
five ald eine Conſtante und dann ald eine Zunction der Veränderlihen x, y 
betrachtet, fo bat man nach S. 183: 


1 
ar SE 
dx dy 
dF IF UF /da ıda 
Try. ,„ 2/22, 02\ 0: 
Fri) dy + da \dx t7 dy 0; 
folglich: 
, dF j dF 
— ⸗ dx dy’ 
j dF dF dF /da , da dF 
y=— 1 — I— Try): — 
dx dy da \dx dy dy 


und dieſe beiven Werthe von y’ flimmen überein, wenn man a fo als Kunc- 
tion von x, y beflimmt, baß ber einen over ber andern ber beiden Gleichungen: 
“FE __ dF | 
da dy 
Genüge gefhieht. Wenn die Function F eine von Wurzelgrößen und Nennern 
befreite algebraifche Function ift, fo kann die zweite dieſer Gleichungen feine 
Aufföfungen haben. Aber die verfchievenen Transformationen, vermittelft wel- 
Ger man die Gleichung (a) von Nennen, oder Wurzelgrößen frei macht, 
führen im Allgemeinen in die eine biefer beiden Gleichungen die Aufldfungen 
ein, welche aus der andern verfchwinden. Uebrigens muß, wenn bie Ableitung 


d , , , nun, 4 
Fu unendlich wird, im Allgemeinen auch die Ableitung 7 unendlich werden, 


weil fie fonft die Ableitung y’ beſtändig Null wäre. 

$. 189, Die Umbüllten Linien fünnen au gerade fein, oder die Glei— 

Hung (a) fann in Beziehung auf die Veränderlichen x, y eine Iineare Form 
14* 
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haben, und in dieſem Falle fallt das Syſtem der umhüllten Linien offenbar 
mit dem Syſteme der Tangenten der Umhüllungseurve zufammen. 

Wenn die Gleihung (a) in Beziehung auf x, y linear if, fo hat fie 
die Form: 

yz=xpa — 9,8, 
aber man fann die willführliche Conftante verändern, und ga=c feßen, wo— 
durch die vorhergehende Gleichung bie einfachere Form: 
y=cexı-+t te 
annimmt und die Gleichung Cb) wird in diefem Falle: 
y=xy + %y". 

Man Tann für das Syſtem der umhüllten Linien das Syſtem ber Nor- 
malen einer gegebenen Curve nehmen; aber alsdann führen die Relationen ber 
Umbälfungsceurve zu der urfpränglichen Curve auf eine ſehr wichtige Theorie, 
welche ein beſonderes Studium erfordert, und deren Auseinanderfehung Der 
Gegenftand des folgenden Kapitels iſt. 


Drittes Kapitel, 
Theorie der Evoluten und der Krümmungshalbmeiler ebener Curven. — 
Brennlinien. — Theorie der Berührungen der verfchiedenen 
Ordnungen zwifchen ebenen Curven. 





1. Theorie ver Evoluten und der Krümmungshalbmefler ebener Curven. 
$. 190. Wie im vorlebten Kapitel wollen wir bie veränderlichen Coor- 
binaten ber Normale der Curve: 
J&,»=0 (f) 
im Punkte (x, y) mit &, 7 bezeichnen, indem fie wieder zu den Coorbinaten 
x, y parallel find und von bemfelben Anfangspunfte aus gezählt werben, fo 
ift die Gleichung der Normale: 
.. $-ı+o—„»y=0. (1) 
Wenn man in diefe Gleichung die aus der Gleichung () abgeleiteten Werthe 
von y, y als Functionen von x fubftituirte, fo nähme fie folgende Form an: 
F(,MDd)=0, (2) 
indem fie in Beziehung auf die Veränderlichen &, n linear bfiebe, und man 
könnte darin x als den veränderlichen Parameter betrachten, deſſen Werth jede 
ber geraden Normalen beftimmt, deren Umbüllungslinie gefucht wird. Die 
Gleichung dieſer Umhüllungslinie: 
(lH, ) 30 (9) 
ergäbe ſich aus ter Elimination von x zwiſchen der Gleichung (2) und ihrer 
Ableitung in Beziehung auf x, nämlich: 


—4 — — 
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Um aber diefe Subftitution bewerfftelligen zu können, müßte man die Function 
f particularifiven, und da es für den Augenbii im Gegentheil darauf anfonımt, 
die Refultste unabhängig von der Form diejer Function auszubrüden, fo wollen 
wir unmittelbar mit der Gleichung (1) operiren, indem wir fie in Beziehung 
auf x Differenziren, und dabei y, 7’ als implicite Functionen von x betrachten, 
vermöge der Gleichung (N). 

iefe Rechnung gibt: 


— (1 4 2) to —Y,"=0, (3) 
woraus folgt: 
_1+y” _ . yd+y® 
In & — 1x ⸗ 
OVL. 
2 


In dieſen Formeln bezeichnen &, 7 die Coordinaten des Durchſchnittspunk⸗ 
tes der Normale im Punfte (x, y) mit einer unendlich nahe liegenden Normale 
($. 183) oder die Coordinaten des Pinnftes, worin die Normale im Punkte 
(x, y) die Umhüllungscurve (y) berüßrt. Wenn man folglich die Entfernung 
des Punktes (x, y) von dem erwähnten Punkte (5, 7) mit o bezeichnet, fo 
ift 6 eine Function der unabhängigen Veränderlichen x, welche durch die Formel: 


(1 + y'?2)°? 


oder: 
_„urrdi_ (2) du 
et — vu) BR (0) 
gegeben wird, wo der Werth von o, wie alle nicht zu den Coordinatenaren 
parallel gezählten Längen, mit dem doppelten Zeichen + behaftet iſt. Wenn 
man die Wurzelgröße: 
Vi +? = de / 
dx 
poſitiv nimmt, ober den Bogen s mit der Abſeiſſe x zugleich wachſen laͤßt, fo 
bat o daſſelbe Zeichen, als y“ und ändert in allen Fällen das Zeichen mit y”. 
$. 191. Da die Normale der Curve (ſ) im Punkte (x, y) die Umbül- 
lungslinie (o) im Punkte (5, n) berührt, fo hat man, wenn A den Winfel 
bezeichnet, welchen diefe Normale auf der Seite der pofitiven Abfeiffen mit ber 
Are der x bildet: 
tang.A = dy oder ds sin. — a co.A=0. (4) 
ae’ dx dx 
Ferner gibt die Gleichung: 
0 (—- ) 4600 - NV 
wenn man fie in Beziehung auf die unabhängige Beränderliche x differenzirt: 


p * * — 4 oz u ) | 


oder wegen der Gleichung (1) einfacher: 
do _ dE dn 
Pet NG 


dx 
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Wenn man für E—x, 7 —y ihre Werthe 0 cos. A, o sin. A ſubſtituit, 
fo erhält man: 
do dE . dn . 
==. cos.Ä +7 sin.), (5) 
und wenn man beide Theile der Gleichungen (4), (5) zum Quadrate erhebt 
und die Nefultate zufammen abbirt, fo findet man endlich: 
do? dS?2 + dy2 
dx? — dx? j 
Wenn man die Länge des zwilchen dem feften Punfte auf der Eure und dem 
beweglichen Punkte (8, 7) liegenden Bogens der Curve (p) mit a bezeichnet, 
fo hat man ($. 174): 








dx dx ' 
und folglich: 
de + do . 
dx — dx 


Wenn man alfo zwei Syfteme correipondirender Werthe: 


Xor Pyr O5 Xır Pyr 01 


, , , ] Io , 
betrachtet und annimmt, daß die Ableitungen —, — in dem Sintervalle x —x, 
[t 


daſſelbe Zeichen behalten, ohne unendlich zu werben; fo find die Zahlenwerthe 
der Differenzen 0, — 0, 0, — 0, einander gleih, und haben gleiche, oder 
verfhiedene Zeichen, je nachdem die Größen o, a gleichzeitig zu- oder abneh- 
men, oder die eine zu= und die andere abnimmt. 

$. 192. Es ſei mm, m, m, .... (dig. 50) die gegebene Curve, zu 
welcher die ſich auf der Ebene ber xy bewegende gerade Linie ſtets normal 
bleiben muß, und wu, u, u, . +... fer der geometrifche Ort zweier einander 
unendlich nahe liegender Normalen, oder die Curve, welche von der beweglichen 
geraden Linie fortwährend berührt wird, fo folgt aus dem eben Bewiefenen, 
dag die erfie Curve durch eine fletige Bewegung des Endpunktes eine® auf bie 
Dee Curve gewidelten vollfommen biegfamen und ausvehnbaren Fadens be- 
chrieben werben fann, wenn dieſer Faden, indem er immer gefpannt bleibt, 
von der Eurve abgewidelt wird; denn auf dieſe Weife bliebe die Differenz ber 
Längen mu, m,u, ſtets der Länge des Bogens u, gleich, und ber gerab- 
linige Theil des Fadens, deſſen Endpunkt die Curve mm, m, .... befchrieben, 
würde an feinem andern Ende die Eurve u, u, . . .. berühren. 

Aus diefem Grunde hat Huygens, der Erfinder biefer Theorie, bie 
Curve (9) die Evolute der Curve (f) und diefe die Evolvente der Eurve 
(Y) genannt, ine ebene Curve hat immer eine in ihrer Ebene liegende Evo⸗ 
Inte, und kann nur eine einzige haben; aber fie hat unendlich viele Evol- 
venten, weil bei der Abwickelung des über die Evolute gelegten Fadens jeder 
Punft des gerablinigen Theiles dieſes Fadens, welhen man fi unbeftimmt 
verlängert denen kann, eine befondere Curve befchreibt. 

Die Befchreibung der ebenen Curven durch ihre Evoluten Hat eine große 
Aehnlichkeit mit der Beichreibung des Kreifes. Für den Kreis, veffen Glei- 


hung folgende if: 
- 4) +7 — = 


findet man: 
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on, d=a,n=ß, 

fo daß fih die Evolute des Kreiſes auf feinen Mittelpunkt redueirt. Umgekehrt, 
bei der Befchreibung einer beliebigen Curve vermittelft ihrer Evolute fpielt jeder 
Punkt der Evolute fucceffive die Role eines Mittelpunktes, und der Halbmeffer 
bleibt nicht conſtant, fondern Aändert-fi von einem Punkte der befchriebenen 
Curve zum andern. Diefe Beichreibung wird uns fogleich zu einer andern 
Anſicht über die zwifchen den Curven und ihren Evoluten flattfindende gegen- 
feitige Abhängigkeit führen. 

$. 193. Um ung von der Krümmung einer ebenen Linie in jedem ihrer 
Punkte einen genauen Begriff zu bilden, wollen wir ung vorflellen, daß man 
dem Punkte m (Fig. 51) aus einen Bogen mu, —= As genommen, und dann 
in den Punften m, m, bie Zangenten mt, m,t und bie Normalen mn, mn, 
gezogen habe. Es bezeihne Ir ven Winkel, welchen dieſe Normalen mit 
einander bilden, oder den äußern von ben beiden correſpondirenden Tangenten 
gebildeten Winkel, fo nimmt das Verhaͤltniß: 


Ir 
7 (c) 


größere oder kleinere Werthe an, je nachdem die betrachtete Curve mehr ober 
weniger frumm ift, oder fich in der Nähe des Punftes m mehr oder weniger 
von der Tangente mıt entfernt, wenn vorausgefegt wird, daß der Curvenbogen 
in der unmittelbaren Nähe des betrachteten Punktes Feine Biegungen darbietet, 
fondern in feiner ganzen Ausbehnung feine Converität immer nach demfelben 
Sinne fehrt, was man für jede fletige Curve erhalten fann, wenn man den 
Bogen Is hinreichend Hein nimmt. Wenn die Curve ein Kreis wäre, beffen 
Krammung offenbar in allen Punkten diefelbe iſt, fo wäre das Verhältnig (g) 
ſowohl von der Länge des Bogens Is, ald von der Lage des Punktes m auf 


der Curve unabhängig, und fein Werth wäre — —ı wor den Halbmeffer 





des Kreiſes bezeichnet. Dean kann alfo das Verhältnif — als das Maaß 


der Krümmung des Kreiſes von dem Halbmeffer r nehmen. 

Für eine beliebige Curve mm, ändert fih das Verhältniß (g) nicht blos 
mit der Lage des Punktes m, fondern auch mit der Länge des Bogens As. 
Wenn jedoch die Größen As, Ar beide immer Feiner und Fleiner werben, fo 
eonvergirt das Verhältnig (g), vorausgefeßt, daß Feine Stetigfeitsunterbrechung 
flattfindet, gegen eine beftimmte Grenze: 

dr 

ds ' 
welche man nach der Analogie als Maaß der Krümmung ber Linie im 
Punkte m betrachten muß ($. 30 u. 38), fo daß auf diefe Weife die Krüm- 
mung jeder Curve und in jebem ihrer Punfte eine mathematifch beflimmte 
Größe wird. En 

Wenn aber der Bogen mm, unendlich Fein wird, fo iſt ber Punkt n ber 
weiter oben beftimmte Punft (&, 7), und da die Normalen mn, m,n nur noch 
um eine unendlich Feine Größe von einander verfchieden find, fo bat man bie 
auf unendlich Eleine Größen der zweiten Ordnung ds — pdr, oder nad 
der Formel (0): 

dr 1 __ + y' 
se "oe dr 
Der unendlih Heine Winkel de wird der Eontingenzwinfel genannt. 
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Ferner hat man unmittelbar, ohne daß man zu der Formel (0) ober den 
Rechnungen, welche zu ihrer Ableitung gebient haben, zu recurriren braudt: 

[1 

dr = +de+ arc. tang. y' — — 


Yit+ty 
«ds =+ 1} vi2 oc dx, 





’ dx, 





folglich : 





a 
— 
eh 
4. 

Li 

[9 
|. 7) 


im Punkte (x, y); der Punkt (&, 7) wird der Krämmungsmittelpunft ge- 
nannt und ift der Mittelpunft des mit dem Halbmeſſer o befchriebenen Kreifes, 
welcher im Punfte (x, y) diefelbe Krümmung, als die gegebene Curve bat. 
Die Eoolute ift der geometrifche Ort aller Rrammungsmittelpunfte der Evolvente. 


$. 194. Der Werth oder die Größe der Krümmung, welcher immer ver 
umgefehrte Werth des Rrümmungshalbmeffers ift, ändert fih in jedem Punkte 
der Curve zu beiden Seiten des Punktes (x, y). Im Allgemeinen nimmt der- 
jelbe in dem einen Sinne zu und in dem andern ab. Der aus dem Punkte 
(S, 7) als Mittelpunkt mit dem Halbmeffer o befchriebene Kreis muß folglich 
innerhalb der Eurve auf der Seite des Punktes (x, y) liegen, wo die Krüm- 
mung abnimmt, und außerhalb der Eurve auf der Seite diefes Punktes, wo 
fie zunimmt. Diefer Kreis ſchneidet und berührt alfo die Eurve zu gleicher 
Zeit im Punkte (x, y), fo daß die Tangente der Curve auch Tangente des 
Kreifes ift, deflen Mittelpunkt (5, 7) auf der Normale Liegt. 


Jeder Kreis dagegen, welcher die Curve in demſelben Punkte berührt 
aber mit einem größern, ober Fleinern Halbmefler als o beſchrieben iſt, Liegt 
aus demjelben Grunde zu beiden Seiten des Berührungspunftes außerhalb 
ober innerhalb der Curve. 


Außerdem sft nad) der geometrifchen Conftruction, welde uns zur Deft- 
nition ber Krümmung geführt hat, einleuchtend, daß ſich der Kreis, welcher im 
Punkte (x, y) mit der Curve einerlei Krümmung bat, in der unmittelbaren 
Nähe dieſes Punktes weniger von ihr entfernt, als jeder andere mit einem 
größern, over Fleinern Halbmeffer befchriebene Berührungskreis. Huyghens 
bat daher dieſen Berührungsfreis, welcher den Krümmungsmittelpunft zum 
Mittelpunkte hat, ten Dsculations- oder Rrümmungsfreis genannt. 
Derfelbe liegt an der gemeinfchaftlichen Grenze der Kreife, welche die Eurve 
innerhalb zu beiden Seiten des Berübrungspunftes (x, y) und der, welde fie 
außerhalb zu beiven Seiten deſſelben Punktes berühren. Es gibt jedoch Falle, 
wo ber Krümmungsfreis die Curve nicht mehr fchneivet, namlich wenn ber 
Krümmungspalhmeffer im Punkte (x, y) durh ein Marimum, oder Mini- 
mum geht, und alsdann muß der Krümmungsfreis aus demfelben Grunde in 
dem Kalle des Maximums die Curve außerhalb zu beiden Seiten bes 
Punktes (x, y) und in dem Falle des Minimums innerhalb zu beiven 
Seiten biefes Punktes berühren. In der Ellipfe 3. B. zeigt fchon die Sym- 
metrie ber Figur, daß der Krümmungshalbmeffer in den Endpunften ber großen 
Are ein Minimum und in denen der Meinen Are ein Marimum if. Im 
Allgemeinen hat der Krümmungshalbmeffer in einer gefchloffenen Curve ohne 
Rüdfehr, oder Wenbepunfte wenigftens ein Maximum over ein Minimum, 
und überhaupt fo viele Maxima, als Minima. 
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$. 195. Alle in dem Iehten Paragraphen angeführten Refultate find aus 

rein geometrifchen Betrachtungen abgeleitet, und man fann fie leicht, wenn es 
erfordert wird, vein analytiich erhalten. Zur Vereinfachung der Rechnungen 
wollen wir die Function: 

G—-2+W—y%, 
oder das Duadrat der Entfernung des Punktes (&, 7) von dem Punfte (x, y) 
auf der Curve mit a bezeichnen, fo daß, wenn ber erfte Punkt feft bleibt, u 
blos eine Funchon der mnabhängigen Veränderlichen x iſt. Wenn folglich die 
Entfernung des Punktes (&, 7) von dem Punkte (x, y) unter allen geraben 
Linien, welche man von dem erften Punkte nach ven benachbarten Punkten des 
zweiten auf ber Curve ziehen Tann, ein Maximum, oder Minimum werden 
fol, fo muß man haben: 

da 


— —=:-:+0-N)yr=0 (1) 


d. h. der Punkt (5, 7) muß auf der Normale der Curve im Punkte (x, y) Tiegen. 
Es findet ein Marimum, oder Minimum flatt, je nachdem: 
d?u 


— 12? - my! <oe> 0 
dx? 


if. Der erſten Ungleichheit würde nicht genügt werben fünnen, wenn die Fac- 
toren 7 — y, y' entgegengefette Zeichen haben, over wenn die Kurve 
und ber Berührungskreis ihre Converität nach entgegengefeßtem Sinne kehren. 
Wir wollen daher annehmen, daß dieſe Kactoren einerlei Zeichen haben, over 
daß die Curve und der Berührungsfreis ihre Converität nach derſelben Seite 
der Tangente kehren; fo Liegt der Berührungsfreis in der Nähe des Punftes 
(x, y) zu beiven Seiten außerhalb, over innerhalb der Curve, jenachbem die 
erfte, oder die zweite Ungleichheit erfüllt wird. Aber es findet weder ein 
Marimum, noch ein Minimum flatt, wenn man außer der Gleichung (1) 
noch die folgende hat: 

d?u 


ag a ur Iran! (9) 


d. h. (nach der Identität der Gleichungen (1), (2) mit denen, weldhe wir 
weiter oben durch dieſelben Zahlen bezeichnet Haben), wenn ver Punkt (5, 7) 
der Mittelpumft des Krümmungskreiſes iſt. Diefer Kreis fehneivet und berührt 
alfo die Eurve zu gleicher Zeit, und er liegt außerhalb, oder innerhalb der 
Curve auf ver Seite der zunehmenden x, jenachbem man hat: 
—- = yy! — (m — sy)" <eer<0, 
ax 
Der Rrümmungsfreis liegt endlich wieder zu beiden Seiten des Berührungs- 
punftes außerhalb, oder innerhalb der Curve, wenn man hat: 
du 
dx? 


oder wenn man den aus der Gleichung (3) abgeleiteten Werth von 7 — y 


ſubſtituirt: 
3592 - (1 0. (6) 
Aber wenn man die Gleichung (0) differenzirt, fo findet man: 





=I3y"— mn —y)y"=0, 


— — — — 


ES ELBÄTENTT — (1 + y!2) ya), 


dx ya 
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und folglich vruͤckt die Gleichung (6) die Bedingung aus, daß der Krüm- 
mungshalbmeffer durch ein Marimum, oder Minimum geht. 

$. 196. Wenn man x nicht als unabhängige Veraͤnderliche betrachten 
will, fo nimmt der Ausdruck des Krümmungshalbmeflers folgende ſymmetriſche 
Form an: 

x (dx? + dy2)i _ ds3 
e=t dxd2y—dyd2x —dıd2y—dydix (1) 
Nun gibt aber die Gleichung: 
ds? — dx? + dy?, 





durch Differenzirung: 
2 2 
dis = Ixd’x x + dyd’y (7) 
ds 
woraus folgt: 
d2e2 — (dxd2x-+dyd?y)? (d2x2 +d2y2)(dx?-+-dy?)—(dxd?y—dyd?x)? 
u ds? = D ds? 

(dxd?y—dyd?x)? 
at 


— dx? 1 d’?y? — 
x2 +-d’y 12 


(8) 


und mithin ift: 
—— — Ydıza + d?y2 — d’s?, 
8 
+ — —. 
Y ax: + d2y? — d2s2 
Die Gleichung (8) laͤßt fih auch auf folgende Form bringen: 
(dxd2y — dyd2x)? — (d2x2 + 4252) ds2 — (dx? +dy2)d?e?, 
welche vermöge der Gleichung (7) übergeht in: 
(dxd2y — dyd2x)2 — (dsd?2x — dxd2s)2 + (ded?2y — dyd?s)2 


== ds*+ \(@ — + Es 


0 — * — — — — —— 22 «4 
dx\? dy\? 
6 
Außerdem bat man nach $. 193: 
ds — odr, 


wo dr ben Winfel zweier unenblih nahe liegender Tangenten ober ben Con⸗ 
tingenzwinkel bezeichnet. Man hat folglich: 


0* (0,) 


und hieraus folgt: 
(0;) 


d=+ * .x ‚In. r 
( 7) + (4 ds ) 
Die Formeln (0,), (0,) und (7) werden in der Mechanik häufig angewandt. 


Ferner hat man, wenn man Polarcoordinaten anwendet ($. 179) und den 
Winfel ꝙ zur unabhängigen Veränderlichen nimmt: 
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dx = dr cos. — rsin.pdgp, 
dy — de sin. ꝙ — rcos.gdp, 
d2x = dir cos. ꝙ — 2sin. ꝙ drd ꝙ — r cos. 42, 
d2y=d2rsin.@ + 20s. ꝙ drdy — r sin. pdy?, 
und wenn man biefe Berthe in den Ausdruck bes Rrämmungshalbmeffers fub- 
ſtituirt, fo erhält man: 








dr? 3 
_ r? + Ion) 
PT me (e.) 
242 7-75 
$. 197. Beiſpiel 1. Es ſei die Gleichung ber Ellipſe: 
x2 y2 
— — 2 1 
a? b2 
gegeben, fo findet man: 
a? _b2 b2_a2 b?+x2 442 )2 
Ex 7 8 * er FEN, 


und als Gleichung ver Bose zwiſchen &, y erhält man: 


(+ —— 4 


oder von Wurzelgrößen befreit: 


ı_ a2£&2 b272 —_ g7 a2b28372 
[ (a — b2)2 a] — (a2 — b2)' 

Diefe Evolute (Fig. 52) hat vier Rückkehrpunkte, welche den Endpunkten ber 
Aren der Ellipſe ($. 194) entfprechen. 


venrteibe Rechnung gibt die Evolute der Oyperbel, wenn man blos 1 


Beiſpiel 2, Für die Parabel „2 = 2px bat man: 
2x) 2 
Eep+3,7 =, e= „er, 
Y? Vr 
und bie Gleichung der Evolute wird: 
—2. &P® 
27 p 


Dieſe Evolute (Fig. 53) iſt eine paraboliſche Curve, d. h. eine Curve, deren 
Gleichung auf die Form: 


für b 


yP’= — Lyn 

ebracht werben fan, wo m und n ganz pofitive Zahlen find. Man nennt 
he die Neil'ſchen Parabel, weil dieſer Geometer fie zuerſt mit unterfucht, und 
unter andern bie a nk Eigenſchaft derfelben gefunden hat, daß fie rec- 
tificabel if, d. h. daß fih der Bogen s diefer Curve durch eine alge- 
braiſche Function ber Abſeiſſe x ausdrücken läßt, auf welchen Gegenſtand 
wir bei der Rectification der Eurven oder bei der Beflimmung des Bogens » 
als Function von x zurückkommen werben. 

6. 198. Beifpiel 3. Für die Cycloide ($. 176): 


x=Rearc. cos. —* + / TRyr — y: y? 
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haben wır in $. 177 gefunden: 
== We —y 
— U} 
y— dx + y / 


— — 
—_ır . y__R oe=+2/2Ry, 
dy dx y? 
und aus der DVergleihung biefer Formel mit der Gleichung (h’) des ange- 
führten $. folgt, daß der Krümmungshalbmefler das Doppelte der Normale iſt. 

Wir wollen hier noch eine fehr merkwürdige Eigenfchaft der Cycloide be- 
werfen, nämlich die: daß ihre Evolute ebenfalls eine Eycloide von 
denfelben Dimenfionen ift, welche unter der Evolvente Tiegt 
(Fig. 54). 

Zu dem Zwede wollen wir zu XX in einer dem Halbmefler des erzeu- 
genden FKreifes der gegebenen Cycloide (Evolvente) Omy gleihen Entfernung 
eine unbegrenzte Parallele ziehen. Bon dieſem Kreife umu‘ wollen wir ben 
ſymmetriſch Tiegenden Kreis nun» conflruiren, fo ift der Durchſchnittspunkt 1 
diefes Kreifes mit der verlängerten geraden Linie mn nach dem vorhin Bewie- 
jenen der Krümmungsmittelpunft der Evolvente. Die Länge On ift dem Bo— 

en mn und bie Länge Os dem halben Umfange des Erzeugungskreiſes gleich. 

Folglich hat der Bogen mn, oder der ihm gleiche Bogen uw, dieſelbe Lange, 
als die gerade Linie sn, over als die Parallele ov. Wenn alfo ver Kreis 
nuv auf der geraden Linie FE fortrolit, fo befchreibt der Punkt des Kreisum- 
fanges, welcher dieſe fefte gerade Linie im Punfte o berührt, die Evolute ber 
Eyeloide, welche durch das Fortrollen des Kreiſes nımn‘ auf der geraden Linie 
erzeugt wird, 

Diefe Conftrnction zeigt, daß der Krümmungshalbmeſſer der Evolvente in 
dem Rückkehrpunkte O gleich Null ift, und im Scheitel = og, over gleid 
dem doppelten Durchmeſſer des Erzeugungsfreifes. Aber oq ift auch dem Hal- 
ben Bogen der Eoolute gleich, welche mit der Evolvente identiſch ift, und 
folglich ift die Ränge eines ganzen Cyeloivenbogens dem vierfahen Durd- 
meſſer des Erzeugungsfreifes gleich. 

Die in diefem $. angeführten Eigenfchaften der Eyrloide find von Huy- 
ghens bei Gelegenheit feiner Unterfuchungen über die Anwendung des Pendels 
auf ihren entdeckt, und haben viefen eminenten Geift theils auf die geometrifche 
Theorie der Evoluten und der Krümmungshalbmeffer und theild auf andere in 
der rationellen Mechanik höchſt wichtige Lehrſätze geführt; und die Gefchichte 
der mathematifchen Wiffenfchaften bietet faft Fein anderes Beilpiel fo merfwür- 
diger Beziehungen dar, 

$. 199. Beiſpiel 4. Als letztes Beifpiel wollen wir die logarithmi⸗ 
[he Spirale: 


woraus folgt: 


u 


r en? 


nehmen ($. 181), fo gibt die Formel (o,) für den Zahlenwerth bes Krüm- 
mungsbalbmeffers : 


o_ry 1 + m:, 
Aber da wir willen, daß in dieſer Curve die Normale mit dem Radiusvector 
einen conflanten Winkel & bilvet, deſſen trigonometrifche Tangente — — m 


ift, fo iſt ro cos. a, und folglich if der Rrümmungsmittelpunft der Durd- 
ſchnittspunkt der Normale mit dem im Anfangspunfte auf dem Rabinsvertor 
errichteten Perpendikel. 
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Die Tangente der Evolute, welche nichts anders ift, als die Normale ber 
Evolvente, bildet folglich mit dem Radiusvector der Evolute einen conftanten 
Winfel, welcher dem von der Tangente und dem Radiusvector der Evolvente 
gebildeten Winkel gleih iſt. Die Evolute iſt alfo dieſelbe Curve, als vie 
Eoolvente und auf denfelben Fall bezogen, fo daß die zweite Curve mit der 
erften zufammenfallen würde, wenn fie ſich um einen entfprechennen Winkel 
um ben gemeinfchaftlichen Pol drehte. 


2. Brennlinien. 


$. 200. Die Theorie ver Umhüllungslinien, auf ven Fall befchränft, wo 
die umhüllten Linien gerade find, bietet noch eine merfwürbige Anwendung 
dar, welche ſich zu natürlich an die Theorie der Evolute anfchließt, ale daß 
wir fie hier ganz mit Stillfchweigen übergehen könnten. Man kann nämlid 
annehmen, daß die umhüllten geraden Linien, ftatt auf ber gegebenen Curve 
MN (Fig. 55) normal zu bleiben, vielmehr mit den Normalen mn einen 
Winfel rmn von folcher Befchaffenheit bifven, dag man die Gleichung hat: 


sin. rmo == k sin, Fmn, 


wo k eine gegebene Eonftante und F ein in der Ebene der Curve der Lage 
nach gegebener Punkt if. Die Optik lehrt, daß, wenn MN ver Durdfchnitt 
einer eylindrifchen Fläche ift, welche zwei verfihieden brechende Mittel von 
einander trennt und deren Erzeugungslinien auf der Ebene der Eurve fenfrecht 
find, die von dem leuchtenden Punkte F nad Fin ausgehenden. Tichtftrahlen 
nach mr gebrochen werben, wo k den Brechungsinder bezeichnet, welcher fich 
auf den Uebergang des Lichtes aus dem einen Mittel in das andere bezieht. 
Die Umbüllungslinie aller. der geraden Linien mr, wenn fie fih auf dem Wege 
des Lichtes befindet, Fann ſich auf der Ebene der Curve abbilden, weil bie 
nahe an der Umhüllungslinie liegenden Punkte, worin die Lichtſtrahlen faſt pa⸗ 
rallel auffallen, mehr Licht erhalten, als vie übrigen Punfte ver Ebene, Man 
nennt diefe Umbüllungslinie daher Brennlinie durch Bredhung Wenn 
die Eonflante k = 0 würbe, fo fiele die Brennlinie mit der Evolute zufam- 
men. Wenn man k = — 1 feßte, fo ginge die Brechung in Zurüdwerfung 
über, und die Umhüllungscurve würbe eine Brennlinie durch Zurückwer— 
fung genannt. Die Brennlinien ändern ſich bei derſelben Curve DIN und 
demfelben Werthe der Conftante k mit der Lage des Punftes F. Wenn fidh 
diefer Punkt in's Unenvliche entfernte, oder wenn die einfallenden Lichtſtrahlen 
parallel würben; fo erhielte man Curven, welhe man Hauptbrennlinien 
nennen fünnte, 

Es feien a, 6 die zu den Aren ber x und der y parallelen Eoorbinaten 
des Punktes F; &, 7 die Eoorbinaten irgend eines Punktes des in m gebro- 
chenen Lichtſtrahles, x, y die Conrbinaten des auf der brechenden Curve: 

fx, y)=0 (f) 
fiegenden Einfallspunftes m und A, A‘ feien die Winfel, welche der einfallenve 
und der gebrochene Lichtſtrahl refp. mit der Halbare der pofitiven x bilden; fo 
werben die Eofinus der Winfel, welche dieſelben Lichtſtrahlen mit der Tangente 
der Eurve bilden, reſp. ausgebrüdt durch: 


l 
con. SE + sin. A =, cos. A = + sin, A! =. 


Aber dieſe Coſinus werben auch refp. ausgebrüdt durch: 


+ sin. Fan’, + sin. rmn, 


und folglich Hat man: 
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cos. Aldx + sin. Ady — k (cos. Adx + sin..dy). (9) 
Wir wollen ver Kürze wegen feßen: 
e=N&@-eor +7 - Me =aYE- HN 
fo kommt; 
E—ı 
o' 


— & 


‚ini ; cos. 





COB. A= x 


und folglich iſt: 
— * i. — 0. (10) 





—ß 
0 


Diefes iſt die Gleicjung des gebrochenen Straßee zwifhen &, 7 oder ber 
umhüllten geraden Linie, welche dem Punfte (x, y) auf der brechenden Curve 
(f) entſpricht. Wenn man diefe Gleichung in Beziehung auf x bifferenzirt, 
indem man y, y’ al8 impflicite Sunctionen von x betrachtet, und dann x, y, 
y', y‘ zwifchen der Gleichung (10) und ihrer Ableitung, fowie zwiſchen ber 
Gleichung (f) und ihren Ableitungen der beiden erſten Orbnungen eliminirt; fo 
erhält man die Gleichung der Umhüllungscurve oder der Brennlinie zwiſchen 8 i. 
$. 201. Wenn man in der Gleichung (10) die Coordinaten 5, 7 ale 
gegebene Eonftanten betrachtet, fo nimmt fie folgende Form an: 


d(e‘ + ko) 0, 


und drückt aus, daß die Function a + ko ein Marimum, oder Minimum 
wird, fo dag man, wenn man nach irgend einem andern von m verfeievenen | 
Punkte der Curve ‚die eurer Linien Fm, rm, zieht, beftänbig bat: 
k-Fm, Roder <rm-+k+ Fa, 

Der erſte Theil 'piefer  Unsteihen geftattet aber offenbar Fein Maximum, 
und folglich zeigt die Gleichung (10) en Minimum an. 

Wenn man dagegen &, n als die veränderlichen Coorbinaten ber Umhäl⸗ 
Iungslinie betrachtet, woran jede umhüllte gerade Linie Tangente ift, fo Bat 
man nach der Definition des Winfeld A; 


tang. A = Te oder sin. A D con. “"=(0. (11) 


Wenn man ferner die Gleichungen: 

ee =(x— eo)? + (y— BB), 0? =(&E— 2)? + (m—y)ı 
in Beyiehung auf bie unabhängige Beränderlihe x bifferenzirt "nd in das Re⸗ 
fultat ir x — a, y— 6, 5— X, 7 — y ihre refp. Werthe o cos. A, E sin. A, 
o' cos.A’, 0! sin. A! fubftituiet, fo kommt: 


mehr y!sin.A, 
z 


* = _ 1) cos + (7 — sind, 


woraus vermöge ber Seigung (9 folgt: 
de’ ı 2 —_Econ N + sind. (12) 


dx dx — 
Wenn man die beiden Seite ver Gleichungen (11), (12) zum Quadrate 
erhebt, fie dann zufammen addirt und das Differenzial des Bogens der Brenn- 
linie mit do bezeichnet, fo erhält man die Formel; 
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do? do‘ do’ do 
— =. wre) 
welche der im 6.191 für die Evoluten gefundenen analog ift, und woraus folgt: 
, nn =Lrle, —e, tkle, —eo)]ı 

WO O5 Pgı O'o5 Cr Orr 0’, zwei Syſteme von. Werthen ver Größen o, 
e, o' für Punfte bezeichnen, welche einander auf der brechenden Eurve und 
auf der Brennlinie entfprecdhen. 

$. 202. Um von diefen Formeln eine Anwendung zu geben, wollen wir 
annehmen, daß die brechende Linie eine gerade fei, welche wir zu ber Are 
der x nehmen wollen, und der flrablende Punkt liege auf der Are der y, fo 
wird die Gleichung (10): 


EI Yet (Et, 
woraus folgt: 
Er (Bidet. ds) 


Die Gleichung zwiſchen &, 7 muß fih aus der Elimination von x zwi⸗ 
ſchen vieler letzten Gleichung und ihrer Ableitung in Beziehung auf x namlich: 


+ —K)x 0 (14) 


lo \? do 
x ® — — 
4 F ober — + 





und woraus folgt: 
G—-)R=—x[f? +11 —k2)x], (15) 
ergeben. 
Aus der Vergleihung der Gleichungen (13) und (15) ergibt fi: 


[? + 1 — ker] = Fkßan, 


62 4 (1 —k)x2 = (kA), (16) 
und wenn man nun x zwilchen ven Gleichungen (14) und (16) eliminixt, fo 
erhält man: 


oder : 


A+ I Heck 
oder die Gleichung” der Evolute eines Regelfchnittes, deſſen Mittelpunft ber 
Anfangspunft und defien Brennpunkt der ſtrahlende Punkt if, 


3. Zheorie der Berührungen der verfchiedenen Ordnungen zwiſchen ebenen Eurven. 
6. 203, Es feien: 
ſx.... (I) y ꝙx..... (9) 
bie Gleichungen zweier Curven, welche einen gemeinſchaftlichen Punkt (x, y) 
baben, fo daß die Bedingungsgleichung: 
fx = yx (m) 
für den befondern Werth x flattfinvet, fo hat man nach S. 99: 

Kx + I)— px + I=[f(z +14) — AX)] · Ax, (6) 
wo t, 9 Zahlen zwilchen Null und der Einheit bezeichnen. Wenn die Func- 
tionen f, ꝙ in dem Sintervalle von x bis x + Ix feine Stetigfeitsunterbre- 
Hung erfahren und wenn außerdem Ax eine fehr Heine Größe der erſten 
Ordnung bezeichnet ($. 45), fo ift der erfte Theil der vorhergehenden Glei⸗ 
dung oder die Differenz m,w, (Sig. 56) der Drbinaten p, A, , pm, Im 
Allgemeinen auch eine fehr Meine Größe ver erfien Ordnung. 
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Wenn aber bie beiden Curven (f), (p) fih im Bunte m berühren, 
d.h. eine gemeinfchaftlide Tangente Haben, und folglich die Bedin⸗ 
gungsgleichung: 


ftattfindet, fo bat man: 
f(x+ fx) — y(x + Is) = [(x + t,Ax) — px +0, Ax)] » En (8°) 


wo die im Allgemeinen von t, 9 verfchiedenen Zahlen t,, ©, wieber zwifchen 
0 und 1 liegen müflen, und alsdann iſt die Entfernung m, u, eine fehr Fleine 
Größe von derfelben Ordnung, wie Ax?, d.h. von der zweiten Ordnung. 

Man fieht leicht ein, daß der Abftand des Punftes m, von der Linie (p) 
oder die vom Punkte m,, welcher fehr nahe bei m Tiegt, auf die durch ben 
Punkt m gehende Linie (F) gefällte Normale m,n, im Allgemeinen von ber- 
felben Größenorbnung tft, als die Differenz m, u, .. Diefer Abfland m,n, iſt 
alfo eine fehr Heine Größe der erften Ordnung, wenn die Curve (g) nur 
der Bedingung genügt, daß fie durch den Punkt ın geht, und derſelbe wird 
eine fehr kleine Größe der zweiten Ordnung, wenn die Curve (9) die 
Curve (ſ) im Punkte m berührt. 

Man Kann alfo um fo mehr den Punkt m, immer fo nahe bei m nehmen, 
daß feine Entfernung von ber Linie (05) Feiner ift, als fein Abfland von jeder 
andern Curve, welche ebenfalls durch den Punft m gebt, aber die Curve (N) 
in diefem Punkte nicht berührt. Man fagt alsdann, es finde zwilchen ben 
Curven (f), (g) eine — der erſten Ordnung ſtatt. 

Man kann Ax immer ſo Hein annehmen, daß die Differenzen: 

f(x +tAx) — y'(x + 0OAx), f!(x+t,Ax) — y(x +06, Ax) 
reſp. daffelbe Zeichen haben als die Differenzen: 

x — ꝙx, f!x— golx, 
und folglich ändert die Differenz: 

f(x + Ax) — p(x + 4x) (4) 
vermöge der Gleichung (5) für Binreichend Fleine Werthe von Ix das Zeichen 
mit Ix, und die Curve (ꝙ) ſchneidet die Curve (f), wenn fie mit biefer 
blos den Punkt m gemein bat. Dagegen behält vie durch die Gleichung (5°) 
ausgedrüdte Differenz für hinreichend Fleine Werthe mit entgegengejegten Zei- 
chen von 4x daffelbe Zeichen, fo daß die Curve (Y), welche mit (f) im Punkte 
m eine Berührung der erftien Ordnung hat, die Eurve (f) im Punkte m 
nicht mehr fchneibet. 

Statt der Gleichungen (m), (m!) kann man folgende nehmen: 

fx gx, fx + dx) =gy(x + dx), 
d. 5. in der Sprache der Infinitefimalmethope: zwei Curven (f), (9), zwi— 
[hen welden im Punkte (x, y) eine Berührung der erſten Ord— 
nung flattfindet, haben zwei einander unendlih nahe liegende 
gemeinfhaftlihe Punkte (x, y), (x + dx ‚v + dy), _ 

$. 204. Wir wollen nun annehmen, daß man außer den Gleichungen 
(m), (m’) noch die Gleichung: 

fix — glix (m/!) 


babe; fo wirb bie Differenz (I) durch die Gleichung: 
Kt I g+ IDEE +0, Are (0) 


* 


ix’ gix (m?) 
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gegeben, und wirb eine fehr Heine Größe der dritten Drdnung, wenn Ax 
wieber eine fehr Feine Größe ber erfien Ord nung bezeichnet. In biefem 
Kalle haben die beiven Euren (DM), (Y) nicht blos dieſelbe Tangente, fondern 
auch denfelben Krümmungsfreis, und nach der Analogie fagt man, daß dieſe 
beiden Eurven einander osculiren. \ 

Der Abſtand m,u, wird, wie bie Differenz (I) eine fehr Feine Größe 
der dritten Ordnung, wenn ſich die beiven Curven im Punkte m o8culi- 
ren, während fie nur eine fehr Feine Größe der zweiten Ordnung war, 
wenn fich die beiven Curven in diefem Punkte nur berührten. 

Man kann alfo um fo mehr den Punkt m, fo nahe bei in nehmen, daß 
fein Abſtand von der die Curve (f) im Punkte m osculirenden Curve (9) Elei- 
ner fei, als fein Abfland von jeder andern Eurve, welche bie Curve (f) im 
Punkte m berührt, aber nicht osculirt. Man fagt daher: die einander oscu⸗ 
Iirenden Eurven (f), (9) haben im Punkte m eine Berührung der zwei- 
ten Ordnung. 

Die Differenz (1), welche durch die Gleichung (5°) gegeben wird, ändert 
für hinreichend fleine abfolute Werthe von Ax das Zeichen mit Ax, und folg- 
lich ſchneidet und berührt die osculirende Curve (9) die Curve (f) im Punkie 
m im Allgemeinen zu gleicher Zeit. 

Statt ver Gleichungen (m), (m’), (m’) fann man auch feben: 

xk— y9x=0,d(x — 9) =0, d(ix— yx)=(, 
oder: 
fx = gx, f(x + dx) = p(x + dx), f(x + 2dx)=gy(x + 2dx), 
d. 5.: wenn zwiſchen den beiden Eurven (N, (p) im Punkte (x, y) 
eine Berüßrung der zweiten Ordnung flattfindet, fo baben fie 
drei einander unendlich nahe liegende gemeinfhaftlihe Punkte 
(x, M), (<+dx, y + dy), (x + 2dx, y+ 2dy + d?y). 

F. 205. Wenn man diefe Betrachtungen verallgemeinert, ſo erhält man 
für die Bedingung, daß die beiden Curven (f), (Y) im Punkte (x, y) eine 
Berührung der a" Ordnung miteinander eingeben, die (n + 1) Gleichungen: 

fx = gx, fix = yix, flx = ylx, 22... Fix gex, 

Zür fehr Feine Werthe der erften Ordnung von 4x wird die Differenz (1) 
eine fehr Feine Größe der (a+1)!" Orbnung, wenn die Eurven (NM), (ꝙ) im 
Punkte (x, y) eine Berührung der nien Ordnung mit einander eingehen, woraug 
umfomehr folgt, daß der Punkt (x + fx, y + Sy) fo nahe bei dem Punkte 
(x, y) auf ver Curve (f) genommen werben kann, daß fein Abftand von ber 
Curve (p) Heiner wird, ald von jeder andern Curve, welche ebenfalls durch 
den Punkt (x, y) geht, aber mit der Curve (M in diefem Punkte nur eine 
Berührung von einer niebrigern Dronung bat. ' 

Die Curven (N, (ꝙ) ſchneiden fih im Punkte (x, y) oder nicht, jenachdem 
fie in diefem Punkte eine Berührung von gerader, oder ungerader Drb- 
nung baben. 

In der Sprache der Infiniteſimalmethode kann man daher fagen: daß 
zwei Curven, welche im Punkte (x, y) eine Berührung der nie 
Drbnung miteinander eingehen, n einander unendlih nahe Tie- 
gende gemeinfhaftlihe Punkte haben. 

Wenn zwei Curven (f), (Y) gegeben find, wovon die erfte völlig beſtimmt 
tft, während in der Gleichung der zweiten n willführlihe Parameter vorlom- 
men; jo kann man die Werthe der Parameter fo annehmen, bag zwifchen ven 
beiden Eurven in einem gegebenen Punkte eine Berührung der (n — A)ten 
Ordnung flattfindet. Ä 

Eournot, Theorie der Bunctionen ac, 15 


226 


So kann man z. B. die beiven Parameter a, b, welche in ber allgemei- 

nen Gleichung einer geraden Linie: 
. y=zax+b 

vorkommen, fo annehmen, daß die gerade Linie eine Curve in einem gegebenen 
Punkte berührt, welche Berührung alsdann von ber erfien Ordnung if. 

Eben fo fann man bie in der allgemeinen Gleichung des Kreifes: 

(x — a)? + (y—b? =e? 

oorfommenden drei Conftanten a, b, c fo annehmen, daß der Kreis eine gege- 
bene Eurve in einem gegebenen Punkte osculirt ober eine Berührung der 
zweiten Ordnung mit ihr eingeht. 


Yiertes Rapitel, 


Don den fingulären Punkten ebener Eurven und der gegenfeitigen 
Beziehung zwifchen der Geometrie und Algebra. 





$. 206. Unter fingulären, beſonders merfwürbigen oder aus- 
gezeihneten Punkten einer ebenen Curve find in geometriſchem Sinne alle 
diejenigen zu verſtehen, worin die Curve, abgefehben von dem willführlichen 
Eoordinatenfyfteme, worauf fie bezogen wird, irgend eine befondere Eigenthüm- 
Iichfeit darbietet, im Gegenfage zu den übrigen unendlich vielen Punkten ver 
Curve, welche ſich von den unmittelbar vorhergehenden und nachfolgenden durch 
fein geometrifches Merkmal unterfcheiven. Sp ift z.B. der Punkt, worin bie 
Eurve eine Inflerion erfährt, ein fingulärer Punkt, deſſen Exiſtenz weder 
von den willführlichen Coordinatenaxen, noch felbft von der Art der Eoorbina- 
ten, welche man zur analytifchen Beſtimmung der Curve anwendet, abhängt. 
Dagegen ift ver Punkt einer Curve, für welchen die Ordinate derfelben ein 
Maximum oder Minimum wird, darum allein noch Fein fingulärer Punkt; 
denn wenn man die Richtung der Aren veränderte, wodurd an der Curve 
felbft nicht8 geändert würde, fo würde die in Rede flehende Eigenfchaft einer 
größten oder Feinflen Ordinate nicht mehr dem frühern, fondern einem ganz 
andern Punkte entiprechen, fo daß jener erſte Punkt jet gar Feine beſondere 
Eigenthümlichfeit mehr darbieten würde, 

$. 207. Man muß die Eurven, welche ſich durch eine Gleihung zwifchen 
ihren Coordinaten ausprüden Iaffen, in fogenaunte algebraifhe Curven, 
deren Ordinate in einem Syfteme fefter Coorbinatenaren eine algebraifche Func- 
tion der Abfciffe ıft, und in transcendente Curven unterfcheiven, beren 
Ordinate in dem erwähnten Coordinatenſyſteme eine transcendente Yunction 
der Abfeiffe if. So find z. B. die Kegelſchnitte algebraifche Curven, während 
die Eyeloide und die Spiralen transcendente Eurven find. 

Die Gleichung einer algebraifhen Curve Tann durch Fortfchaffung der 
Nenner und Wurzelgrößen immer auf folgende Form gebracht werden: 


F(x N y) — 0, (a) 
wo F fowohl eine in Beziehung auf y, als auf x ganze und rationale Func⸗ 


tion bezeichnet. Der Grad diefer Gleichung wird durch die Summe der Exr⸗ 
ponenten von x und y in dem Gliede, worin diefe Summe am größten ıft, 
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beflimmt. Wenn man von einem Syfleme paralieler Coorbinaten zu einem 
andern übergeht, fo wirb der Grab der Gleichung dadurch nicht geändert, weil 
bie in dem erflen Syſteme genommenen Coordinaten lineare Kunctionen der in 
dem zweiten Syfleme genommenen find. Der Grad ber Gleichungen algebrais 
(her Curven iſt folglich ein wefentlides Merkmal viefer Eurven, wornach 
man fie Haflıficiren kann, ohne daß biefe Klaſſification willführlih wäre, ob- 
gleich fih die Form der Gleichungen mit der Lage des Anfangspunftes und 
mit der Richtung der Aren, welche einen beliebigen Winfel miteinander bilden 
fonnen, ändert. 

Eine gerade Linie kann mit einer algebraifhen Curve nicht mehr Durdh- 
ſchnittspunkte haben, als der Grad der Gleichung der Curve Einheiten enthält, 
und bie Anzahl der Durchfchnittspunfte zweier Curven, wovon die eine vom 
mien und die andere vom mir Grabe iſt, kann nicht größer fein, als das 
Product mm’ Diefe fehr merkwürdigen geometrifhen Merkmale folgen un- 
mittelbar aus den Grundprincipien der Theorie der algebraiichen Gleichungen, 

$. 208. Eine algebraiſche Eurve bricht in ihrem Laufe nicht plöglich ab 
oder kann Feine fingulären Punkte der Art haben, weldhe wir Stillftands-, 
Schluß⸗ oder Serreißungspunkte genannt haben, und welche bei gewiflen 
transcenventen Eurven, 3. B. bei der durch die Gfeichung: 

1 


y+i1ze * (1) 
autgebrüdten Curven ($. 16) vorkommen. Diefes Hat feinen Grund barın, 
daß eine algebraifche Gleichung mit einer einzigen unbefannten Größe und mit 
reellen Eovefficienten immer nur eine gerade Anzahl imaginärer Wurzeln hat, 
und nur eine gerade Anzahl reeller Wurzeln verlieren fann, wenn man eine 
der bei der Bildung ihrer Eoefficienten vorfommenden Größen eine Reihe 
reeller Werthe durchlaufen läßt. Hieraus und aus der befannten Form ber 
imaginären Wurzeln folgt, daß wenn bie Drbinate y einer algebraifchen Curve 
für einen gewiflen Werth von x vom Reellen zum Jmaginären übergeht, im⸗ 
mer eine gerade Anzahl reeller Werthe von y einander gleich werben. 

Wenn dieſer Werthe zwei find, wie es gewöhnlich geichieht, fo vereinigen 
fih zwei Theile der Eurve in einem Punkte, welder übrigens keine befonbere 
Eigenthämlichfeit darbieten Tann, wenn man bie Richtung der Axen verändert, 
und welcher folglich im Allgemeinen fein fingulärer Punkt ift. 

Um alfo den vollftändigen Ausdruck einer algebraifchen Curve durch eine 
Gleichung zwifchen ihren gerablinigen Coorbinaten zu haben, muß man bie 
Gleichung von Wurzelgrößen frei machen, over alle doppelten Zeichen jeder 
Wurzelgröße von einem geraden Inder beibehalten, weil fonft willführlih Ste- 
tigfeitsunterbrechungen eingeführt würben, die von der Richtung der Hülfslinien 
herrührten, welche man zu Eoordinatenaren nehmen Fönnte; aber zur DBefchrei- 
bung der Curve an fich betrachtet, unzuläflig find. 

Diefes ift die Grundlage des Zufammenhanges zwifchen der Algebra und 
der Geometrie, indem die Algebra durch das doppelte Zeichen der Wurzelgrö- 
Ben von geravem Inder Zweige oder Stüde von Eurven vereinigt, welche in 
der That demfelben geometrifchen Orte angehören. 

Uebrigens wird diefer gegenfeitiger Zufammenhang zwifchen der Geometrie 
und Algebra oft in einem zu abfoluten Sinne genommen, weil berfelbe beſon⸗ 
ders bei der Unterfuchung der einfachften, gewöhnlich beim Unterrichte gewählten 
algebraifchen Eurven fich herausftellt; aber im Allgemeinen bei transcendenten 
Eurven nicht mehr flattfindet., So muß z. B. Die in der Gleichung der Cycloive 
vorkommende Wurzelgröße des zweiten Grades ($. 176) entweder mit dem 
Zeichen +, oder mit dem Zeichen — genommen werden, und wenn man beive 

15 
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Zeichen zugleich anmwenbete, fo würden zwei einzelne Cycloiden conftruirt, welche 
nicht als venfelben geometrifhen Ort bildend oder als zwei Zweige berfelben 
Curve betrachtet werben fünnen. Eben fo fann man die negativen Werthe von 


r und ꝙ bei der Conftruction der hyperboliſchen Spirale r = — verwerfen, 


oder zulaffen; denn wenn man fie zuläßt, fo wendet man nur eine erlaubte 
Convention an, und wenn man fie verwirft, fo wird weder eine geometrifche 
Analogie aufgehoben, noch eine mit den geometrifchen Bedingungen der Be— 
fchreibung der Curve unverträglihe Stetigkeitsunterbrechung eingeführt. 


Umgefehrt, wenn die Ordinate einer algebraifhen Curve einen Ausdruck 
von transcendenter Form befommt, und 3 B. durh eine Reihe ausgedrüdt 
wird, fo bietet der transcenvente Ausdrud gewöhnlich StetigfeitSunterbrechungen 
dar, welche der Zeichnung der Curve fremd find. Diefes findet z. B. bei der 
Gleihung (q) in $. 113 ftatt, deren zweiter Theil die Ordinate einer geraden 
Linie ausprüdt; aber nur zwifchen gewiffen Grenzen, und wir werben fpäter 
feben, daß ſich Beiſpiele verfelben Art beliebig viele anführen laſſen. 


$. 209. Wenn alfo von der zwifchen der Geometrie und Algebra flatt- 
findenden gegenfeitigen Beziehung die Rebe ift, fo muß der Ausdruck Algebra 
in einem engern Sinne genommen werden, indem man bemerkt, daß es ſich 
blos darum handelt, Linien durch eine algebraifche Gleichung zwiſchen gerad- 
linigen, zu feften Aren parallelen Coorvinaten auszubrüden. Diefer gegenfei- 
tige Zufammenhang zwifchen der Geometrie und Algebra hat in den weiter 
oben erwähnten Eigenfchaften der algebraifchen Gleichungen und in dem Um— 
ftande feinen Grund, daß in einem folchen Eoordinatenfoftem jede Gleichung des 
erften Grades mit zwei Veränderlichen eine unbeftimmt verlängerte gerade 
Linie ausdrückt. 


Descartes nannte daher alle Curven, welche in einem Syſteme ortho— 
gonaler Coorbinaten durch algebraifche Gleichungen ausgevrüdt werben, geo- 
metrifche Eurven, und mehanifche Eurven dagegen diejenigen, welche 
in einem ſolchen Eoordinatenfofteme durch transcendente Gleichungen ausgebrüdt 
werben, wie z. B. bie Spiralen, oder die Eycloide; allein dieſe unrichhigen 
Benennungen find jegt außer Gebrauch gefommen. Man fann fehr wohl die⸗ 
jenigen Eurven, welche Descartes geometriſche nannte, algebraifche nennen; 
allein man fann den Charakter der geometrifhen Curven nicht durch eine genaue 
Definition firiren, obgleich diefe legte Benennung auf gewiffe Curven anwendbar 
ift und auf andere nicht. So find z. B. die Cycloide und Ellipſe offenbar 
Curven, deren vntitepung man fich vorftellen fann, und deren mannichfache 
Eigenſchaften nah der Methode der veinen Geometrie, unabhängig von der 
Anwendung der Algebra und von jeder Eonvention über ein Syſtem willführ- 
licher Coorbinaten unterfucht werben koͤnnen, und fie find daher in dieſem 
Sinne geometrifche Curven. Wenn man dagegen ganz zufällig eine algebraifche 
Gleichung eines beliebigen Grades mit zwei Veränderlichen, oder eine trane- 
cendente Gleichung von einer fonderbaren Form bildete, fo würde ber geome- 
trifhe Ort einer foldhen Gleichung nur höchſt felten geometrifche Eigenſchaften 
haben, vermöge welcher fich die Erzeugung der Curve denken oder bewerfftefli- 
Tiege, weun man fie nicht auf beliebige Coordinatenaxen beziehen, und die Durch 
die Gleichung ausgebrüdte Relation zwifchen den Zahlenwerthen ihrer Coordi- 
naten anwenden wollte. Cine folche Curve Fönnte, wie die Eflipfe oder bie 
Cycloide, noch eine algebraijche oder transcenvente fein, allein fie würbe für 
feine geometrifche Curve gelten Fünnen. 


$. 210, Die algebraifchen Curven können ebenfowenig vorfpringende, 


229 


als Zerreigungspunfte haben. Denn wenn man zwiſchen der Gleichung 
einer algebraifchen Eurve: 


Fix, y)=0, (a) 

welche von Wurzelgrößen und Nennern befreit iſt, und ihrer erflen Ableitung: 
dr dF ı__ 
F 5* (a‘) 


eliminirt, fo erhält man eine ebenfalls von Wurzelgrößen und Nennern freie 
algebraifhe Gleichung zwilchen x, y’, fo daß die abgeleitete Curve, deren 
Abſeifſe x und deren Ordinate y’ ift, feine Zerreißungspunfte haben fann, was 
nothwendig der Fall fein würde, wenn die urfprüngliche Curve vorfpringenve 
Punkte hätte. 

Eine algebraifhe Curve kann auch Feine fingulären Punfte haben, worin 
der Krümmungshalbmefler plöglich von einem endlichen zu einem andern enbli= 
hen Werthe überginge; denn der Krümmungshalbmeffer ift eine algebraifche 
Sunction der Ableitungen y’, y“, und die Ableitung »“ ift ſowohl als y’, eine 
algebraifche Zunction von x. Daffelbe gilt vom der nen Ableitung yo, wo u 
eine beliebige ganze Zahl ift, 

Die Stetigkeitsunterbrechungen von einer beliebigen Ordnung, welde eine 
algebrasiche Function erfahren kann, rühren alfo immer von dem Durchgange 
einer ihrer Ableitungen und der folgenden Ableitungen dur das Unendliche 
und niemals davon ber, daß die abgeleiteten Kunctionen von einer gewiffen 
Ordnung an plöplich von einem endlichen Werthe zu einem andern endlichen 
Werthe übergeben. 

6. 211. Die Zerreifungs- und vorfpringenden Punkte der transcenventen 
Eurven laſſen ſich durch eine, der Natur der in ver Gleichung der Curve vor- 
fommenden transcendenten Function fpeciell entfprechende, Unterfachung beſtimmen. 
1 


Sp erkennt man z. B. aus der Beſchaffenheit der Funetion e * , welche für 
x = 0 verfohwindet, oder unendlich groß wird, jenachdem x gegen Null con- 
vergirt, indem es pofitive oder negative Werthe durchläuft, dag der Zweig ber 
Sure (1), deffen Abfeiffe pofitio ıft, im Punfte x—=0, y=1 plöglih ab- 
bricht. Betrachten wir ferner die Curve, deren Gleichung folgende if: 


x 





J — ı ! 

1 + e* 
fo verſchwindet die Function y für x = 0, man mag x eine Reihe pofitiver, 
oder eine Reihe negativer Werthe durchlaufen laſſen; denn der Ausdruck für y 


wird in beiven Fällen — =(, * — 0. Die Curve geht alſo durch 


den Anfangspunkt und dehnt ſich ſowohl nach der Seite der negativen, als nach 
der der poſitiven Abſeiſſen aus. Wenn man die Ableitung nimmt, fo er- 
halt man: 

1 1 


"= 7 * I ° 

1+ e* rl r er) 
Sett man nun x = 0, fo findet man y'—= 0, oder y — 1, jenachdem man 
x pofltive, oder negative Werthe durchlaufen Täßt, um zu der Grenze Null zu 
gelangen. Der Anfangspunft der Koordinaten ift folglich ein vorjpringender 
Punkt der Eurve umd der Zweig, deflen Abſeiſſen pofitio find, berührt die Are 
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der x in diefem Punkte, während bie Tangente des andern Zweiges in biefem 
Bunfte unter einem Winfel von 450 gegen biefe Are geneigt iſt. 

Eben fo fände man, daß der Anfangspunft der Coordinaten ein vorfprin- 
gender Punft der Curve ift, welche durch die Gleichung: 





y=x arc.tang. _ (2) 
ausgebrürt wird, deren Ableitung folgende ift: 


x 
1+x 
Denn jenachdem x gegen Null convergirt, indem es pofitive, ober negative 
Werthe durchläuft, Hat man an ber Grenze y = 7 a, over „= -—% 


Uebrigens Hat die Unterfuchung biefer Arten von Curven aus den bereits früher 
angegebenen Gründen nur ein geringes Intereſſe für die Geometrie, weshalb 
wir uns auch dabei nicht Länger aufhalten wollen. 


$. 212- Die Eurve, deren Ordinate y ift, erfährt eine Inflexion, 
wenn die Ableitung y! durh ein Maximum, oder Minimum geht, e8 mag 
viefes ein gewöhnliche Marimum, oder Minimum fein, in weldem Falle 
das Keppler'ſche Princip anwendbar ift, oder ein einer Stetigfeitsunterbredhung 
der Function y’ entiprehendeg Marimum oder Minimum Die Regeln 
zur Deflimmung der Marima und Diinima der erpliciten oder impliciten Func⸗ 
tionen von einer einzigen veränderlihen Größe, laſſen fih folglich unmittelbar 
auf die Beftimmung der Inflerionspunfte der Curve anwenden, ohne daß man 
zu biefem Zwecke beiondere Verfahrungsarten zu fuchen braucht. Der Inflerions- 
punft wird gewöhnlich durch Die Gleichung y’ — 0 und zufällig durch 
y.—=+ © arafterifirt; allein es kann gefchehen, daß bie eine, oder Die 
anbere diefer Gleichungen erfüllt wird, ohne dag die Curve in dem entfpre- 
chenden Punkte eine Inflexion erfährt, Wenn die Curve durch eine von Wur- 
zelgrößen und Nennern befreite algebraifche Gleichung (a) gegeben iſt, fo eli= 
minirt man y zwifchen diefer Gleichung und ihrer unmittelbaren Ableitung (a°), 
und bie refultirende Gleichung, welche implicite y! als Function von x beftimmt, 
dient alsdann zur Beftimmung der Werthe von x, welche die Function y’ zu 
einem Marimum, oder Minimum mahen, und folglich auch zur Beftim- 
mung der Inflexionspunkte der gegebenen Curve. 

Betrachten wir noch die durch die Gleichung: 

y? = ax? + x? (3) 
ausgebrüdte Eurve, welche, jenachdem der Coefficient a pofitiv, Null, ober 
negativ ift (indem b immer pofitio bleibt) eine ver drei in Figur 57, 58 und 
59 angegebenen Formen annimmt. Aus der Gleichung (3) folgt: 

(2a + 3bx)2 ya’ (a + ?bx)2 yun — Ibis 
4(a + bx) (a + bx)? j 64 (a+bx)> 
Die Werthe von x, welde y’ zu einem Marimum oder Minimum maden, 
werben durch die Gleichung a + Ibx = 0 gegeben. Wenn a pofitio iſt, fo 
macht der fich daraus ergebende Werth von x die Functionen y’ und y imaginär, 
und folglich Tann diefer Werth Feinem Suflerionspunfte der Curve entfprechen. 
Wenn a — 0 ift, fo gebt y“ für x— 0 dur das Unendliche, flatt zu 
verjehwinden, und die gegebene Curve, welche die Neil’fhe Parabel wirb 


($. 197), kann Feine Inflerionspunfte haben, weil bie negativen Werthe von 
x die Functionen y’ und y imaginär machen. Ä 


y'’=arc. tang. — 
x 


12* 
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Aber wenn der Evefficient a negativ ift, fo erfährt die Curve in ben ber 
gemeinfchaftlihen Abſciſſe x = — ee entiprechenden Punkten zwei Inflerionen. 
Die Gleichung (1) gibt: 
1 


_ 1 
=! z, ya Bu (=), 
x x 
und die transcendente Curve, welche diefe Gleichung ausdrückt, Kat folglich 
einen der Abfciffe x = 1 entiprechenden Inflerionspunft. 

Die Beftimmung der Punfte der größten oder Meinften Krümmung 
fommt, wie wir in $. 194 gefehen haben, auf die Beflimmung der Werthe 
von x, y zurüd, welche ven Krümmungshalbmeſſer o zu einem Minimum 
oder Marimum machen, und zu gleicher Zeit der Gleichung der gegebenen 
Eurve genügen. Wenn diefe Gleichung eine algebraifche ift, fo fann man durch 
Elimination immer eine andere algebraifche Gleichung zwifchen x, o erhalten, 
und man bat alsdann nur noch die gewöhnlichen Regeln zur Beftimmung der 
Werthe von x anzuwenden, welche die implicite Junction o zu einem Mari- 
mum oder Minimum machen. 


$. 213. Die Punkte, worin fi) mehrere Zweige derfelben Kurve begeg- 
nen, d. h. ſchneiden oder berühren, werden vielfache Punkte genannt. 
Wenn die Berührung von einer geraden oder ungeraden Ordnung ift, fo 
findet nad $. 205 zugleih ein Durchſchneiden flatt oder nicht. in einziger, 
ın fich felbft zurüclaufender Curvenzweig kann ebenfalls vielfache Punkte dar- 
bieten. Der vielfache Punkt ift ein doppelter, dreifacher, vierfacher, ..., 
jenahbem ein Zufammentreffen von zwei, drei, vier .... Zweigen ober 
heilen derfelben Curve ftattfindet, und alsdann hat die Drbinate in ber un- 
mittelbaren Nähe des vielfachen Punktes zwei, drei, vier ... reelle Werthe, 
welche derfelben Abſeiſſe entfprechen. 

Die vielfachen Punkte, worin ein bloßes Durchſchneiden ohne Be— 
rühren flaftfindet, find wohl von denen zu unterfcheiven, worin eine Berüh- 
rung ftattfindet, weil man, wenigftens für alle algebraifhen Curven, bie 
Punkte der erfter Art immer durch ein allgemeines Verfahren beftimmen kann, 
während fih tie Punkte der zweiten Art nur durch Verſuche von ven conju- 
girten Punften und ven Rückkehr- oder Wendepunften, wie wir bald 
ſehen werden, unterfcheiven Taffen. 


Es fei wieder: 








Fix,y)=0 (a) 
die von Wurzelgrößen und Nennern befreite Gleichung einer algebraijchen 
Eurve, fo gibt ihre Ableitung der erflen Ordnung: 


dF dF 
— ı — = ' 
dx + dy ’ e) 
. V IF dF 
für y immer einen einzigen reellen Werth, wenn bie Ableitungen a 5F 


nicht zu gleicher Zeit verſchwinden. Soll alſo eine algebraiſche Curve einen 
vielfachen Durchſchnittspunkt haben können, fo muß man zunächſt die 
beiven Gleichungen haben: 

“ =, ir =, (b) 
dx dy 


und die Ableitung der zweiten Ordnung: 


dF EFF GW, dF,_ u 
ira tr "= (a') 
reducirt ſich folglih für die Werthe von x, y, welche ben Gleichungen (a) 
und (b) gleichzeitig genügen, auf: 

d2 F d?F d?F 

— —— — gl 42 = (), 

rt ta (e) 
Wenn man aus diefer letzten Gleichung zwei reelle Werthe für y’ ableiten 
fann, fo Hat die Curve einen doppelten Durchſchnittspunkt. 


Es fei 3. B. die Gleichung gegeben: 
(a —ı?), (4) 





welche die unter dem Namen Lemniscate befannte Eurve ausprüdt ($. 60), 
fo werben die Gleichungen (b) und (c): 


a? — 3r? 








x(a? — 22) — ı? (0, y=(0, PP! = ni 
Hieraus folgt, daß der Anfangspunft ver Coordinaten ein boppelter Punkt iſt, 
worin ſich zwei Bogen der Curve rechtwinklig durchfchneiven, weil die beiden 
Tangenten unter einem Winfel von 45° gegen die Abfeiffenare geneigt find. 
Außerdem ift diefer doppelte Durchfchnittspunft ein In flexionspunkt; denn 
die Gleichungen zwilchen y’', x und. y’', x find: 
x? (2x2 — 342)2 un — 9 a6 
al(a2 — x2)s ' I (a? — x2)5’ 
und geben „’—=0 für x= 0, während y’! einen endlichen Werth behält. 
Eben fo fände man, daß der Anfangspunkt ein boppelter Punft ber 
Eure (3) ift, weil die beiden Tangenten_mit der Abfciffenare Winkel bilden, 
beren trigonometriiche Tangenten durch a und — ,/ a ausgedrüdt werben, 
indem ber Parameter a als poſitiv vorausgefegt ift (Fig. 57). 
$. 214. Diefe Regel kann zuweilen auch auf transcendente Curven an- 
Yan werben, und zur Beflimmung ber vielfahen vorfpringenden 
unfte dienen. Es fei 3. B. die Eurve: 


ya — 





2 
(' — X arc. ung —) — x? 008.x_. 0 (5) 
x 


gegeben, fo findet man, daß die Werte x— 0, y=0 den Gleichungen (a) 
und (b) genügen, und man bat: 

er = er = — 2[ arc. tan j — 

dx. —7 2 dxdy — u 6 x am)" 


1 
rm 2 ( arc. fan 4 ) 6 _ Bu or. =) 
de IE I m) IT 

+ (x? — 2) cos.x + Ax sain. x. 
Die Gleichung (c) verwandelt fih für die Werbe x 0, y=0 in: 


— 72 
y” + + 1=0 
und gibt für y’ bie vier verfchievenen Werthe: 
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n N. 1 7 
> t1 y-ı-—t+t ı—- — 1. 
Der Anfangspunkt der Coordinaten ift alfo ein vorfpringender Punkt ver 
Eurve (5), worin ſich vier Eurvenbogen unter envlichen Winkeln treffen. Der 
vorfpringende Punkt der Eurve (2) fönnte nicht auf dieſelbe Weife gefunden 
werden; denn obgleich y’ für den Anfangspunft zwei verfchievene Werthe an- 


nimmt, fo rebueirt ſich doch in anf die Eonftante 1 und kann nicht für bie 


Werthe <= 0, 0 verſchwinden. 
$. 215. Die Gleichung (e) wird illuſoriſch, wenn zu gleicher Zeit: 
d?F d?2F d?2F 
dx? *o, dxdy =) dy2 *0 (d) 
ift, und alsdann nimmt man bie Ableitung biefer Gleichung, welche fih auf: 
SF, ,EF UF... so (e) 
dx3 dx2 dy dxdy? 7 dy? 5 
reducirt. Wenn dieſe letzte Gleichung für die Werthe von x, y, welche den 
Gleichungen (a), (b), (d) genügen, drei reelle ungleiche Wurzeln hat, 
ſo Hat die gegebene Eurve einen dreifachen Durchſchnittspunkt, während 
diefer Punkt nur einem einzigen Zweige ber Curve angehört, wie die unmittelbar 
vorhergehenden und nachfolgenden, wenn bie Gleichung (e) nur eine einzige 
reelle Wurzel hat. 
Diefer letzte Tall bietet fi) bei der Curve dar, deren Gleichung fol- 


gende ıft: 

„’—xı(— I)’ =0, (6) 
welcher durch die Werthe x — 1, y=0 Genöäge geſchieht, die auch den Gfei- 
ungen (b) und (d) genügen; aber die Gleichung (e) reducirt fich für diefel- 
ben Werthe auf: 

y’3 — 1 — 0, (D 


und geftattet nur eine einzige reelle Wurzel. Uebrigens iſt nach der Korm der 
Gleichung (6) einleuchtend, dag y für alle reellen Werthe von x nur einen 
einzigen reellen Werth haben kann, und daß folglich die Eurve Feine vielfachen 
Punkte würde darbieten können. 

In dem Kalle, wo alle Eoefficienten der Gleichung (e) ebenfalld ver- 
fhwänven, müßte man ebenſo zu einer Gleichung des vierten Grades mit 
y’ übergehen. Wenn diefe Gleichung vier ungleiche reelle Wurzeln hätte, 
fo wäre der den Werthen von x, y, welche den Gleichungen (a) und (b) ge- 
nügen, entfprechende Punkt ein vierfaher Durchſchnittspunkt. Wenn 
die in Rede flehende Gleichung nur zwei ungleiche reelle Wurzeln hätte, 
fo wäre ver fraglihe Punkt ein doppelter, und wenn fie endlih zwei 
ungleiche und zwei gleiche reelle Wurzeln hätte, fo würben bie beiden 
erftien wieder den Durchſchnitt zweier Eurvenzweige in bem entfprechenden 
Punkte (x, y) andeuten, und wir werden fogleich ſehen, welche Bedeutung die 
beiden gleihen reellen Wurzeln haben. 

Dffenbar kann man diefe Unterfuchung beliebig weit fortfegen, fo daß man 
eine direkte und zuverläflige Methode zur Befkimmung der vielfachen Durd- 
ſchnittspunkte aller algebraifchen Curven und bes Grades ihrer Bielfachheit 
ober * Anzahl der Curvenzweige, welche ſich in dieſen Punkten durchſchnei⸗ 
en, hat. 

$. 216. Wenn die Gleichung mit y’, auf welche man durch Anwendung 
der vorhergehenden Methode kommt, von einem geraden Grabe tft und lauter 








234 


imaginäre Wurzeln bat, fo ift der Punkt, deſſen Eoorbinaten nach der Bor- 
ausfeßung den Gleichungen (a) und (b) genägen, ein conjugirter Punkt, 
d.h. ein ifolirter, aber dennoch mit in der Gleichung (a) begriffener Punkt, fo 
daß der geometrifhe Ort diefer Sreiung aus dem Spfleme einer fletigen 
Linie und eines ifolirten Punktes befteht. Kine Linie kann mehrere, und fogar 
unendlich viele conjugirte Punkte haben, wenn ihre Gleichung eine transcendente 
it. Eine Gleichung mit zwei Veränderlichen kann auch zuweilen nur einen 
Bunft, oder ein Syitem iſolirter Punkte ausdrücken; allein diefes iſt nur ber 
Fall, wenn fie fih ın mehrere verfihievene Gleichungen zerlegen läßt, oder mit 
dieſen gleichbeveutenn iſt. Diefes ift 3.2. bei den Öleihungen von der Form: 


[y (x, „+ [VG, PR? =0 
der Fall, welche mit dem Syſteme der beiden Gleichungen: 


ya, =0, ya, y)=0 
gleichbeveutend ıfl. 


Der Anfangspunft der Coorbinaten ift.ein conjugirter Punkt, ver 
durh die Sleihung (3) ausgevrüdten Eurve, wenn man dem Parameter a 
einen negativen Werth beilegt. Die Gleichungen (b) und (c) werden in bie- 
tem Falle: 

2,y=0, 2ax + 3bx? = 0, y2 — 3x — amt, 
wovon ben beiden erften burch die Werthe x 0, y= 0 genügt wird, und 
wenn man in ber britten x= 0, a <0 feht, fo ergeben fih daraus für y' 
nur imaginäre Wertbe. Wenn man übrigens die Gleichung (3) auf fol- 
gende Form bringt: 
y=tx Y\x +a, 

fo fiept man offenbar, daß ihr durch <= 0, y—= 0 Genüge geſchieht, und 
daß bie Orbinate y, wenn a negativ und b pofltiv angenommen wird, für 
Aa pder negative Werthe von x, wie wenig fle auch von Null verſchieden 


ein mögen, imaginär bleibt, und nur dann reell wird, wenn x größer if, 


a 
ale — y° 


‚ Man fann bemerfen, daß der conjugirte Punkt O (Fig. 59) gewiſſermaßen 
die Stelle des Knotens Omn (Fig. 57) vertritt, welcher durch die Berände- 
rung des Zeichens des Parameters a verſchwunden ift, und man kann fih auf 
biefe Weife, infoweit e8 der Gegenftand geftattet, von der geometrifchen Be— 
deutung ber eonjugirten Punkte Rechenfchaft geben. 

„Es ft Teicht einzufehen, weshalb man die conjugirten Punkte mit ben 
vielfachen au gleicher Zeit erhält; denn ein conjugirter Punkt iſt derjenige, 
worin zwei conjugirte imaginäre Wurzeln der Gleichung (a), nämlich: 


=p+af/-1, (a,) 


‚zpax—paf—lı (a,) 
durch das Verſchwinden der Function aux einander gleich reell und werden. Man 
kann alfo den conjugirten Punft als den Durchfchnittspunft zweier imagindrer 
Zweige der Curve (a) betrachten. Für jeden diefer Zweige gibt die Gleichung 
(a’) einen einzigen imaginären Werth von y’, und man muß folglich zwei ima- 
Fe Werthe von y’ für das den beiden imaginären Curvenzweigen gemein- 
chaftliche Werthſyſtem von x, y oder für die reellen Coordinaten bes conju- 
girten Punktes haben. Die Gleihung (a’) fann alfo nicht mehr zur Beſtim⸗ 
mung eines einzigen Werthes von y' dienen, und die Gleichungen (b) müſſen 
durch die dem conjugirten Punkte entfprechenden Werthe von x, y erfüllt werten. 


235 


— 


In algebraiſchem Sinne hat bie Curve (6) einen den Coordinaten x — 1, 
y=0 und den imaginären Wurzeln ver Gleihung (7) entſprechenden conju- 
girten Punft; allein diefer conjugirte Punkt fällt zufällig mit einem Punkte des 
reellen Zweiged der Curve zufammen. Einige Schriftfteller fagen in viefem 
Falle: der conjugirte Punkt fei nicht mehr fichtbar, d. h. er habe feine geo- 
metrifche Seifen mehr. 

$. 217. an fieht leicht ein, daß ver Werth von x, welcher einem con- 
jugirten Punkte der Eurve (1) entfpricht, zufällig auch einem conjugirten Punkte 
ber abgeleiteten Curve, beren Abfeiffe x und deren Ordinate y’ ift, und fogar 
auch einem conjugirten Punkte der abgeleiteten Curve der zweiten Ordnung, 
deren Ordinate y’’ iſt, u. ſ. f. entfprechen fann. So ift 3. B. der Anfangs- 
punft der Eoorbinaten offenbar ein conjugirter Punkt der Eure: 


2 S ax + br’, der y—+x? ı/ bx + a) 


wenn man, wie weiter oben, b>0, a <0 feßt, und er iſt auch ein coniu- 
girter Punkt der abgeleiteten Curve: 
+ x(5bx + ba) 
72 NG bx + a 
denn die Gleichung (c) reducirt fih in dieſem Falle auf y'?=0 und hat Feine 
imaginären, fondern gleiche reelle Wurzeln. Allgemein, wenn die Koordinaten 
x, v eined conjugirten Punktes nicht imaginären Wurzeln der Endgleihung 
mit y’, auf welche die obige Methode führt, entſprechen; fo entfprechen fie gleichen 
reellen Wurzeln derfelben Gleichung von einer geraben Anzahl. Um viefes 
zu beweifen, wollen wir bemerken, daß, wenn zwei Curvenzweige einander in 
dem Punkte (x, y) nicht durchfchneiven, fondern fi berühren, die correfponbi« 
renden Werthe von y’, welche ın dem Falle des Durchfchnittes der Curven⸗ 
zweige ungleich waren, einander gleich werden müflen, ohne imaginär zu 
werben, und da alsdann bie beiden Eurvenzweige eine gemeinfchaftlihe Zan- 
gente befommen, fo Tann man auch) fagen, daß ra zwei einander unendlich nahe 
liegende gemeinfchaftliche Yunfte haben. Ebenfo, wenn den Coorbinaten bes 
eonjugirten Punktes ein reeler Werth von y’ entfpricht, fo kann man fagen, 
dag bie imaginären Curvenzweige (@,), (a@,) zwei einander unendlich nahe 
liegende gemeinfchaftliche reelle Yuntie aben, oder daß dieſe Zweige einander 
berühren, und folglich muß die Gleichung mit y' gleiche Wurzeln befommen. 
Dieſes erhellet übrigens aus der Form der Gleichungen (a , (a,), weil, 
wenn ber aus ber Gleichung (@,) abgeleitete Werth von y’ für bie Abfeiffe x 
des conjugirten Punktes reell ıft, der Werth von x nicht blos die Function 
dx, fondern auch ihre Ableitung x verfchwinden macht, und alddann iſt ber 
aus der Gleichung (A,) abgeleitete Werth von y’ derfelbe, als ver, welder 
fih aus der Gleichung (@,) ergibt. Die Zunchon y’ befommt alſo in dem 
eonjugirten Punkte zwei gleiche Werthe, und fie fünnte deren auch vier, ober 
je 8, ober eine beliebige gerade Anzapl befommen, je nach der Anzapl 
ber paarweife conjugirten Curvenzweige, welche den conjugirten Punkt zum 
gemeinfchaftlihen Beruͤhrnngspunkte haben. 

$. 218, Wir werben fagen: daß zwifchen zwei Eurvenzweigen eine Be- 
rührung der erfien Art flattfindet, wenn biefe beiden Qurvenzweige auf 
beiden Seiten der gemeinichaftlichen Tangente liegen (Fig. 61), unb eine 
Berührung ber zweiten Art, wenn bie beiden Curvenzweige auf derfel- 
ben Seite ber gemeinfchaftlihen Tangente Tiegen (Fig. 62). Wenn fi) bie 
beiden Eurvenzweige in dem Berührungspunfte vereinigen, ohne darüber hinaus 
zu gehen, fo verwandelt fih ver vielfadhe Berührungspunkt in einen Rück⸗ 
kehrpunkt (eine Spitze) der erſten oder zweiten Art (Fig. 63 und 64), 
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jenachdem bie gemeinfchaftlihe Tangente zwifchen die beiben Gurvenzweige 
fällt, oder beide Eurvenzweige auf derfelben Seite ber Tangente liegen. 
Die Eycloide und die Evoluten der Kegelfchnitte haben uns bereits Beifpiele 
yon Rüdkfehrpunften der erften Art dargeboten. Die Eurve: 


(y— ax!)2 —b?x5, oder y=ar! + bx2,/ x 


bat im Anfangspunfte der Coordinaten einen Rückkehrpunkt der zweiten Art; 
denn ihre Gleichung gibt: 


y=2aıHt , b Vx, + b/x, 


und wenn man x0 feht, fo ft y=0, y — 0 und bie beiden Werthe 
von y“ werben einander gleich, nämlih — 2a, Die Werthe von y’ haben 
folglich für beide Curvenzweige daffelbe Zeichen, welche daher ihre Eoncavität 
nach vemfelben Sinne fehren (Fig. 65). 

Wenn man fich vorftellt, daß eine gerade Linie fih in ber Ebene einer 
Curve fo bewegt, daß fie diefe Curve beftändig berührt, fo Fann der Berüh— 
rungspunft als ein fich auf der beweglichen geraden Linie bewegender Punkt 
betrachtet werden. Der Sinn der Gefchwindigfeit dieſes Punktes ändert fich 
oder er nimmt auf der beweglichen geraden Linie eine entgegengefeßte Bewe— 
gung an, wenn biefe gerade Linie bie Curve in einem Rückkehrpunkte ver erften, 
oder der zweiten Art berührt, und wenn der Rüdfchrpunft von der zweiten 
Art ift, fo ändert fih auch der Sinn der Rotation der beweglichen geraden 
Linie auf der Ebene, wie bei den Inflexionspunkten. 

$. 219. Kurz, wenn die Gleichung mit y', wovon bisher die Rede ge- 
weſen ift, gleiche reelle Wurzeln bat, fo fünnen diefe Wurzeln entweder viel- 
fachen Berührungspuntten, over Rückkehrpunkten, over endlich conjugirten Punk⸗- 
ten entfprechen. Derfelbe analytifche Charakter muß diefen drei Arten fingulärer 
Punkte zufommen; denn man fann durch (a,), (a,) immer zwei Jweige der 
Eurve (a) bezeichnen, welche reell, oder imaginär find, jenachdem die Function 
ıx imaginär, oder reell if. Es bezeichne Yx eine reelle Function und wirb 
in dem gegenwärtigen Falle angenommen, daß der Werth, weldher dx ver- 
fhwinden macht, auch b’x zu Null macht. Es fer & vieler Werth, fo findet 
zwifchen ven beiden Eurvenzweigen eine gewöhnliche Berührung der erften, oder 
zweiten Art flatt, wenn Ax imaginär bleibt, wie wenig die Werthe von x auch 
größer, oder Heiner fein mögen als &. Wenn Yx imaginär ift für Werthe 
von x, welche beliebig wenig Feiner find, als & und reell für Werthe von x, 
welche beliebig wenig größer find, als &, oder umgefehrt; h iſt der finguläre 
Punkt ein Räckkehrpunkt ver erften, oder zweiten Art. Wenn endlich ver Werth 
von x für die Werthe von x, welche unmittelbar größer, oder Feiner find, 
als &, reell bleibt, fo find die beiven Curvenzweige imaginär, und der fingu- 
läre Punkt wird ein conjugirter. Nichts ift Leichter, als die Unterſcheidung 
diefer drei Fälle, weun die Function dx erplicite durch Die Auflöfung der ge- 
gebenen Gleichung gegeben ift, und wenn biefes nicht der Fall iſt, fo muß 
man zu Berfuchen jeine Zuflucht nehmen, oder die Curve in der Nähe des 
fingulären Punktes, deſſen Befchaffenheit man wiſſen will, durch Punkte con- 
firuiren. Durch das vorhin angegebene Verfahren werden bie zweifelhaften 
Falle jo viel als möglich befeitigt, und in den Fällen, wo dieſe Unbeftimmtheit 
dem Gegenftande nothwendig inhärirt, wird der Grund berfelben angegeben. 

$. 220. Die Berübrungs- oder Rückkehrpunkte der erften Art unterfchei- 
den fi auch von denen der zweiten Art noch durd ein anderes Merfmal. 
Denn es feien &, 7‘ die Werthe von x nub y’, welche ven Berührungs- oder 
Rückkehrpunkten der erſten Art entfprechen, fo Hat y’ für die dem Werte S 
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benachbarten Werthe von x zwei Werthe, wovon der eine etwas größer und 
der andere etwas Fleiner, als 7’ ift, und hieraus erbellet Teicht, daß die ab— 
geleitete Curve, deren veränderliche Coordinaten x, y’ find, im Punkte (£, 7°) 
eine auf der Are der x fenfrechte Tangente hat, wofern der Punkt (&,7;') nicht 
zufällig felbft ein Berührungs- oder Rückkehrpunkt der erften Art und die Tan- 
gente in diefem Punkte (E, 7°) nicht zu der Are der x parallel if. Die Ab- 
leitung y iſt alfo für die einem Berührungs- oder Ruͤckkehrpunkte ver erften 
Art entiprechenden Werthe von x gewöhnlich unendlich, oder zuweilen auch 
Null. Es findet in dieſer Beziehung zwiſchen den in Rede ſtehenden Punkten 
und ven \nflerionspunften, für welche die Ableitung y’ gewöhnlich Null 
und zuweilen unendlich ift, die Reciprocität ſtatt. 

Der Punkt, welchem auf der abgeleiteten Curve ein Rückkehrpunkt ver 
erften, oder der zweiten Art entfpricht, kann felbft ein Rückkehrpunkt ver erften 
oder zweiten Art fein, umd es gibt Fein Mittel mehr, auf eine allgemeine 
Beije eine Ableitungsorbnung n von folder Befchaffenheit anzugeben, daß vie 
Ableitung y nothwendig unendlich, oder Null fein muß. 


$. 221. Wir wollen biefes Kapitel mit der Angabe des zwifchen ven 
fingulären Pimften einer ebenen Curve und denen ihrer Evolute flattfindenven 
Zuſammenhanges befchließen. Die Formel: 
_Ad+ydi 
oe = —7 
zeigt, daß o unendlich oder die Krümmung Null wird, wenn 7“ verſchwindet, 
was im Allgemeinen in den Inflerionspunften der Evolvente flattfindet, Die 
Normalen der Evolvente in den Inflexionspunkten find alfo im Allgemeinen 
Alymptoten der Evolute (Fig. 66), wogegen die Inflerionspunfte der Evolute 
Rückkehrpunkten der zweiten Art der Evolvente entfprechen (Fig. 6. 


Die fingulären Punkte der Evolvente, worin der Rrümmungshalbmeffer 
durch ein Marimum, oder Minimum geht, entfprechen im Allgemeinen 
Rückkehrpunkten der erften Art der Evolute &i. 52 und 53). Ausuahsmweife 
fann es auch gefchehen, daß dieſe Punkte der Evolvente Punkte find, für 
welche y“ verjchwindet, ohne daß eine Juflexion flattfindet, und alsdann find 
die Normalen in diefen Punften Aſymptoten der Evolute. 

In den Punkten, worin die Evolvente Rückkehrpunkte der erften Art Hat, 
wird y’ gewöhnlich unendlih, o ift Null und die Evolute ſchneidet die Evol⸗ 
vente umter rechten Winkeln (Fig. 54 und 69), Aber es kann zufällig auch 
geichehen, daß y verſchwindet und o unendlich wird oder dag das Perpendikel 
auf der Tangente im Rückkehrpunkte der Evolvente eine Afymptote der Evolute 
it. Wenn die Eoolvente feine algebraiihe Curve ift, fo entfprechen ihren 
Stillſtands⸗ oder Zerreißungspunften eben ſolche Punkte der Eoolute und ben 
oorjpringenden Punkten der erſten Curve entiprechen Zerreißungspunfte ber 
zweiten. Die Evolute bietet ebenfall$ eine Zerreißung dar, oder ihre als 
Aunctionen der Abſeiſſe x der Evolvente betrachteten veränderlichen Coordinaten 
erfahren eine StetigfeitSunterbrechung der erften Ordnung ($. 36), wenn bie 
in dem Ausdrucke der Werthe diefer Coordinaten vorkommende Function y’ 
eine Stetigfeitsunterbrechung derjelben Drbnung, oder wenn die Ordinate y 
der Evolvente eine Stetigfeitsunterbredyung der dritten Ordnung erfährt, fo 
daß die Evolute fo viele Zerreißungspunkte darbietet, als die Function y, welche 
die Ordinate der Evolvente ausdrückt, Stetigfeitsunterbrechungen der erften, 
zweiten und dritten Ordnung erfährt. Die Stetigfeitsunterbredhung ber dritten 
Dronung einer beliebigen Function y wird alſo geometrifch durch eine Stetig- 
feitSunterbrechung der erflen Ordnung der Function bargeftellt, welche die Krüm- 
mung ber Linie mißt, wovon y die Ordinate iſt, oder durch eine Zerreißung 
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der Eoolute diefer Linie. Da man die Evolute der Evolute, u. f. f. ins Un« 
endliche beſchreiben kann, fo folgt, daß fih die Stetigkeitsunterbrechung einer 
beliebigen Ordnung geometriſch definiren laͤßt, ober zur Anfchauung gebracht 
werben fann, 

Die Eoolvente jeder gefchloffenen Eurve ohne Biegungen, wie bie: des 
Kreifes oder der Ellipfe, tft eine fpiralartige, aus einem doppelten Syſteme 
von Windungen gebildete Kurve (Fig. 68); denn die Rotationsbewegung ber 
Tangente der Evolute, vermöge welcher jeder Punkt ver beweglichen Tangente 
mit der Eoolute in Berührung fommt, wird weder in dem einen, noch in bem 
andern Sinne durch etwas beichränft.e Es fei m der Punkt der Evolute, mit 
welchem der Punkt der beweglichen Tangente, welcher die betrachtete Evolvente 
befchreibt, bei der ftetigen Notationsbewegung der Tangente zufammenfällt; fo 
iſt Har, daß die beiden entgegengefeßten Syfleme von Windimgen, woraus bie 
Evolvente befteht, fi) im Punkte m vereinigen und dafelbft einen Ruͤckkehrpunkt 
der erften Art haben. 

Die Evolvente einer Curve, welche eine Afymptote, aber keinen Iufleriond- 
punft hat, wie die logarithmiſche Curve, oder ein Hyperbelzweig, bietet eınen 
Rückkehrpunkt der erften Art und einen Zerreißungspunft dar. Es ſei MN 
(Fig. 69) die Eoolute, AS ihre Afymptote und m der Punkt der Evolute, mit 
welchem der die Evolvente um» befchreibende Punft der beweglichen Tangente 
zufammenfällt; fo hat dieſe legte Curve offenbar in m einen Rückkehrpunkt der 
erften Art, Wenn fi ferner die bewegliche Tangente in dem Sinne mil an 
ber Evolute verrüdt, fo nähert fie fi) ohne Enve der Lage SA, ohne biefe 
jemals zu erreihen. Es gibt alfo auf AS einen Punkt u, welchem fih ber 
befchreibende Punkt mit einer immer mehr und mehr verzögerten Bewegung 
nähert, ohne ihn jemals zu erreichen, und welcher folglich ein wahrer SchIuß- 
punkt der Evolvente tft. 

Die Schluß- oder Stillſtandspunkte Fünnen folglich Curven angehören, 
beren Befchreibung nach geometrifchen Bedingungen beftimmt if, fo daß die 
Eriftenz diefer fingulären Punkte nicht blos eine Folge der Eigenthümlichkeiten 
des Berlaufes einer urfprünglich vein analytifchen Function ift (6. 209). 


Füuftes AMapitel. 
Grundbegriffe der Theorie der Curven von doppelter Krümmung. 





6. 222. Eine Linie wird im Raume beflimmt durch zwei Gleichungen 
zwilchen den Coorbinaten x, y, z, welche die Entfernungen eines beliebigen 
Punktes der Linie von drei aufeinander fenfrechten ſeſten Ebenen ausdrücken, 
und umgetehrt fann das Syſtem zweier ſolcher Gleichungen durch eine im 
Raume befihriebene Linie, deren rechtwinflige Coordinaten x, y, z find, bar- 
gefent werden. Die fragliche Linie im Raume wird auch graphiſch durch Die 
eiven ebenen Curven beftimmt, welde ihre Projectionen auf zwei der Coordi⸗ 
natenebenen, 3. DB. auf den Ebenen der xy und xz find. Die Gleichungen 
der Projectionslinien werden erhalten, wenn man abwechfelnd z und y zwifchen 
den Gleichungen : 


(X y)=0, fx, yı)=d, (1) 
welche die Linie im Raume beflimmen, eliminirt. 
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Man ann diefe Linie als ven Durchſchnitt zweier cylinbrifcher Flächen 
betrachten, deren Baſen die Projectionslinien auf den Ebenen der xy und ber 
xz unb deren gerade Erzeugungslinien reſp. zu ben Aren der = und ver y 
parallel find. 


Im Allgemeinen find die auf dieſe Weife im Raume beflimmten Linien 
nicht eben, d. h. es Liegen nicht blos alle ihre Punkte nicht in derſelben Ebene, 
fondern jeder noch fo Fleine Bogen verfelben kann nicht in einer Ebene 
liegen, und man nennt fie daher Linien oder Curven von doppelter 
Krümmung, welde Benennung die Folge erflären und rechtfertigen wird. 
Bermöge der beiden Gleichungen der Curve fann nur eine ber brei Veränder- 
lichen x, y, z als unabhängig betrachtet werden, und bie beiden andern, fowie 
ihre Ableitungen aller Ordnungen, find entwicelte oder unentwidelte Functionen 
verfelben. Allein der Symmetrie der Formeln wegen, welche bier um fo 
werthvoller ift, da dieſe Formeln ziemlich zufammengefeht find, wird es zweck⸗ 
mäßig fein, x, y, z als drei Functionen derfelben unabhängigen Veränderlichen 
t zu behandeln. Zur Kirirung der Begriffe kann man fich vorflellen, daß t die 
Zeit bezeichnet, und daß die Curve durch einen beweglichen Punkt befchrieben 
wird, befien Bewegung durch drei Gleichungen zwiſchen x, y, =, t beftimmt 
wird. Wenn man zwei Verbindungen diefer zu je zwei genommenen Gleichun⸗ 
gen bifvet, und t zwifchen den beiven Gleichungen jeder Gruppe eliminirt, fo 
erhält man die beiden Gleichungen ber Curve wieber. 

6. 223. Wenn man die beiden auf der Curve Tiegenden Punkte (x, y, =), 


(x + x, y+ Sy, z + 42) durch eine Sehne verbindet, fo wird befannt- 
lich die Länge derſelben ausgedrückt durch: 


VAxı + I + An, 
und die Gleichungen ihrer Projectionen auf die Ebenen der xy und xz find: 


4A A — 
= Zen (2:2 6-2), 


wo &, n, & die veränberlichen Coorbinaten bezeichnen. Endlich bildet dieſe 
Sehne mit den durch den Punkt (x, y, =) in dem Sinne der pofitiven Coor⸗ 
dinaten zu den Aren der x, der y und der = gezogenen Parallelen, Winkel, 
deren Eofinus reip. ansgebrürt werben durch: 

+ 4x + 45 + 4: 

a m nm I 7—— 
Y As: + Ay: + 12 Y Axı + 4y2 + 422 Y Axı £ Ay: + Aa 
Wenn fi) der zweite Punkt dem erften ohne Ende nähert, fo nähert ſich die 
Sehne ohne Ende einer beflimmten Lage, welche die der Tangente der Enrve 
im Raume if. 3u gleicher Zeit nähern ſich die Projechionen des zweiten 
Punktes auf denfelben Ebenen, und bie Projection der Sehne nähert fih einer 
beftinmten Rage, welche die der Tangente der Projectionslinie if. Folglich 
find die Tangenten der Projectionslinien die Projectionen der geraden Linie, 
welche im Raume die projectirte Linie berührt, und dieſe Tangente wird folg- 
lich durch das Syſtem ber beiden Gleichungen: 


d d u 
= (FR) —— —99), 
beſtimmt, welche die Gleichung: 


d 
1-= (ld . 
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zur Folge haben. Es iſt ſymmetriſcher und folglich eleganter, dieſe drei Glei- 
chungen in die eine Formel: 
dx dy dz 2 
ae u 5 Zu So 
zufammenzufaflen, welche fih nach Belieben wieder in zwei befondere Gleichungen 
auf fo viele verſchiedene Werfen zerlegen läßt, ald man aus brei Dingen Com- 
binationen zu je zwei bilden fann. Die Formeln diefer Art kommen befonders 
bei ven Anwendungen der Analyfis auf die Geometrie in brei Dimenfionen 
Aufig vor. 
’ N en a, ß, y die Winkel bezeichnen, welche die Tangente ver Curve 
im Raume mit den Aren der x, y, = in dem Sinne ber pofitiven Coordinaten 


bildet, fo Hat man: 








+ dx +dy 
co8. a = — os. Ba — —, 
Y dx? + dy2 + dz2 V dx? 4 dy +dz? 
cos. 3) 


Y dx: — dy: + der 
ober wegen: 
co.2% + cos? ß + cos? y—1 


auch : 
de _ I — MÜ_ _+ (Hays ra 
cos. —co.ß cos. — 

Unter der Länge des Bogens einer Curve von doppelter Krümmung 
verfteht man die Grenze, welcher fi) die Länge eines in den Eurvenbogen 
befchriebenen windſchiefen Polygonftüdes ohne Ende nähert, wenn die Anzahl 
der Seiten deſſelben ohne Ende zu- und jede Seite ohne Ende abnimmt, indem 
die Endpunfte des Curvenbogens mit denen des Polygonſtückes zufammen fallen. 
Wenn demnach s die Länge des Bogens einer Curve von boppelter Krümmung 
bezeichnet, indem diefe Länge von einem auf der Curve willführlich genommne= 
nen Punkte aus gezählt wird, fo hat man: 


d—+ / dx? +dy? +da2, (a) 
je nachdem der Bogen mit der Abfeiffe zu- oder abnimmt, und das Differen- 
zial ds pofitio oder negativ if. Ferner hat man auch: 

—. dx —. dy —_, dz 
amt -ı cos. Bei cey=t+t-- . 

Wir betrachten die Gleichung (a) als die. analytifhe Definition der Größe 
s ($. 174). Dean gelangt dazu auch, wenn man fich vorftellt, daß der Theil 
der cylinprifchen Fläche, welche den Bogen s enthält und feine Profection u 
auf der Ebene der xy auf der durch die Tangente an dem einen Enppunfte des 
Bogens s und durch die Tangente an dem entiprechendenden Endpunkte des 
BDogens n gelegten Ebene ausgebreitet wird, woburd ber Bogen s, ohne daß 
feine Länge fih ändert, ein ebener Eurvenbogen und ber Bogen u, ebenfalls 
ohne Aenderung feiner Länge, ein Stüd einer geraden Linie wird, und nach 
dem für ebene Eurven Gefagten, bat man: 


du?2 — dx? + dy?, ds? — du? + dz, 


folglich : 
ds? = dx? + dy? + dz?. 
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S. 224. Unter der Berührungsebene «einer Curve von doppelter | 
Krümmung verfieht man jede Ebene, welche die Tangente diefer Curve enthält; | 
und folglich hat jede Curve von doppelter Krümmung in jedem ihrer Punkte 
unendlich viele Berührungsebenen. Auch hat jede Curve von doppelter Krüm- 
mung in jedem ihrer Punkte unendlich viele Normalen oder gerade Linien, 
welche im Berührungspunkte auf der Tangente ſenkrecht find, und die Ebene, 
welche alle diefe Normalen enthält, ift die Normalebene ver Eurve in bem- 
felben Punkte. Wenn man die veränderlichen Coorbinaten ver Normalebene 
im Punkte (x, y, 2) mit &, n, | bezeichnet, fo ift ihre Gleichung nach ven 
Principien der analytifchen Geometrie, und vermöge ber Gleichungen (2): 

(— ) dx - WW — ) ay - (C —D)im0, (b) 

Die Differenzirung der Gleichungen (1) gibt: 


df df di df df df 
—d —d —dı (0, —d — — di 
dx 545 147 de=0, at, +7 =0, 


woraus vermöge der Öleihungen (2) und (3) folgt: 
df df df 
F —54 dy (7—y) +, 6-29=0 









































(4) 
df af PEN 
* (&—2) + dy 4 1,6% z)=0; ) 
da eos. 4 cos. + KM 0.y=0, 
dx dy dz ‘ 
J af f (9 
cos. & + * cos. 64 — co.y=(, 
Setzt man ber Kürze wegen: 
ae Br 
ydaıdııdıy 
de df do f_y 
da dx dx do 
dd  df HE df_ 
dx dy dy .dx ' 
fo geben die Gleichungen (5): 
eos  co.ß con _, — 1 
ı mn formen 


und bie der Normalebene” wird: 
L&E-+MH— D+NCc—-—D=0. | 

6. 225. Wir wollen uns vorflellen, daß von dem Punfte (x, y, 2) aus, 
welcher in der Figur durch m (Fig. 70) bezeichnet iſt, auf ver Eurve eine 
Reihe einander jehr nahe Tiegender Punkte m,, m,, m,,..... genpmmen 
und durch Sehnen verbunden feien, fo daß ein windfchiefes Viele entfteht, 
deffen Umfang fi der Curve defto mehr nähert, je näher vie Winkelſpitzen 
deſſelben aneinander liegen. Zwei aufeinander folgende Seiten mm,, m,m, 

Cournot, Theorie der Functionen ar. 16 
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dieſes Vieleckes beftimmen eine Ebene, deren Lage im Raume etwas verändert 
wird, wenn fich die Punkte m,, m, dem Punkte m immer mehr und mehr 
nähern, und welche ſich umfoweniger verrückt, vorausgeſetzt, daß Feine Stetig- 
keilsunterbrechung flattfindet, jemehr Die Punfte m, ın,, m, einander fchon 
genäbert find. Diefe Ebene nähert ſich im Allgemeinen einer beſtimmten Lage, 
welche man durch Rechnung finden kann, wenn man die Gleichung der Ebene 
aufftellt und dabei die Längen mm,, m,m, als unendlich Heine Größen be- 
handelt, Man fagt alsdann, daß die Ebene durch drei einander unendlich 
nahe liegende Punkte gehe, und es iſt gleichgültig, wofern die Curve im Punfte 
m feine Stetigfeitsunterbrechung der zweiten over britten Orbnung erfährt, ob 
man die Punkte m,, ın, beive dieſſeits, oder beide jenfeits, oder den einen 
dieffeitS und den andern jenfeitd des Punktes m nimmt. 

Unter Stetigfeitsunterbrechungen der Eurve verftehen wir die Stetigfeite- 
unterbrechungen der als Yunctionen einer unabhängigen Veraͤnderlichen t be- 
trachteten Coorbinaten x, y, z, wenn diefe StetigfeitSunterbrechungen nicht von 
der willtührlichen Richtung der Coordinatenaxen abhängig find, 

Die Ebene, welche durch zwei einander unenbliännhe liegende Punkte 
m, m, geht, geht durch die Tangente oder befindet ſich unter den Berührungs⸗ 
ebenen der Curve im Punfte m. Die Ebene dagegen, welche durch drei 
einander unendlich nahe liegende Punkte m, m,, m, gebt, wird bie Oscu⸗ 
Iations- oder Krümmungsebene der Eure im Punkte m genannt, nah 
der Analogie mit dem Krümmungsfreife einer ebenen Curve, und diefe Ebene 
fann als durch die Bedingung beftimmt, angefehen werben, daß fie drei ein- 
ander unendlich nahe Tiegende Punkte mit der Curve gemein hat ($. 204). 

Es fei A eine beliebige durch den Punkt m gelegte Ebene und m, ein 
Punkt der Curve, welcher von dem Punkte m um eine fehr Feine Größe der 
erften Ordnung entfernt ift ($. 45), fo ift der Abſtand des Punktes m, von 
der Ebene A im Allgemeinen eine Größe von derſelben Ordnung, als bie 
Sehne mm, , d. h. eine fehr Heine Größe der erſten Ordnung Es fer B 
eine Berührungsebene der Curve mm, , fo ift der Abfland des Punktes m, 
von der Ebene B eine fehr Heine Größe der zweiten Orbnung. Enblid 
bezeichne C die Srümmungsebene im Punkte m, fo wird der Abfland des 
Punktes m, von der Ebene C eine fehr Heine Größe der dritten Ordnung. 
Man fann alfo immer den Punft m, fo nahe bei dem Pnnkte m annehmen, 
daß er einer beliebigen Berührungsebene näher iſt, als jeder andern Ebene, 
und der Krümmungsebene näher, als jeder andern Berührungsebene. Der 
Kürze wegen übergehen wir den firengen Beweis biefer verfihievenen Säbe, 
weicher ſich aus ähnlichen Rechnungen, wie bie in 6. 203 u. fgg., deren wir 
aber in der Folge nicht bedürfen, ergibt. 

‚._$. 226. Wenn man die veränderlihen Coordinaten der Krümmungsebene 
5 Punkte (x, y, =) mit 5, n, & bezeichnet, fo iſt ihre Gleichung von ver 
orm: 

XS5S—-+Yo —»r2060—-D)=0, (c) 
wo X, Y, Z noch unbekannte und zu beſtimmende Coefficienten find. Dieſe 
Gleichung muß auch flattfinden, wenn man darin x + dx, y+ dy, 2 + ds 
sejp. für x, y, 2 jeßt, und man bat folglich: 

. Xdx + Yay + Zdz =0, (ec) 
Endlich müſſen diefe beiven Gleichungen noch flattfinden, wenn man darin für: 
x, Y, 2, dx, dy, ds 

reſp. feßt: 
x+ dx, y+dy, z+dz; dx + d’x, dy+ d’y, de + d?z, 
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welches gibt: 
XÄd?x + Yd?y + Zd?22 —0,. (ec!) 

Wenn man biefe drei Gleichungen fo miteinander verbindet, baß zwei ber 
drei Unbefannten X, Y, Z eliminirt werden, fo verſchwindet die dritte zu 
gleicher Zeit und man erhält für die Gleichung der Krümmungsebene: 

(dyd?= — dsd?2y)(&— x) + (dsd?x — dxd2z) (—y) 
+ (dxd?y — dyd25) (C— 2) = 0; 

aber der Kürze wegen kann man bie Gleihung der Krümmungslinie auch 
unter der Form (c) beibehalten, indem man ſetzt: on 

X = dyd?s—dad?y, Y = dzd?x—dxd?z, Z — dxd2y—dyd?x, (Y) 


$. 227. Für die Sleihung der Normalebene im Punkte (x, y, =) 
haben wir gefunden: 

(—- dax 0 —- Yy+lec—N9u=0, (b) 
und wenn man bie Gleichung ber durch einen unendlich nahe Tiegenden Punkt 
gehenden Normalebene Haben will; fo muß man zu dem erflen Theile ber 
vorhergehenden Gleichung ihr Differenzial in Beziehung auf alle Beränverlichen 
addiren. Für die auf der geraden Durchſchnittslinie der beiden einander 
unendlich nahe liegenden Normalebenen liegenden Punkte hat man folglich außer 
der vorhergehenden Gleichung noch die fih durch Differenzirung daraus erge- 
bende Gleichung: 

FG) + m—y)dy+(&—z)d?Es — (dx? +dy2 + de) =0, 
ober: - 
(E—x)d’r + („—y)d?y + ( — z) d?z — ds? =. (b‘) 

Diefe Durchſchnittslinie der beiden Normalebenen trifft die Krümmungs- 
ebene in einem Punkte (&, 7, &), deffen Eoorvinaten ven drei Gleichungen 
(b), (b%), (c) genügen müſſen. Diefer Punkt iſt der Mittelpunkt eines Kreifes, 
welcher durch drei einander unendlich nahe liegende Punfte der Curve geht, 
oder der Mittelpunkt des Krümmungsfreifes. In der That iſt die Conſtruction 
des Krümmungsfreifes, da bei ver geometrifchen Beftimmung bes Krümmungs- 
freifes einer ebenen Eurve nur zwei aufeinanderfolgende unendlich Meine Ele⸗ 
mente der Curve in Betracht kommen, und zwei aufeinanderfolgende Elemente 
einer beliebigen Curve von doppelter Krümmung auch in derfelben Ebene Tiegen, 
oder dieſe Esene, welche die Rrümmungsebene ift, beftimmen, fowohl auf 
Eurven von doppelter Krümmung, als auf ebene Curven anwendbar. Seht man: 


2 (—5) +? +(l— 2), 
fo bildet der. Halbmeffer 0 des Krümmungskreiſes mit den Parallelen zu ben 
Aren der x, y, z bie Winfel A, u, v, welche durch folgende Gleichungen 
beflimmt werben; . 


tewe.i=5— x, teou=n—y, too. v=0—z 
Die Krümmung der Eure in ihrer Krüämmungsebene hat ben Ausbrud — 


zum Maße, und der Contingenzwinkel dr ($. 193) it mit ꝙ durch folgende 
Gleihung verbunden: 


—2 


(4) 


di 


I 
p 
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$. 228. Die Gleichungen (b), (b'), (ec) geben unmittelbar durch Efimi- 
nation der Binome S— x, 97 —TJ: 
ds? (Xdy — Ydx) 
= NOSTIFFer FF 2y)+ Y(dzd?x—dxd?z)+ Z(dxd2y—dyd2x) 
__ ds? (Xdy — Ydx), 
x +Y: + 23’ 
und hieraus ergibt fich durch bloße Vertauſchung der Buchſtaben: 
ds? (Zdx — X.dz) 
"Ye Ly Ze ' 
E_ı= de? ‚de? (Yds — Zdy) 
OO TRY 2 
Ferner erhält man: 
„de yXrr-+ Zi —— Ydy+ Zds)2 
9 X: + Y2 zn N 
oder wegen ber Gleichung (c’): 
ds® 
oe — + —, 
x+yr+2z 
Durch eine ähnliche Rechnung, wie die in $. 196 findet man: 
X2 + Y2 + 22 — ds? (d2x? + d2y2 +4 d2st — d’s?), 


wre), (2) + (e dy? )} 


Man kann alfo dem Ausdrucke des Krümmungshalbmeſſers die beiden folgen. 
den Tormen geben: 


(e,) 


und: 


ds? 


— —— — — (o,) 
I as + d2y2 4d?2 —d2s2 9a 





eo = 
und: 
ne 
fa. . QV . 
—D— 
Ferner fände man unmittelbar: 
Xdy — Yıx — d2z (dx? + 452) — da (dxd?x + dyd?y) = d2z (ds? — di?) 





— dz (dsd?s — dzd?z) — d?zds? — dzdsd?s = ds’d +» = ' 
| N) 
und folglich: 


dx 1. 4. 


xp." v — „.__s — gun? + 8 
& 2 Fri u ws oe ds 


Man bat alfo: 
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dx dy dz 


d+— d+ d+ — 


cA=+ ee, cs.u=+p de 
8 





. 








* cos. / 0 


Endlich gibt die Formel Cd) für den Werth des Contingenzwinkels dr: 
dx\2 dy V  dz\2 
d — ⸗ l+ 7) „= 
‚=: ( m) + ( ds * ( ds/ 2 
Dieſe letzte Formel, und mithin bie Formel (0,) erhält man direkt durch eine 
ſehr einfache Rechnung. Denn es ſeien: 
cos. &, cos. ß, cos. Y; 
eos. a + fcos.a, co. Acos. B, cos.y-+ A cos. y, 
die Eofinus der Winkel, weldhe die durch ven Anfangspunft parallel zu den 
Zangenten der Curve in den Punkten: 
(x, y, 2), Æ Ax, y+fy, +4), 
gezogenen geraden Tinien, reſp. mit ben Aren der x, y, z bilden und  be- 


Ka den zwiſchen diefen beiden geraden Linien liegenden endlichen Winkel; 
o hat man nach den befannten Formeln der analytifchen Geometrie: 


cos.T=cos.a(cos.a-4+-fcos.a)+cos.B(cos.8-+1cos.8)-+eos.y(cos.y-+ Acos.y), 
1=cos.2@ + cos.28 + cos.2y, 
1= (cos.&+ 1cos.a)? + (cos.8 + Acos. 3)2 + (cos.y -+ Acos.y)? ; 
woraus folgt: 
201 — cos.T)=cos.2a—2c08.0(cos. + Acos.a)-+(cos.x + 1cos.c)? 
+ c0s.28—2cos.P(cos.8-+-feos.ß) + (cos. + 1cos.ß) 2 
+ c08.27—2c08.Y7(c0s.y--fcos.y) + (cos.y-+ cos.y)? 
oder vielmehr: 


(2 sin. 2) = (A 00.0)? +C4 005.8)? + (Acos.y): 


= 4.7) + (42) + (2 . 


Wenn nım der Winfel = unendlich Hein wird, was wir ausdrücken, wenn 
wir dr für 7 feten; fo muß auch in der vorhergehenden Gleichung d für A 
gefeht werden, und da der Sinus eines unendlich Fleinen Bogens mit biefem 
Bogen zufammenfällt, fo kommt man wieder auf die Formel Cr). 

$. 229. Wir wollen nun annehmen, was immer geftattet ift, daß bie 
Krümmungsebene zu der der xy parallel fei, jo hat man dg— 0, dz=(, 
folglich X=0,Y=0 mb: 


_ (der + dya)i 
9 ded2y—dyd?x 
aber dieſes ift der Ausbrud des Krümmungshalbmeflers der Projection ber 
Curve von doppelter Krümmung auf die Ebene der xy ($. 196), und für 
E— x, 7 — y fände man ebenfalls Werthe, welche mit ven Werthen der 
Coordinaten des Krümmungsmittelpunftes einer ebenen Curve übereinſtimmen. 
Hieraus folgt: daß der Krünmmungshalbmeſſer einer--beliebigen ım 
Raume befhriebenen Eurve der Größe und Richtung nah mit 
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—— sure 


dem Rrümmungshalbmeffer ver Projection diefer Eurve auf die 
Srümmungsebene übereinflimmt. 

$. 230. Wenn A’, u, v! die Winkel bezeichnen, welche bie Normale 
auf der Krümmungsebene, vefp. mit ben Parallelen zu der Are der x, der y 
und = bilden, fo hat man: 





Y 
cs. = Ft — ——— A, cos. u! = F ——————H 
YX+Y+2Z: YXı+Y +2: 
cau—+ 


Form ' 
Bezeichnet ferner dO den unenblich Heinen Winkel, welchen die Normalen ber 
einander unenblich naheliegenven beiden Krümmungsebenen, wovon fih die eine 
auf den Punft (x, y, =) und die andern auf den Punkt (x + dx, +J4y 
2 + dz) bezieht, miteinander bilven; fo hat man nach dem vorhin Bewiejenen: 
d02 == (d · c08.).)2 + (d +» cos.1.)? + (d + cos.u)? 
X 2 Y v 
= (de — — de» — —) 
( fx: +Y? 5) + ( YX:+M+Z 








2 2 
+ (Fer) 
_ (Ka +Y2+ 22)(dX24+-dY2 + dZ2)— (XIX + YUV + ZIZ)2 
©7177 
(XaY—_YaX)2 + (ZiX—XdZ)2 + (YdZ— ZuN): 
Rz 





Ferner findet man: 

X =dyd3z—dsd’y, Y=ded!x—ded’z, dd=dxd’y—dyd’x, 

XdY — Y4aX ZUX — XdZ YdZ — ZdY 
D =. = 
= de(d2xd®y—d?yd3x)+dy(d2zd?x—d?xd’z)+dx(d?yd?z—d?zd?y), 

und folglich: 
do ds(d2xd!y—d?ydSx) +dy(d?22d°x—d2xd?z)+-dx(d?yd?z—d?2d?y) 
ds 7 (dyd?2=—dzd2y)2 + (dzd2x—dxd?2)2-H(dxd?y—dyd?x)2 


Sowie nun der Ausdruck: 











«_1 
ds — o' 


worin dr ben von zwei einander unendlich nahe liegenden Tangenten gebilde- 
ter Eontingenzwinfel bezeichnet, die Krümmung der Curve in ihrer Krämmungs- 
ebene oder ihre erfie Krümmung mißt, ebenfo ift der Ausdruck: 

do 

da ' 
worin dO ben von zwei aufeinander folgenden Krümmungsebenen gebildeten 
Flexionswinkel bezeichnet, das Maß ber zweiten Krümmung ber Eurve, 
wodurch die Benennung „Linien von doppelter Krümmung‘, welche 
man den nicht in berfelben Ebene liegenden Eusven beilegt, gereihtfertigt wird. 
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Um fi die Rectification einer Eurve von doppelter Krümmung vorzuftel- 
len, kann man fich denken, daß die erfte Krümmungsebene auf die zweite, dieſe 
auf die dritte, u. f. f. niebergefchlagen werde, fo daß die Linie in eine ebene 
Curve verwandelt wirb, und dann, daß die erfte Tangente auf die zweite, diefe 
auf die dritte, u. ſ. f. ebenfalls nievergefchlagen werde, fo daß die ebene Curve 
in eine gerade Linie verwandelt wird, ohne daß die Länge der Elemente ber 
urfprünglichen Curve durch dieſe doppelte Operation verändert ift. 

.Durch eine umgelehrte Operation oder burch zwei aufeinander folgende 
Biegungen könnte man alfo auch von der geraden Linie zu einer beliebigen im 
Raume befchriebenen Curve übergehen. 

Man ſieht, daß der Ausorud der zweiten Krümmung von den Differen- 

ialen der dritten Orbnung der Coordinaten x, y, z abhängt, während ber 

sdruck der erften Krümmung bios von den Differenzialen der erften und 
zweiten Ordnung abhängig iſt. 

$. 231. Die zweite Biegung (Krümmung) verfhwindet und ändert im 
Allgemeinen das Zeichen, wenn man hat: 

dz(d2xd?y—-d?yd’x)+dy(d?2d?x—d?xd3z)--dx(d?yd?z—d2zd?y)—0, (e) 


und man fagt alsbann, die Curve erfahre eine einfache Inflerion. Wenn 
diefe Bedingungsgleichung für alle Werthe von x, y, » erfüllt wird, fo ift die 
Curve eine ebene. 

Wenn man x zur unabhängigen Veränderlihen nimmt, fo wird bie Glei- 
chung (e) auf die fehr einfache Form: 

— — ziyal 20 

reducirt. Nach den Gleichungen (d) und (0,) verſchwindet die erſte Biegung, 
wenn man zu gleicher Zeit hat: 


2 
xX=-0, Y=0, Z=0, „der —n Eu 
Diefe Bedingun Sgleihungen rebuciren fih auf „7 — 0, =! 0, wenn 
x zur mabhaͤngigen Beränderlichen genommen wird. Hiernach iſt Far, daß, 
wenn bie Gleichungen (f) erfüllt werben, es die Gleichung (e) ebenfalls wird; 
aber man darf daraus nicht mit einigen Schriftftellern fchließen, daß die durch 


die Gleichungen (f) charakterifirte Inflerion der erften Krümmung nothwendig 
die Exiftenz einer doppelten Inflexion zur Folge habe. Es folgt daraus 


blos, daß der weiter oben angegebene Ausdruck von I unter der unbeſtimm⸗ 


ten Form * erſcheint, und um den wahren Werth deſſelben bequemer zu 
beſtimmen, wollen wir x zur unabhaͤngigen Veraͤnderlichen nehmen; ſo haben wir 


40 ylızın _ güiyiu 
Fri (yizı To ziyirya yoyua pozin * 


Der Zähler und Nenner diefes Bruches verfhwinden für „0, :"=0, 
und baffelbe würde mit ihren Ableitungen ver erften Ordnung in Beziehung 
auf die mnabhängige Veränderlihe x der Fall fein. Aber wenn man zu ben 
Ableitungen der zweiten Ordnung übergeht, jo erhält man: 

d 0 yllzı — zlliyı 
welcher Werth nur unbeflimmt werden fönnte, wenn man zu gleicher Zeit 
ya 0, 240 hätte, und welcher im Allgemeinen von Nuß verſchieden iſt. 
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Dafjelbe erhellet auch aus der Figur; bemm e8 fein ‚m, m, m,, m, 
(Fig. 70) vier aufeinander folgende Winkelipigen bes windſchiefen Vieleckes 
mit unendlich Heinen Seiten, welches man für die Curven von boppelter Krüm⸗ 
mung fubftituirt; fo Tann man die, Dur die Punkte „m, m, m, gehenve 
Ebene ald die Krümmungsebene im Punfte m und die durch Die Punkte m, 
m,, m, gehende Ebene als die Krümmungsebene im Punkte m, betrachten 
($. 225). Diefe beiven Ebenen fchneiven ſich nach einer geraden Linie mO. 
Nun kann man aber, ohne die gegenfeitige Neigung ber beiden Ebenen zu 
serändern, indem man blos ihre Durdfchnittslinie verrüdt, die Seite mm, 
in die Verlängerung der Seite ‚mm bringen, woburd der ontingenzwinfel 
in m verfchwindet, wobei aber der Werth des Winfeld der zweiten Biegung 
ganz ungeändbert bleibt. 

Wenn jedoch den Gleichungen (f) für alle Werte von x, y, z genügt 
wird, fo iſt die Linie eine gerade, und folglich verfchwindet der Winfel ver 
zweiten Biegung ebenfowohl, als der Contingenzwinfel, 


$. 232. Eine im Raume befchriebene Curve kann ald die Umhüllungslinie 
aller ihrer Tangenten, oder aller geraden Linien, womit ihre Tangente fuccef- 
five zufammenfälltt, indem fie fi) nach einem durch die Form der Curve gege- 
benen Gefege im Raume bewegt, betrachtet werben (6. 189). Aber das Um⸗ 
gefehrte findet nicht flatt, und eine gerade Linie, welche fich willführlih im 
Raume bewegt, kann nicht haben, und bat auch im Allgemeinen nicht eine 
Umbüllungslinie, welche fie in ihren verfchiedenen Bogen fucceffive in verfihie- 
denen Punkten berührt. Es feien, größerer Allgemeinheit wegen, die Glei— 
dungen einer beliebigen Linie folgende: 

fẽ, 7 L,o)=0,f(5, 71 G,o)=0, (4) 

worin S, 7, & die veraͤnderlichen Coordinaten und x einen willkührlichen Pa- 
rameter bezeichnen, deſſen ftetige Veränderung die ftetige Veränderungen beftim- 
men, welche die Linie in ihrer Form und Lage erfahren kann; fo werden bie 
Gleichungen der Umhüllungslinie zwifchen &, 7, C, wenn fie exiftirt, durch Die 
Elimination von a zwilchen ven beiden vorhergehenden Gleichungen und ihren 
Ableitungen in Beziehung auf «, nämlich: 


ae =, v =0( (a) 
da da 

egeben. Allein man hätte auf dieſe Weiſe mehr Gleichungen, als zur Be— 
immung der beiden Gleichungen der gefuchten Umhüllungslinie erforderlich 
find, wofern der aus den erften Gleichungen (a), (a') als Function von 
&E, n, 5 abgeleitete Werth von a nicht für alle Werthe der Coorbinaten dem 
Werthe gleih wäre, welchen man erhielte, wenn man a zwifchen ven beiden 
festen Gleichungen verfelben Gruppen eliminirte. 


Wir wollen diefes auch auf die geraden Durchſchnittslinien zweier einan- 
ber unendlich nahe liegender Normalebenen einer gegebenen Curve anwenden. 
Diefe geraden Linien find offenbar auf ben entiprechenden Krümmungsebenen 
fenfredt und der Winfel, welchen fie miteinander bilden, wenn fie einander 
unendlich nahe fommen, ift genau der weiter oben mit d® bezeichnete Winkel, 
Für die Gleichungen viefer dem Punkte (x, y, z) entfprechenven geraven 
Linien zwifchen &, 7, & haben wir in $. 227 gefunden: 


(—- dx 40 y+c—Da=0, (b) 

(5— x) de2x + Mm — ) dry ( — Ddz— de O. (b) 
Die unabhängige Veränderliche t, wovon x, y, z Functionen find ($.222), 
hängt von dem vorhin mit & bezeichneten veränberlichen Parameter ab, oder 


249 


was daſſelbe ift, man kann annehmen, daß fih a mit t ändert. Nun wollen 
wir aber bemerken, daß die Gleichung (b9) aus der Gleichung (b) bereits 
durch eine Differenzirung in Beziehung auf die als Functionen von 4 betradh- 
teten Beränderlihen x, y, = abgeleitet if. Wenn man folglich die Gleichungen 
(b), (b’) nochmals in Beziehung auf t differenzirt, fo wird nur noch eine 
neue Gleichung, nämlich: 

(E-xJd’x + (7 —Yd?y+lL—z)d!2—3(dxd?x+dyd?y+dzd?3)—=0 (b“) 
eingeführt, und wir Tommen folglich auf ven Ausnahmefall der Eriftenz einer 
Umbüllungslinie. Es gibt alfo eine Curve, deren QTangenten die Normalen 
auf ven Krümmungsebenen der erften Curve find, indem jebe diefer Normalen 
der Durchſchnitt zweier aufeinanderfolgender Normalebenen if. Nah Fou- 
rier's Bemerkung ift der Contingenzwinfel oder der Winkel der erften Biegung 
auf der zweiten Curve, dem Winfel der zweiten Biegung in dem entfprechen- 
ven Punkte der erften Curve gleich. Um von dieſem umgefehrten Satze, 
welcher allein des Beweifes bedarf, einen folchen zu geben, wollen wir bemer- 
fen, daß die Tangenten der erſten Curve Winfel miteinander bilden, welche 
den von den Normalebenen gebildeten Winfeln gleich find, und daß vie Nor- 
molebene ter erften Curve bie Krümmungsebene der zweiten ifl. Denn bie, 
Gleichung (b) ift die der Normalebene, und diefe Gleichung findet vermöge 
der Gleichungen (69, Ch’) noch flatt, wenn man darin fucceflive x + dx, 
y+.dy, z+ .dz und dann x+2dx +d?x, y+- 2dy+ d?y, + 2dz + d?z 
refp. für x, y, 2 feßt, fo daß dieſe Ebene drei einander id nahe Tie= 
gende Punkte der Curve enthält, deren veränverliche Coorbinaten &, 7, & find. 

$. 233. Wenn man die Coorbinaten des Krümmungsmittelpunftes mit 
&E, 7, & bezeichnet, fo hat man zur Beflimmung dieſer drei Coorbinaten die 
Gleichungen (b), (b) und außerdem die Gleichung der Rrümmungsebene: 

x —-)+Yo—»+r2Cc—D9=0. (ec) 
Wenn man fih alfo die Coordinaten x, y, z und ihre Differenziale der beiden 
erften Ordnungen als Functionen einer unabhängigen Veränderlihen t ausge- 
drückt denkt, fo braucht man nur noch € zwifchen biefen drei Gleichungen zu 
eliminiren, um zwei Gleichungen zwilchen &, 7, C zu erhalten, welche die 
Gleichungen der Linie find, worauf alle Krümmungsmittelpunfte der gegebenen 
Eurve liegen, 

Da S, 9, C Functionen von t find, fo koͤnnen wir bie Gleichung (b) 
differenziren, indem wir alle darin vorkommenden Größen ſich ändern laſſen, 
und alsdann erhalten wir wegen der Gleichung (b’): 

dödx + dydy + didz = 0, (8) 
woraus folgt, daß die durch den Punkt (&, mn, ©) gezogene Tangente ber 
neuen Curve auf der Tangente der gegebenen Eurve im Punkte (x, y, z) 
fenfrecht ift und in ihrer Normalebene Tiegt. 


Ebenſo gibt die Gleichung: | 
E21 +Y-M He NE, | 
wenn man barin alle Größen fich ändern läßt, und bie Gleichung (b) be- 
rũckſichtigt: 
(E—) as GNV) iCIAMI ode, 
woraus folgt, wenn man dE2 + dy2 + 462 = do2 feßt: 
do E—x , dE n—y, dn (—z, dö E.) 


— 


do 7 6 do o do o do 
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Der zweite Theil diefer letzten Gleichung brüdt den Eofinus des Winkels 
aus, welchen der Krümmungshalbmeffer o mit der Tangente der Eurve bifbet, 
die der geometriſche Drt der Krümmungsmittelpunfte der gegebenen Curve iſt. 
Wenn die gegebene Curve eine ebene ift, fo verichwindet dieſer Winkel, und 
man hat do — + do, Aus diefem Refultate, verglihen mit der Gleihun 
(g), folgt, daß der geometrifhe Ort der Krümmungspunfte zu gleiher Zeit 
die Evolute der gegebenen Eurve ift. Ä 

Um zu zeigen, daß dieſes nicht mehr flattfindet, wenn bie gegebene Curve 
feine ebene it, oder daß die Richtung des Krümmungshalbmeſſers nicht mehr 
mit der Richtung der Tangente an der Linie der Krümmungsmittelpunfte zu- 
fammenfällt, braucht man nur zu zeigen, daß das Syſtem der Krümmungs- 
halbmeſſer Feine Umhüllungslinie hat, oder dag man im Raume feine Linie 
beſchreiben kann, welche alle diefe Krümmungshalbmeſſer berührt. 

Zu diefem Zwede wollen wir bemerfen, daß die Richtung der geraden 
Linie o mittelft des Durchfchnittes der Normalebene und der Krümmungsebene 
beſtimmt wird, und daß folglich die Gleichungen diefer geraden Linie zwiſchen 
&, n, 5 folgende find: 

E-a+@—-Niat+l— am, (b) 
xXE- + lm N+2C—9)=0. (© 

Um die Gleichung der Umhüllungscurve der geraden Linien o zu erhalten, 
wenn fie eriftirt, muß man mit diefen Gleichungen ihre Ableitungen in Be- 
ziehung auf die unabhängige Veränderliche t verbinden, und auf biefe Weife 
erhält man unter Berüdfihtigung der Gleichung (c‘): 

GE + HM „ay+(—z)ds—d2=0, 69 
E-)IK HD NA +Lc— DZ 0, E) 

Aus den vier Gleichungen (b), (c), (69 und (e“,) ergibt ſich durch Eli- 
mination der Binome E—x, 7—y, C—z eine Bebingungsgleichung, welcher 
die Coordinaten x, y, z und ihre Differenziale genügen müflen, damit bie 
geraden Linien o eine Umhüllungscurve haben Fonnen. Sp geben 3. D. die 
Gleichungen (b), (ce), (b’) die bereits in $. 228 angeführten Werthe von 
-— X, n—y, 6 — z, und wenn diefe Werthe in die Gleichung (c‘,) fub- 
ftituirt werden, fo wird fie mit der Gleichung (e) identiſch, welche, wie wir 

eſehen haben, ausbrüdt, daß die gegebene Curve eine ebene ift, wenn fie 
ür alle Werthe von x, y, z erfüllt wird. 

Zu demfelben Refultate würde man auch gelangen, aber nicht fo einfach, 
wenn man ausprüdte, daß ſich der zweite Theil der Gleichung (g,) für alle 
Werthe von x, y, z auf die Einheit reduciren muß. 

Daran, daß die Linie der Krüämmungsmittelpunfte feine Evolute mehr iſt, 
wenn die gegebene Curve feine ebene ift, darf man jedoch nicht fchließen, daß 
die Linien von doppelter Krümmung feine Evoluten haben können. Da ſich 
aber die Eonftruction der Eooluten für Linien von boppelter Krümmung an bie 
Theorie der krummen Flächen fchließt, fo fol fpäter die Rede davon fein. 

$. 234, Wir wollen die in diefem Kapitel mitgetheilten Kormeln auf bie 
fogenannte Schraubenlinie anwenden, welche auf der Oberflähe eines 
geraden Eylinders mit Mreisfürmiger Baſis fo beichrieben if, daß die Tangente 
der Curve mit den Er eugungölinien des Cylinders einen conftanten Winkel 
bildet, ober fo, daß fi) die Curve in eine gerabe Linie verwandelt, wenn bie 
eylindrifche Släche in eine Ebene ausgebreitet wird. Es fei R ver Halbmeffer 
bes Eylinders, deſſen Are mit der der = zufammenfalle, ꝙ fei der Winkel 
zwilchen der Ebene der xz und ber durch die Axe des &ylinders gelegten 
Ebene, worin der Punkt (x, y, =) der Eurve liegt und a bezeichne Die trigo- 
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nometrifche Tangente des conflanten Winkels, welchen die Tangente der Eurve 
mit der Erzeugungslinie des Cylinders bildet; fo gibt die Definition ber 
Schraubenlinie unmittelbar: 
x—Rcos.y9,y=Rsin.g, z=aRy, (h) 

wenigftend wenn man annimmt, daß die Are ber x durch den Punkt geht, worin 
die Schraubenlinie die Ebene der xy trifft. Die Gleichungen der Projectionen 
der Curve auf die Ebenen der xz und der yz find folglich zwifchen rechtwink⸗ 
Iigen Coorbinaten: 


z . 3 
x Reos. A y=Rsin. a’ (h,) 
und bie Gleichung der Brojection der Curve auf die Ebene der xy flimmt 
offenbar mit der des Durchichnittes des Eylinders mit diefer Ebene überein, 


und ift folgende: 
x? 4 2 —=R:, (b,) 
Auch Hat man die Gleichung: 


J — z r 
m = tang. '(h,) 
welches die Gleichung der Fläche iſt, welche durch eine gerade Linie erzeugt 
wird, bie ſich, indem fie ſtets zu ber Ebene der xy parallel bleibt, jo bewegt, 
daß n fih fortwährend auf die Schraubenlinie und auf die Are des Eylın- 
ers flüßt. 

Es iſt wohl zu bemerken, daß das Syſtem der Gleichungen (h,) nur eine 
einzige Schraubenlinie ausprüdt, nämlich die, welche vermittelft des Winkels 
durch bie Gleichungen (h) ausgebrüdt wird, während dad Syſtem der Glei- 
dungen (h,), (h,) oder das Syſtem, welches aus der Verbindung ber Glei- 
chung (b,) mit einer der Gleichungen (h,) gebildet wird, außerdem noch eine 
andere Sthraubenlinie ausdrücken konnte, welche man exhielte, wenn man 
a +9 für 9 in die Öleichungen (h) ſetzte. Diefer Ueberfluß, welcher für 
gewifle Projectionsſyſteme flattfindet und für andere nicht, ift dem bereits in 
$. 176 bei Gelegenheit der Cycloide angeführten, analog. 

Die Gleichungen der Tangente der Schraubenlinie find: 


5— 9—-y (—3 


und bie der Normalebene iſt: 
(Ex) bin. — (7) - ) eos. - —- 5) 3 0. 
Hieraus folgt, daß die Normalebene mit der Ebene der xy einen conflanten 
Winkel bildet, wäs übrigens auch aus ber Definition ber Eurve hervorgeht. 
Die Cosrbinaten &, 7 des Punktes, worin die Tangenten im Punkte 
(x, y, z) der Schraubenlinie die Ebene der xy trifft, werden durch folgende 
Gleichungen beftimmt: 


E—x= — sing =Rysin.y,n—y)= eng =—Ryengı 
woraus folgt: 
@— 2? +@—n?—=R’p. 
Es fei AmBA (Fig. 71) der Durchſchnitt des Eylinders mit der Ebene 


der xy, A der Punkt, worin bie Schraubenlinie diefe Ebene trifft, mu Die 
Projection der Tangente der Schranbenlinie in dem Punkte, welder ſich auf 
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die Ebene ver xy nach ım profeeeirt und u ber Punkt, wo biefe Tangente 
diefelbe Ebene trifft; fo berührt die gerade Linie mu den Kreis in m, und 
aus der vorhergehenden Gleichung folgt; daß die gerade Linie mus diefelbe 
Länge hat, wie der Bogen Am. Wenn alfo die Tangente der Schraubenlinie 
fih fortbewegt, indem fie diefe Curve befländig berührt, fo beichreibt der 
Punkt u, worin fie die Ebene der xy trifft, auf diefer Ebene eine Evolvente 
des Kreiſes, welcher der Durchſchnitt des Eylinders mit derfelben Ebene tft, 
und diefe Evolvente hat in dem Punkte, worin die Schraubenlinie biejelbe 
Ebene hifft, einen Rüdfehrpunft ($. 221). 

$. 235. Wenn man, wie es ber Natur der Curve entfpricht, den Winkel 
op zur unabhängigen Veränverlichen nimmt, fo hat man: 

dx—=Rsin. dp, dy=Rcos. ydp, dz = aRdy; 
dx = — Rcos gdyp?, ddy=— Rein. dp? , dz=(; 
d’x = Rein. gdy?, d’y—=— Rcos. pdy?, d’z 0. 

Dezeichnet man ferner den conftanten Winfel, deſſen Tangente S a ifl, 

mit i, fo erhält man: 


ds = 





dp, d2s = 0; 
cos. 1 
Bei Berüdfichtigung diefer Werthe gibt die Formel (0,) für das Maas 
der erften Krümmung: 





und für das der zweiten Krümmung bat man nach den Formeln in $. 230: 
do sin.i cos.i 
ds R 
Die Gleichung der Krümmungsebene wird: 
tang.i [((& — x) sin.g — (n—y) cs. 9] 6 —z=0, 
oder vermöge ber Gleichungen (h) einfacher: 
G—z=a(nco.9— $sin.Y); 
und man fieht, daß fie gegen die Ebene der xy eine conftante Neigung hat. 


in Han bie Eoorbinaten &, 77, C des Krümmungsmittelpunftes hat man bie 
ertbe: 





+ 


&=—a!Rco.9,n=—a:Rsin.y, {=aRy, (n) 
welche denen von x, y, x als Functionen von ꝙ ganz analog find, und zeigen, 
daß die Linie der Krümmungsmittelpunfte eine zweite Schraubenlinie iſt, bie 
auf einem Cylinder befchrieben ift, welcher die Are = ebenfalls zur Are und 
einen Halbmeſſer S a?R hat. Uebrigens befindet ſich diefe Linie, wie bie 
erfte Schraubenlinie, auf der durch die Gleichung (h,) ausgedrückten Aläche, 
und da die Gleichungen (h), (n7) für z und I viefelben Werthe geben, fo 
folgt, daß die beiden Schraubenlinien dieſelbe Schraubenweite haben, ober 
daß die Beränderlichen z, & denſelben Zuwachs befommen, wenn ber Bogen 
Y um emen ganzen Kreisumfang zunimmt. 

Ferner folgt aus der Bergleihung der Gleichungen (h), (m), daß ber 
Krümmungshalbmefler o nach dem Halbmeffer des Cylinders (h,), oder nad 
ber beweglichen geraden Linie, welche die Fläche (h,) befchreibt, gerichtet iſt, 
* a bie Are der Schraubenlinie rechtwinklig durchfähneive. Da man 
erner bat: 
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do = + Resini+dgp, 0 = const., 


fo folgt aus der Formel (g,) auch, daß ver Krümmungshalbmeſſer E die Tan- 
gente an ber Linie der Krümmungsmittelpunfte unter einem rechten Winkel 
durchfchneibet, was auch ohne alle Rechnung daraus folgt, daß o nah dem 
Halbmefler des Cylinders gerichtet iſt, worauf die zweite Schraubenlinie oder 
ber geometrifche Drt, ver Krümmungsmittelpunfte Tiegt. 

Endlich fallt in dem gegenwärtigen Falle die Linie der Krümmungsmittel- 
punkte mit der Umbüllungscurve der geraden Durchfchnittslinien der fuccefliven 
Normalebenen oder mit der Linie zufammen, deren zweite Biegung der erften 
Biegung der gegebenen Curve gleich ift, und umgekehrt, 


Schstes Aapitel. 


Meber die Berührungsebenen der krummen Flächen. 





$. 236. Wir wollen nun zu den Anwendungen der Differenzialrechnung 
auf die Theorie der krummen Flächen übergehen, welche auch in praftifcher 
Hinſicht von Wichtigkeit find. Die Entwicelung diefer Theorie verdanken wir 
befonders Monge und feinen Schülern, und fie bilvet eine der wefentlichften 
Vervollkommnungen, welche vie höhere Geometrie feit dem Alterthume erhalten hat. 

Wenn die Gleichung einer auf geradlinige Coordinaten x, y, =, welde 
wir der Einfachheit wegen als rechtwinflig vorausfegen wollen, bezogenen 
krummen Fläche gegeben ift, fo kann man auch zwei dieſer Veränderlichen, 
z. B. x, y, ald unabhängig betrachten, und bie dritte Veraͤnderliche =, welche 
eine Function der beiden erften ift, bat zwei partielle Ableitungen ber erften 
bug" p, q, und das Xotaloifferenzial derſelben wird folglich ausgebrüdt 
ur: 


dz = pdx + qiy, 

wo bie unendlich kleinen Incremente dx, dy von einander unabhängig bleiben. 

wenn man fi) auf der Frummen Fläche irgend eine durch den Punft 
(x, 7, z) gehende Linie befihrieben denkt, fo findet für Die auf dieſer Linie 
liegenden Punkte zwiſchen y und x und folglich zwiſchen dy und dx eine ge- 
genfeitige Abhängigkeit ftatt, fo daß man fegen kann: 

dy=y/dx, da=(p + gy') ds, 

wo =! eine Function von x bezeichnet, welche durch Die Geftalt der erwähnten 
Curve beflimmt wird. 

Es feien &, 7, C die veränderlichen Coordinaten der Tangente der in 
Rede flehenden Curve im Punkte (x, y, z), fo find die Gleichungen biefer 
Tangente nah 6, 223: 

7—=y(&— x), (-:=p+rW)(E— 2). (1) 

Wenn man alfo zwilchen biefen Gleichungen y‘ eliminirt, fo gehört bie 
refultirende Gleichung der krummen Fläche an, worauf alle die Tangenten 
liegen, welde man im Punkte (x, y, z) an alle auf ber gegebenen Flaͤche 
beichriebene und durch diefen Punkt gehende Eurven ziehen kann. Die Elimi- 


nation gibt: 
2 =pE-H+Im—Y) (9 
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welches die Gleichung einer Ebene ift, deren veränderliche Eoorbinaten &, 7, & 
find, und welche man bie Berübrungsebene nennt, weil fie ver geome⸗ 
teifhe Drt aller Tangenten der anf der gegebenen Fläche beichriebenen und 
durch den Berührungspunft gehenden Kurven ift. 

Der vorhergehende Satz würde im Allgemeinen nicht mehr richtig fein, 
wenn die beiden Functionen p, q, oder blog eine derſelben, nachdem fie blos 
zu Kunctionen von x und y gemacht find, indem man für = feinen aus ber 
Steigung der krummen Fläche abgeleiteten Werth als Function von x und y 
ſubſtituirt, unter einer der unbeflimmten Kormen 2, — erfchiene; denn alsdann 
find die Werthe von p, q im Allgemeinen von dem zwiſchen y und x ftatt« 
[noenben Zufammenhange abhängig, oder fie find Functionen von y‘ (6.139). 

an kann alfo y‘ nicht mehr zwifchen den Gleichungen (1) eliminiren, fo 
lange die Zufammenfeßung der Functionen p, q aus y‘ nicht gegeben ift, und 
wenn diefes der Fall ıft, fo führt die Elimination im Allgemeinen nicht mehr 
auf eine Iineare Gleichung zwifhen &, 7, &. Der Punkt (x, y, =) iſt ald- 
dann ein vorfpringender Punkt der gegebenen Fläche und der Ort der 
Tangenten in diefem Punkte wird eine Kegelfläche, d. h. eine Fläche, welde 
3 Kine: Linie beſchreibt, die ſich auf eine beliebige Weife um einen feften 

unft drebt. 

Wenn man 3.2. einen Kreisbogen, welcher Heiner ift, als der Halbkreis, 
fih um ferne Sehne drehen läßt, fo find die beiden Endpunkte des Bogens 
vorfpringende Punkte der durch dieſe Rotationsbewegung erzeugten Fläche, und 
der genmetrifche Ort der Tangenten aller auf dieſer Fläche von jebem ber 
beiden erwähnten Punkte aus befchriebenen Eurven ift die Oberfläche eines 
geraden Kegels. 

Zumweilen Tann die Berübrungsebene nur einen einzigen Punft mit ver 
frummen Flache gemein haben, welches eine Eigenfhaft der in allen ihren 
Punkten converen frummen Flächen ift, wie 3. B. bei der Kugel und dem El⸗ 
Iipfoide. Aber im Allgemeinen kann diefe Ebene die frumme Fläche fchneiden, 
und fogar nach einer durch den Berührungspunft gehenden Linie, weshalb fie 
doch fehr wohl der geometrifche Drt der Tangenten aller auf der gegebenen 
frummen Flaͤche durch diefen Punkt befchriebenen Curven fein kann. Diele 
Durchſchnittslinie trennt auf der rummen Fläche die über der Berührungsebene 
liegenden Linien von den unter dieſer Ebene liegenden. 


Wenn fi 3. B. der Kreis MNMIN! (Fig. 73) um die in feiner Ebene 
liegende gerade Linie dreht, fo erzeugt er eine frumme Fläche, welche eine 
ringförmige Fläche genannt wird. In dem durch die Umdrehung des 
Halbkreiſes MNM! erzeugten Theile der krummen Fläche hat die Berührung 
ebene nur einen Punkt mit dieſer Fläche gemein, während in dem andern durch 
die Umdrehung des Halbfreifes MN’M! erzeugten Theile die krumme Fläche 
von ihrer Berührungsebene gefchnitten wird. 

$. 237. Es ſei F(x, y, 2)=0 bie Gleichung der frummen Fläche, 
fo ift die Gleichung ihrer Berührungsebene, wenn bie Ableitungen p, q d " 
die partiellen Ableitungen ver Function F ausgebrüdt werben: 


. dF dF, . \dF_,, 
(5— x) armen tem = 0; 
b. 5. fie ergibt fih aus dF 0, wenn man für bie Differenziale dx, dy, dz 
die Differenzen 3—x,n—y, 6—z fest ($. 172). 
Das im Berührungspunfte auf der Berührungsebene errichtete Perpendikel 


ift die Normale der krummen Fläche, und alle durch dieſe Normale gelegten 
Ebenen heißen Normalebenen. Der Durchſchnitt der krummen Flaͤche mit 
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irgend einer biefer Normalebenen wirb ein Normalfchnitt genannt, wogegen 
ihre Durchſchnitte mit andern Ebenen ſchiefe Durchſchnitte genannt werben, 
Die beiden Gleichungen der Normale ergeben fich aus ber Formel: 


WF — dr ” ar’ 
dx dy da 
oder: 
EX _ — =—- (—5. 


Wenn A, u, » die Winkel bezeichnen, welche vie Normale mit ben Aren 
der x, y, z bildet, indem diefe Winkel von ber Seite ver pofitiven Eoprbi- 
naten ausgezählt werden, und man feht: 


= / + 


1 dF 1 dF 
— c08,9 — — + 


R dy R dz 


fo bat man: 


oA. ıE cos. u 


R dx 
oder vielmehr: 





, 


+ +q 


— 


co. — —, cos. uU — —— — ⸗ 
Yitrp+e YirP+T 
COS. — + 0 (3) 
Yirr+g 

Die Buchſtaben A, m, » bezeichnen auch die Winkel, welde die Berüh— 
rungsebene, rejp. mit den Ebenen der yz, der xz und der xy bildet, und afe 
biefe Formeln werden häufig angewandt. 

$. 238. Es fei: 





dF = Xdx + Ydy + Zi =0 (4) 
die gemeinfchaftlihe Differenztalgleihung einer Reihe krummer Flächen: 
E(x,y,2)=a, (5) 


welche fi nur durch den Werth des Parameterd a von einander unterfcheiden, 

fo Iaffen fl die Gleichungen der Normalen auf folgende Form bringen: 
YE-)—-XW—)=0, 2E-_J-Xl—9)=0, 

und biefes find die Gleichungen ber geraven Linien, welde die im Raume 

befchriebeneu Linien in dem Punkte (x, y, =) berühren, welche die Eigenfchaft 

baben, daß fie ven Differenzialgleichungen: 


-x2=20,2-ı=0 


enügen, und folglih haben dieſe Linien nach dem im 6. 129 und 151 Ge— 

—* auch die Eigenſchaft, daß ſie alle durch die Gleichung (5) oder durch 

die Gleichung (4) ausgedrückten krummen Flächen unter rechten Winkeln treffen. 
$. 239. Wir wollen die vorhergehenden Formeln auf die Gleichung: 


ri # (6) 


— ı21, 


a? 02 
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anwenden, welche, wie Teicht aus ihrer Form erhellet, der durch die Umdrehung 
einer Hyperbel um ihre nicht fchneidende Are erzeugten krummen Fläche ange- 
hört, welche das Rotationshyperboloid mit einem Fache genannt wird, 
um fie von dem Rotationshyperboloide mit zwei Fächern, welches 
durch die Umdrehung einer Hyperbel um ihre fchneivende Are erzeugt wird, 
zu unterfcheiben. 

Für die Gleichung der Berührungsebene findet man: 


x z 
— — = 4, Mm 
und wenn man barin &, 7, C als Conftanten und x, y, z als die veränder- 
lichen Coordinaten betrachtet, fo gehört dieſe Gleichung zu einer Ebene, welche 
das Hyperboloid nach einer Curve burchfchneidet, die der geometriſche Ort ber 
Berührungspunfte des Hyperboloides mit allen durch den Punkt (&, 7, &) ge- 
henden Ebenen if. Wenn man eine ähnlihe Rechnung auf bie allgemeine 
Gleichung der Fläche des zweiten Grades anwendet, fo ergibt fih, daß, wenn 
man an irgend eine biefer Flächen von einem außerhalb gegebenen Punfte 
Berührungsebenen legt, der genmetrifche Drt aller Berührungspunfte eine ebene 
Eurve des zweiten Grades ift. Hieraus folgt, daß die um eine Flaͤche des 
zweiten Grades befchriebene Kegelfläche vom zweiten Grade iſt. 

Wenn die Berührungsebene (7) das Hyperboloid zu gleicher Zeit fchneibet 
und berüßrt, fo werden die Gleichungen der Durchſchnittslinie zwifchen &, 7, & 
durch die Verbindung der Gleichung (7) mit der folgenden: 

tm _8°_ . (8) 


a2 b2 


erhalten. Die Verbindung ver Gleichungen (6), (CD, (8) gibt aber: 
x2 + ya\yE2 + m?\ /xö + yy\: 2? 62 —X 
—J HEN Hr) 
oder vielmehr: 
x7 — yEN? z — (N? 
=) 
und biefe legte Gleichung zerfällt in die beiden folgenden: 


—ys m—y_ :2—$ 
a? = a 0, 

Die eine ober bie andere biefee Gleichungen drüdt in Verbindung mit 
ber Gleichung (7) eine gerade Linie aus. Die Berührungsebene ſchneidet alfo 
bie krumme Fläche nach zwei durch den Berührungspunkt gehenden geraben 
Linien, wovon ſich jede mit dem Punkte (x, y, =) verrüdt, und folglich Tann 
das Hyperboloid durch jede dieſer beweglichen geraden Linien befchrieben werben. 

‚ Man fann in den Gleichungen (6) und (D auch =—=0 feben, d. h. 
einen der Punkte des Kreiſes x? + y? = a2, nach welchem das Hyperboloid 
von der Ebene der xy gefchritten wird, zum Berührungspimfte nehmen. Die 
Gleichung CT) vebueirt ſich alsdann auf x 32 und drüuckt offenbar 
aus, daß die Projectionen der eben erwähnten beweglichen geraden Linien auf 
ber Ebene der xy Tangenten des Kreiſes find, welcher durch die Umdrehung 
bes einen oder andern der Scheitel der Hyperbel erzeugt und der Kehlkreis 
genannt wird, 


8. 240. Wenn man die Gleichung einer krummen Fläche auf die Form 
z= f(x, y) bringt, fo hat man nach $. 157: 


— 
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iz +r4A, y+A)=fx, HPA + gI 
dif(x + 04x, y + 64)) dif(x+64x, y +04y) 
+4 ——— Te a u dads 
d’f(x + 04x, y+ 04,5) 
+ Tr dy? |; 
wo © eine zwifhen Null und der Einheit Tiegende Zahl bezeichnet. Es fei: 
S—-s=m(@—x)+o(7—y) (2) 
die Gleichung einer durch den Punkt (x, y, =) gehenden Ebene, fo wird ihre 
en &=x+ 4A, y=y-+ Ay entiprechende Orbinate C ausge⸗ 


= +mfx + nAIy—=f(x, y) + mfx + nYy. 
Folglich if: 
fx + I, y+ A) I=p—m)Ax+ (g—n)Ay 
difz + 04x, daf 04As, 
+1 + + 0) Ax: tg Da 
+ dif(x+ 04x, y +0.4y) Ay.) 


dy2 
wo Ax, Ay fehr Heine Größen der erfien Ordnung find, und folglich vie 
Differenz : 
fx + I, y - I) —|C (A) 


wifchen den Orbinaten der frummen Fläche und der Ebene ebenfalls eine fehr 
Heine Größe der erften Ordnung ift, fo lange die Glieder: | 
(p— m) Ax+ (q—n) Ay, 

gegen welche man den zweiten Theil des Werthes von (M) vernadläffigen 
Tann, nicht verfchwinden. Aber wenn m =p, ng ift, oder wenn bie 
Ebene (27) mit der Berübrungsebene (2) zufammenfällt, fo reducirt fih bie 
Differenz (1) auf eine fehr Meine Größe der zweiten Ordnung. Ferner 
fieht man leicht ein, daß das vom Punkte (x + Ix, y+ Iy, z+ Iz) auf 
bie Ebene (2°) gelällte Perpendikel im Allgemeinen eine Größe von berfelben 
Ordunng wie (I) if. Dan kann alfo die Berührungsebene ald eine Ebene 
beirachten, welche fich der frummen Fläche in der Nähe des Berührungspunftes 
mehr nähert, als jede andere burch denfelben Punkt gehende Ebene ($. 203). 


ee ee 


Sicbentes Kapitel. 
Aualytiſche Merkmale der Sauptfamilien der krummen Flächen. 





S. 241. Belanutlich führt jener mathematifche oder empiriſche Zufammen- 
bang zwifchen den Beränderlihen x, y, =, welcher allgemein durch: 
" F(x, y,)=0 ci) 
ausg edrückt wird, auf die Conſtruction einer krummen Fläche, wenn man x, 
Y, = als die drei Coordinaten betrachtet, welche die Lage eines Punktes im 
Cournot, Theorie der Functionen ic. 17 
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Raume beſtimmen. Allein vie fo confiruirte Flaͤche wird im Allgemeinen nicht 
geometrifch beftimmt fein, und es kommt jegt nicht blos mehr daranf an, ana- 
Igtifche Begriffe räumlich barzuftellen, fondern die Analyfis auf bie Theorie 
der Ausvehnung anzuwenden, und wir haben daher hier nur diejenigen Flächen 
zu betrachten, welche durch geometriſche Eigenfchaften charakterifirt werben. 

Zumeilen läßt fich die geometrifche Definition einer krummen Fläche un- 
mittelbar durch eine Gleichung zwilchen ihren veränderlihen Coordinaten aus- 
drücken. Sp drüdt 3. B. die Gleichung: 

x? + y: +22 =R? 
unmittelbar das geometriſche Merkmal aus, wodurch man die Oberfläche einer 
Kugel definiren kann, naͤmlich, daß alle ihre Punkte von einem andern Punkte, 
welcher bier zum Anfangspunkte der Eoorbinaten genommen tft, gleich weit 
entfernt find. Aber gewöhnlicher befteht die geometriſche Definition einer Fläche 
in der Angabe des Geſetzes ver Befchreibung derſelben durch eine Linie, welche 
fih bios im Raume bewegt, ohne ihre Korm zu verändern, oder während ber 
Dewegung auch zugleich ihre Korm verändert, In biefem Falle wird die Glei— 
hung (1), als durch die Elimination des Parameterd a zwilchen den Bleichungen: 
’ IX, Yı za)=0, f(x, y, z, 0) =0, (2) 

welche die einer im Raume befchriebenen Linie find, gegeben angefehen, und 
diefe Linie, weldhe die Erzeugungsfinie genannt wird, ändert entweder ihre 
Lage und Form, ober wenigftens ihre Lage mit dem Parameter «. 

Man fagt auch: die Fläche (1) fei der geometrifhe Ort aller Linien, 
weldhe das Syitem der Gleichungen (2) gibt, wenn man den Parameter a 
ſich ſtetig ändern Täßt. 

Sp ift z. B. die Oberfläche des in den Elementen der Geometrie betrady- 
teten geraden Kegels die Fläche, welche durch eine gerade Linie befchrieben 
wird, die befländig durch einen feften Punkt geht und fi fo bewegt, daß fie 
mit einer andern durch denfelben Punkt gehenden geraden Linie einen conftanten 
Winkel bilde. Man konnte fih vie Kegelfläche aber auch als durch einen 
Kreis befchrieben venfen, deſſen Mittelpunft fi auf ver Are des Kegels fort- 
bewegt, indem feine Ebene ſtets auf dieſer Are fenfrecht bleibt und fein ver- 
änderliher Halbmefler der Entfernung der Epite des Kegeld von dem Mittel⸗ 
punkte des beweglichen Kreiſes proportional iſt. 

6. 242, Diefes führt uns auf die Eintheilung der krummen Flächen in 
Familien, nah den geometrifchen Analogieen ihrer Befchreibungsarten, und 
diefe ſchon am und für ſich für die Einficht der Dperationen in den Künſten 
und Gewerben jo merfwürbige und nützliche Eintheilung hat für und noch das 
befondere Intereſſe, daß fie fih unmittelbar an die Theorie der Functionen, 
ſo wie wir fie betrachtet haben, anſchließt. Man darf dieſe Eintheilungsart 
nicht mit der der algebraifchen Linien oder Flächen nah dem Grade ihrer 
Gleichungen verwechfeln, obgleich fich vermöge des zwifchen der Geometrie und 
der Algebra ftattfindenven Jufammenhanges oft Analogieen zwifchen den Linien 
und Flaͤchen, welche durch Gleichungen von demſelben Grabe ausgebrädt wer- 
den, herausftellen ($. 207). 

So gehört 3. B. der vorhin erwähnte gerabe Kegel zu ber Familie der 
Kegelflaͤchen, deren gemeinfchaftliches Merkmal darin befteht, daß fie durch 
eine gerade Linie befchrieben werben, welche beftäudig durch einen feften Punkt geht. 
Ebenſo gehört der gerade Cylinder, welchen man in den Elementen betrachtet, 
zu der Familie der cylinbrifhen Flächen, welche durch eine ſich bewegende 
gende Linie erzengt werben, die ſteis zu ſich ſelbſt parallel bleibt. In beiden 
aͤllen Tann man Fir den Kreis, welcher bei dem gewöhnlichen Cylinder und 
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Kegel ale Richtlinie ber Eraenoungelinie bei ihrer Bewegung bient, eine 
beliebige algebraifche, ober tran®cendente, oder auch eine ganz willführliche, im 
Raume beſchriebene Curve fubflituiren Im Allgemeinen nennt man nämlich 
bie Linien, auf welche fih die Erzeugungslinie bei der Befchreibung einer be- 
flimmten Fläche fügt, Richtlinien. 

Die Eintheilung der Flächen in Familien unterfcheivet ſich von einer ei- 
gentlihen Klaflification ($. 19) dadurch, daß biefelbe Fläche nach den ver- 
ſchiedenen Analogieen, welche ihre Beichreibungsart darbietet, zu verfchiedenen 
Familien gezählt werden kann. So fann man 5. B. den gewöhnlichen Kegel 
und Eylinder auch als zu der Familie der Rotationsflächen gehörig be- 
trachten, deren gemeinthaftfiches Merkmal darin beftebt, daß fie durch eine 
ebene Linie, die Meridianlinie, welche fih um eine in ihrer Ebene liegende 
Are drebt, erzeugt werden. Dieſe Meribianlinie redueirt fih in dem Kalle des 
Eylinders oder Kegels auf eine zu der Rotationsare parallele oder ſchiefe ge— 
rade Linie; aber fe kann auch eine beliebige, in ver Dierivianebene befchrie- 
bene Eurve fein. 

Man begreift hiernach, daß bie Flächen, deren Gleichungen nicht algebraifch 
find, und fih nicht einmal durch mathematitche Zeichen ausdrücken Iaflen, den⸗ 
noch gemeinfchaftliche Eigenfchaften Haben und hinſichtlich der gemeinfchaftlichen 
Gruppirungsmerkmale geometrifch unterfuht werben können, 


Regelflächen. 


$. 243. Unter Regelflaͤchen werben alle diejenigen verſtanden, welche 
eine fich auf eine beliebige Weife im Raume bewegende gerabe Linie erzeugen 
kann. Man kehrt auch dieſe Definition wohl um, und fagt, daß man durch 
jeden Punkt auf einer Regelfläche immer eine gerade Linie ziehen kann, welche 
ganz in biefe Fläche fällt. Die Berübrungsebene einer Regelflähhe enthält, 
weil alle Tangenten der durch den Berührungspunft auf ver Regelfläche gezoge- 
nen Linien in ihr Tiegen, auch die burch bieten Punkt gehende Erzeugungslinte, 
weil eine Linie mit rer Tangente zufammenfältt, wenn fie eine gerade wird, 

Wenn die Gleichungen der geraden Erzeugungslinie auf die Form: 

y=zax+y, z=ßı+Ö, 
gebracht find, fo dürfen fie nur einen willführlichen Parameter enthalten, weil 
es fonft feine Fläche geben könnte, welche der geometriſche Ort aller Erzeu⸗ 
gungslinien wäre, Man bat aljo: 

B=gya,y=Ya,ö=wa, 
fo daß das Syſtem ver beiden ©fleichungen: 

 ‚=ax+ Ya, z=xpa + wa, (3) 

wo @, %, w beliebige Zunctiondzeichen find, eine beliebige Regelflähe aus- 
drücken Tann. 

Die beiden einander unendlich nahe liegenden Ergeugungslinien, für welche 
der veränverliche Parameter die Werte = mb = + da annimmt, treffen 
einander im Allgemeinen nicht, d. h. es gibt im Raume Feine Linie, welche bie 
Umbällungslinie aller geraden Erzengungslinien wäre ($. 232); denn wenn 
diefe Umhüllungslinie eriftirte, fo müßten fich ihre Gleichungen durch die Eli⸗ 
mination von a zwilchen ben Gleichungen (3) und ihren Ableitungen in Be⸗ 
ziebung auf «, nämlich: | 

xt wa=0, sya+twa=0 
ergeben. Sollen aber dieſe beiden letzten Gleichungen zufammen flattfinden 
fünnen, fo muß man folgende Beringungsgleichung haben: 
17? 
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la — ya» Wie, (4) 

welche nur zwei ber Functionen 9, X, w wilkahrlich und unabhängig laͤßt. 
Wenn diefe Bedingungsgleihung nicht erfüllt wird, und bie geraben &r- 
zengungslinien Feine Umbüllungslinien haben, fo wird die Negelfläche eine 
windſchiefe Fläche und im entgegengefeßten Kalle eine abwidelbare 
Fläche genannt, und zwar aus einem Grunde, welchen wir bald Kennen ler⸗ 

nen werben. 

$. 244. Wenn die Functionen ꝙ, U, w gegeben wären, fo ergäbe ſich 
bie Gleichung der entfprechenden Negelflähe aus der Elimination von a zwi 
fehen den beiden Gleichungen (3). Dean kann alfo in diefen beiden Gleichun- 
gen die Beränverlihen a und z als Aunctionen der beiden unabhängigen Ver- 
änderlihen x, y betrachten. Wenn man von ber erften Gleichung in Beziehung 
auf jeve der unabhängigen Beränderlichen bie Ableitung nimmt, ſo erhält man: 


d d 
„etva=-a Zaettaa=i 0 
und wenn man mit ber zweiten Gleichung eben fo verfährt, fo findet man: 
= (xyla+ we) =p— ga, n yarwao=g4. (6) 


Hieraus folgt: 

da,da p—gya_ 

==" 7” a, () 
fo, daB man auch jede beliebige Regelfläche durch das Syſtem ver beim 
Gleichungen: 

y=ax+Ya,p+ag=ya 

ansbrüden kann, worin bie Ableitungen ber erſten Orbnung p, q, aber mm 
noch zwei willtübrliche Sunctionszeihen 9 und vorkommen. Wenn man die 
pein biefer Gleichungen fuccefiive in Beziehung auf x und auf y bifferenyit, 
o erhält man: 





d d 
— (pa—gy=r+as, * (YWa—g)=ı+a, 
woraus vermöge der Gleichung (7) folgt: 
— — * ta ra +2 S0. (8) 


st ot 
FJede Regelflaͤche kann alfo auch durch das Syſtem der Gleichungen: 
y=ax+t Ya, at >2as+-r=(, 
worin bie partieflen Ableitungen der zweiten Orbnung r, s, t vorkommen, abet 
nur noch das willführliche Functionszeihen U erſcheint, andgebrüdt werben. 
Wenn man endlich die Gleichung (8) ſucceſſive in Beziehung auf x mb r 
differenzirt, fo erhält man: 


2Ec+m)=— (am + 2ou + u), 


20 +e)= — (air +2ow + we, 
und folglich: 
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et, oder a’r + I3adw > I3au +Hu=0, (9) 


Eliminiet man nun a zwifchen den Gleichungen (8) und (9), fo erhält man 
eine Gleichung mit partiellen Differenzialen der dritten Ordnung, worin Tein 
willführliches Sunctionszeichen mehr vorkommt, welche dieſelbe Allgemeinheit, 
als das Syſtem der Gleichungen (3) hat, und wie biefe beliebigen Regelflä- 
chen entſpricht. | 

Man gelangt unmittelbar zu demfelben Refultate, wenn man bemerkt, daß 
fih drei einander unendlich nahe liegende Berührungsebenen jeder Regelfläche 
nach verfelben geraden Linie durchſchneiden, welde eine Erzeugungslinie ift, 
wenn bie drei einander unendlich nahe liegenden Berübrungspunfte auf diefer 
Erzeugungslinie felbft liegen. Denn die Gleichung der Beruͤhrungsebene: 


—-s=pE—)+4W—yY 
hat bie beiden Ableitungen der erfien Ordnung: 
dy ẽ— 5) 44( - ) 30, (10) 
dp (5—x) + d24 (7—y) — (dxdp — dydg) = 0; 
wovon jede in Berbindung mit der Gleichung der Berührungsebene diefelbe 
gerade Linie beftimmen muß, d. h. man muß haben: 
dx dy dz 





wodurch ſich die Gleichungen (10) auf: 
dpdx + dgady = 0, d*gdx + d?pdy=0, 


oder vielmehr auf: 
rt sy + (+ ty =0, 
ut 2uy’ + wy?2? + (m + 2uy/ + vy)y' =0 

reduciren. Aus diefen beiden Gleichungen muß fich auch derſelbe Werth ber 
Tangente y’ des Winfels ergeben, welchen die Projection der Erzeugungslinie 
auf der Ebene der xy mit der Are der x bildet, und in der That unterſcheiden 
fih die beiden vorhergehenden Gleichungen, reſp. von ben Gleichungen (8) 
und (9) nur dadurch, daß y’ für « fleht. 


Abhwidelbare Flächen. 
$. 245. Wenn die geraden Erzengungslinien eine Umbüllungslinie haben 


mb ber Gleichung (4) genügt wird, fo verwanbeln ſich die Gleichungen (6) 
durch die Subflitution des Werthes w’a in folgende: 


ya. *6 rYa)=p— ya, ya» etve)=u 


worans, wegen ber Gleichungen (5) folgt: 

p=ya — ayla, q= ya. 
Wenn bie Function ꝙ gegeben wäre, fo eliminirte man c zwiſchen biefen Ich- 
ten Gleichungen und man erhielte: 

So Lange die Function 9 willkührlich bleibt, ift diefes auch mit der hier- 
ans abgeleiteten Function ZI der Fall; und umgelehrt, die Unbeftimmtheit von 
IT Hat die von 4 zur Kolge. Die abwidelbaren Flächen werben alfo ſowohl 
dur das Syſtem der Gleichungen (3) und (4), worin die Coorbinaten x, 
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y, » und brei wilffüßrliche Functionen, wovon zwei wuabhängig find, vorkom⸗ 
men, als durch die Gleichung (IT), welche nur bie Ableitungen p und q unter 
einem einzigen willführlichen Functionszeichen enthält, ausgedrückt. 

Das Zeichen MI wird kortgefhafft, wenn man zu ben Ableitungen ber 
zweiten Ordnung übergeht, und alsdann erhält man, wie auch ſchon im 6. 168 
gefunden iſt: 

rt — s: = 0. 

Die Berübrungsebene einer abwidelbaren Fläche berührt diefelbe nach der 
ganzen Ränge der in biefer Ebene liegenden geraden Erzeugungslinie. Denn 
die Bedingung, daß die Berührungsebene durch eine gegebene Erzengungslinie 
gehen muß, gibt für alle auf dieſer Ergengungstinie liegenden Berührungspuntte 
biefefbe Bedingungsgleichung zwiſchen den Ableitungen p, q, und wem man 
damit die Gleichung (IT) verbindet, fo werben bie Größen p, q eimeln be- 
flimmt und haben für alle diefe Berührungspunkte diefelben Werthe. 

Aus diefem Satze über die abwidelbaren Flächen muß man umgekehrt 
ſchließen, daß für die winpfchiefen Flächen die Berührungsebene, welche immer 
die durch den Berührungspunkt gehende Erzeugungslinie enthält, die Oberfläche 
nicht berührt und fie folglich in jedem andern Punkte der geraden Erzeugungs- 
linie durchſchneidet. 

$. 246. Die abwidelbaren Flächen befonmen biefen Ramen, weil fie 
fih in eine Ebene ausbreiten over abwideln Iaffen, ohne weber Riffe, noch 
alten zu befommen, oder ohne daß die Elemente irgend einer auf der Fläche 
beſchriebenen Curve bei dieſer Abwickelung verlängert ober verfürzt werben. 
Denn betrachten wir eine Reihe einander unendlich nahe Tiegender Erzeugungs- 
linien mu, m,u,, m, <... (dig. 72), welde fih je zwei und zwei 
burchfchneiven, fo daß fie das windfhiefe Viele von unendlich vielen kleinern 
Seiten uu,, UM, - + +. zur Umbüllungslinie haben; fo fann man das ebene 
Element mu, um bie gerade Linie m,w, fo lange breben, bis es in bie 
Ebene des anliegenden Elementes m,u,m, fällt, worauf man biefe beiden 
nun in derfelben Ebene liegenden Elemente auf die Ebene m,u,m, nieberfchlägt, 
ff. In dem folgenden Kapitel werben wir durch andere achtungen auf 
dieſe Eigenfchaft der abwickelbaren Flächen and auf die Folgerungen, welche 
fi) darans ziehen laſſen, zurüdfommen. 

Die Linie zu, +»... . oder die Umhällungslimie der Erzengungelinien 
mu, mu, m,U, 2.0... wird die Ruckkehrkante ober die Wendungs- 
curve der abwidelbaren Flaͤche, welche der geometriſche Ort aller dieſer Er- 
zeugungslinien ift, genannt. Jede Linie von boppelter Krümmung kann folglich 
als die Wendungscurve einer abwicelbaren Fläche betrachtet werden, welde 
burch eine fi) bewegende und an dieſer Linie tangent bleibende gerade Linie 
erzeugt wird. Es wird daher zur Vernoliftändigung ber Theorie der Linien 
von doppelter Krümmung zwecdmäßig fein, fie an bie Theorie der abwickelbaren 
Flächen anzufchließen, wie wir fpäter thun werben. 

‚Die Rückkehrkante kann ſich auch auf einen Punkt reduciren, wie dieſes 
bei den Kegelflächen ver Fall iſt, welche offenbar abwickelbare Flächen find, 
Wenn ſich der Durchſchnittspunkt aller Erzeugungslinien in's Unendliche entfernt, 
fo wird die Flaͤche eine eylindriſche und bleibt abwickelbar. Wir wollen 
biefe beiden Familien abwickelbarer Flächen nun näher unterfuchen. 


Eylinprifge Flaͤchen. 
$. 247. Wenn man die Gleichungen der geraden Erzengungsimie auf 


die Korm: 
x=za Fo,ybr + Pß (19) 
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bringt, fo findet zwiſchen ben veränberlihen Parametern ein Zufammenhang: 
B= ya (9) 
flatt, woraus folgt: 
y—bz=o9(x—.er). (12) 
So lange die Eoefficienten a, b und die Function 9 unbeflimmt bleiben, 
entſpricht die Gleichung (12) einer beliebigen cylinprifchen Fläche. Wenn man 
den Coefficienten a, b Zahlenwerthe beilegt, % müſſen die Erzeugungslinien 
mit den Parallelen zu den Coorbinatenaren beftimmte Winkel bilden. 
Wenn man von der Gleihung (12) in Beziehung auf jede der unabhän- 
gigen Beränderlihen x, y bie Nbleitung nimmt und auf bie gewöhnliche Weife 
bie Function ꝙ eliminirt, fo erhält man bie Gleichung mit partiellen Diffe- 


zenzialen: 
p—bı=1, (18) 

welche genau dieſelbe Allgemeinheit hat, als die Gleichung (12), wovon fie 
abgeleitet if. Nach der geometriichen Bebentung ber Ableitungen p, q drückt 
bie Gleihung (13) aus, daß die Berührungsebene immer zu der geraden Linie 
x 42, y==bz parallel iſt, und man hätte ſich auf dieſe Eigenfchaft ver 
Derührungsebene der cylindriihen Flächen fügen Fönnen, um bie Gleichung 
(13) direct zu erhalten. 

$. 248. Die Durchſchnittseurve, welche man erhält, wenn man eine cy⸗ 
lindriſche Fläche mit einer auf ihren Erzeugungslinien fenfrechten Ebene durch⸗ 
ſchneidet, wird ein gerader Durchſchnitt genannt. 

Um dieſen geraden Durchfchnitt, oder allgemeiner, bie in ver Gleichung 
(12) vorkommende willführliche Function ꝙ zu beftimmen, kann man feftfehen, 
dag die frumme Fläche durch eine gegebene krumme Richtlinie ($. 242) 
geben muß. Es feien: 

(Üy = 0, (9 . 
fa 9=0, (N un 
die Gleichungen ver Richtlinie, fo erhält man, wenn man x, y, x zwifchen ben 
Gleichmgen (11), (f, f) eliminiert, eine vefulticende Gleichung von der Form: 
F(a,B)=0, (F) 
weile mit der Gleichung (cp) iventifch fein muß, und folglich die Auction ꝙ 
beflimmt. Wenn man in die Gleichung (F) für « und 4 ihre Werthe als 
Sunctionen von x, y, = wieder febt, fo erhält man: 
Fix— a, y—b)=0(, (14) 
welches die Gleichung der verlangten cylindriſchen Fläche iſt. 

Wenn die Richteurve in der Ebene der xy beſchrieben wäre und durch bie 
Gleichung: 

" fx, )=0 
ansgebrädt würbe, fo verwanbelte fi die Gleichung CF) in f(a, A) — 0 
and Rat der Gleichung (14) hätte man:. 

f(x — az, ‚— bs) =(, (15) 

Diefe letzte Gleichung drückt ans, daß ber Durchſchnitt der krummen Fläche 
mit einer zu der Ebene der xy parallelen Ebene, deren DOrbinate z ift, fi 
auf die der xy nach einer mit der Richtlinie identifchen Linie projicirt, und 
welche man erhielte, wenn man bie Richtlinie auf der Ebene ber xy parallel 
zu der geraben Linie forträdfen ließe, welche mit ber Are der x einen Mintel 


—— 


bildet, deſſen Tangente — * iſt, ſo daß alle Punkte der Richtlinie parallele 


gerade Linien beſchrieben, deren gemeinſchaftliche Länge = z fa? + b3 
wäre. Die Gleihung (15) Hat alfo einen beflimmten geometrifhen Sinn und 
führt alle Aufgaben, welche man über cylinprifhe Flächen fielen kann, auf 
eichte Conſtructionen zurüd‘, ohne daß man die Allgemeinheit der Yunction f 
zu befchränfen braucht, indem man ihr einen mathematifchen Ausdruck beilegt, 
wogegen die Gleichung (14) an und für fich felbft Teinen Sinn hat, wenn bie 
Elimination zwifchen den Gleichungen (11), (), (F) nicht ausführbar iſt, over 
wenn die Functionen f und f feinen mathematiſchen Ausdruck mehr haben. 
Sobald jedoch die Richteurve durch die Zeichnung ihrer Projectionen auf zwei 
aufeinander ſenkrechte Ebenen gegeben ift, lehrt die befchreibende Geometrie die 
Durchſchnittscurve der cylindriſchen Fläche mit einer gegebenen Ebene, 3. DB. 
mit der der xy, durch Punkte conflrniren, fo daß ſich das Syflem ver in die- 
fem Zweige der Geometrie üblichen graphiichen Operationen an die Theorie 
beliebiger fletiger Funetionen anfchließt und die Stelle unmöglicher analytifher 
Eliminationen vertritt, 

Wenn die cylindriſche Fläche eine durch eine Gleichung, wie 3. DB. bie 
Gleichung (D, gegebene Fläche berühren muß, wie bei dem Probleme der 
Schatten, wenn ſich der Teuchtende Punkt in’s Unendliche entfernt; fo Teitet 
man aus der Gleichung (f) die Werthe von p, q als Functionen von x, y, z 





ab und ſubſtituirt fie in die Gleichung (13), wodurch man eine zweite Gler 


hung (F) erhält, welche zu der Berührungslinie des Eylinders mit der Fläche 
(f) gehört. Alsdann kann man diefe Berührungslinie (f, f) zur Richtlinie 
nehmen und die Auflöfung der Aufgabe wie vorhin vollenden. 


Kegelflächen. 


F. 249. Die Gleichungen der beweglichen geraden Linie, welche eine 
Regelfläche befchreibt, indem fie beftändig durch ven Punkt (x, , Yor 20) geht, 
(ofen fih auf folgende Form bringen: 

x— x =a(y—y)ı 2-2, =ßl(x— x), (16) 
wobei voransgefeht wird, daß die Parameter @, 4 durch eine Gleichung, wie 
(Y) mit einander verbunden find, und alsdann erhält man: 


Ta — (228 )- 17 
x—X, ⸗ -Y um 

So Yange die Eonflante x,, Yo, z, und bie Function ꝙ unbeflimmt bleiben, 
kann dieſe Gleichung eine beliebige Regelfläche ausprüden. Das Funetionszei⸗ 
den ꝙ wird durch das gewöhnliche Verfahren eliminirt und man kommt ale 
dann auf die partielle Differenzialgleichung : 

| s— 2, =p(x—x%,)+q4(y—Yı)ı (18) 
wozu man auch dirert gelangt, wenn man bemerkt, daß bie Berührungsebene 
der Kegelflähe immer durch den Mittelpunt (x,, Your 2.) derſelben gehen 
muß. Wenn man biefen Mittelpunkt zum Anfangspunfte der Coorbinaten nimmt, 
fo redueirt fih die Gleichung (IT) auf: 


zer) 


und iſt ihrer Form nach in Beziehung auf die Veränberlihen x, y, = homo⸗ 
gen. Unter denſelben Umftänben verwandelt ſich bie Gleichung (18) in folgende: 
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zZp< + gy, 
was mit dem Lehrſatze von ben homogenen Functionen (6. 122) übereinftinmt. 
Wenn bie Kegelflähe die Linie (f, 5) zur Richteurve bat, fo eliminixt 
man x, y, a zwiſchen den Gleichungen (16), (D), (f), wodurch man auf eine 
Endgleichung (F) kommt, welche die Function ꝙ implieite beſtimmt. Setzt 
man für &, 4 ihre Werthe als Functionen von x, y, =, fo erhält man für 
die Bleihung der Kegelfläche: 


s(—ı 0. 19 
Yo i *) * 

Wenn die Function f nicht direct gegeben wäre, ſondern durch bie Be⸗ 
dingung beflimmt werden müßte, daß die Kegelfläche die Fläche (f) berübre, 
welcher Fall bei dem Probleme der Schatten vorkommt, wenn ber Teuchtende 
Punkt in einer envlihen Entfernung von dem auf dem Wege der Lichtſtrahlen 
befindlichen undurchfichtigen Körper liegt; fo leitete man aus der Gleihung (1) 
die Werthe von p, q als Kunctionen von x, y, = ab und fubflituirte fie in 
die Gleichung (18), wodurch man die Gleichung (f) erhielte, 


Windſchiefe Flächen mit einer geraden Richtlinie 


$. 250. Wenn man bie Are ber = zur Richtlinie nimmt, fo genügen bie 
auf die Form: 





z = xıyga+a, z=yVat a, (20) 
gebrachten Gleichungen der Erzeugumgslinie der Definition ber in Rebe flehen- 
den Flächen, woraus folgt: 

x Va _ PA 

Ta’ ser a= a (I). 
Hiernach kann man für das Syſtem der Gleichungen (20) eine ber beiden fol- 
genden Gleichungen eben: 


z=xp, (2) + (2), (21) 
zb, (Z-) +w (). (22) 


wo die Function @,, X, durch die Bebingungsgleichung: 
(3) = ı(E) 


miteinander verbunden find. Nimmt man von ver Gleihung (21) in Bezie- 
hung auf y und anf x die Ableitungen, fo erhalt man: 


=.) -Yrl)+ se] 
(ltr) 
folglich : 
px + 7=4,(2): . @3) 


unb wenn man nochmals die Ableitungen nimmt, um @, zu eliminiven, fo 


En 


x?2r + 2zıys + y2#=0. (24) 
Um aus birecten geomekri hen Betrachtungen die Gleichung (24) abzuleiten 
wollen wir bemerlen, daß, wenn man buch ben Punft (x, y, =) zwei Ebenen 
Legt, wovon bie eine durch die Are der = geht und die andere bie krumme Fläche 
in diefem Punkte berührt, fo fchneiven ſich diefe beiven Ebenen, deren Glei⸗ 
dungen reſp. folgende find: 
y1E—-)— ım—-„)=0, (25) 
—-z=p(—s)+4W—yVı (26) 
nach einer Erzeugungslinie Wenn fi der Berührungspunkt ändert, ohne 
jedoch aus der Ebene (25) herauszugeben, fo frhneivet bie neue Berührungs- 
ebene die Ebene (25) noch nach berfelben Erzeugungslinie, Yolglich finden 
die Gleichungen (25), (26) mit ihren Ableitungen in Beziehung auf bie Ber- 
änderlichen X, Y, &, nämlich: 
&dy — ydx 0O, 
(rdx + ey) ED) 4 (4dx 4 tay) (h N)=0. (26 
iu gleiher Zeit flatt, und vermöge der Gleihung (25) verwandeln ſich diefe 
eiven letzten Gleichungen in folgende: 
dr _ Z, (rdx + ody)x + (sdx + ty) y = 0; 


dx — 
und wenn man endlich das Verhaͤltniß = zwifchen dieſen letzten Gleichungen 
eliminirt, fo kommt man wieder auf die Gleichung (24). 
Windſchiefe Flaͤchen, deren Erzeugungslinie zu einer Richtebene 
parallel find. 


‚.$. 251. Wemn die Ehene der xy zur Ridftebene genommen wird, ſo find 
die Gleichungen der Erzeugungslinie: 


z=a, ‚=xpa + %a, 


folglich: 
y=xgz + %s, (27) 
und die Sunctionen ꝙ, % bleiben willführlih. Eine erfle Differenzirang gibt, 
wenn man die Function 2) eliminirt, * — — gz, und durch eine zweite 
Differenzirung findet man: 
gq?r — 2 + Pi 0. (28) 


Zu der Gleichung der in Rede ſtehenden Flächen fann man mehr birect 
gelangen, ohne bie Lage ber Richtebene gegen die Eoorbinatebenen zu particu- 
larifiren. Denn es fei: 


A&+By +Ci=D 
bie Gleichung ver Richtebene und: 
AE—H)+BM—N)+ed—)=0 29) 


bie durch den Punkt (x, y, =) dazu gelegten Varallelebene, fo ift bie durch 
biefen Punkt gehende Erzeugungslinie der Durchſchnitt der Ebene (29) mit ber 
Derührungsebene (26). Wenn man ferner den Berührungspunft auf derfelben 
Erzeugungslinie fih ändern läßt, fo geht die neue Berüh bene noch 

dieſe Erzeugungslinie, welche folglich die Durchſchnitislime zweier einander 
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unendlich naheliegenver Veräfrungsebenen if. Dan alſo der Glei⸗ 
chung (26°) noch die Ableitung von (29), nämlich: Do acher 
Adx + Bdy + C(pdx + 44059) = 0. (29% 
Kältuifee man aus ben vier Bleichungen (26), (26°), (29), [297 bie Ber- 
g—x y—y dy 
3 Ts &' 
fortfchafft, fo bleibt die Beringungsgleichung : 

(B+ Cr —2(B+ Cd) (A+ Cs +(A+ Ct 0, 
welche mit der Gleichung (28) iventificirt wird, wenn man A=0, B=0 
fett, welche aber eine noch einfachere Form bekommt, wenn man C = 0 feßt, 
oder wenn man die Richtebene auf der xy fenfrecht annimmt; denn alsdann 
redurirt fie ſich anf: 








Bör — 2ABs + A230, (30) 
und endlich auf r == 0, oder auf 1 = 0, wenn man bie Richtebene zu der ber 
xz ober ber ys parallel annimmt, wodurch die Allgemeinheit der Auflöfung 
nieht beſchraͤnkt wird, 

Conoidiſche Flaͤchen. 


$. 252. Wenn die Erzeugungslinie einer windſchiefen Fläche der doppel⸗ 
ten Bedingung genügen muß, daß ſie eine gerade Richtlinie haben und zu 
einer Richtebene parallel bleiben muß, fo iſt die beſchriebene Flaͤche eine co⸗ 
noidiſche Flääche. Mit andern Worten: die conofbifchen Flächen gehören zu- 
gleich zu den beiden eben betrachteten Arten winbfchiefer Flächen. Die conoi⸗ 
bifchen Flächen find, mit Ausnahme der Ebene, welche mit darımter gehört, 
nothwendig windſchief. Denn es feien AB (Fig. 74) die gerade Erzeugungs- 
linie und mo, m,n,, m,n,, ..... einander unendlich nahe Tiegende Erzeu⸗ 
gungslinien, fo müßten, wenn zwei aufeinander folgende Erzeugungslinien in 
berfelben Ebene Tiegen follten, die unendlich Heinen geraden Linien nn, , nn... 
zu AB paraffel fein, was nur zufällig gefchehen kann, wofern ſich die Poly- 
genallinie on,n, .... nicht in eine zu AB parallele gerade Linie verwandelt, 
und alsdann iſt die befchriebene Fläche eine Ebene. 

Die Fläche wird, obgleich fie eine windſchiefe if, ziemlich unpaflend das 
gerade Conoid genannt, wenn die Richtlinie auf der Kichtebene ſenkrecht if. 

18 Beispiel einer folchen Fläche kann man die durch eme ſich bewegende ge- 
rabe Linie, welche die Are. eines geraden Cylinders immer rechtwinklig durch⸗ 
ſchneidet und fih mit einem ihrer Sanfte auf eine auf der Oberfläche des Cy⸗ 
linders befchriebene Schraubenlinie ſtützt ($. 234), befchriebene Fläche anführen, 
welche die windſchiefe Schraubenfläche genannt wird, 

F. 253. Wir wollen die Ebene der xy zur Nichtebene und ben Punkt, 
worin Die gerade Richtlinie diefe Ebene trifft, zum Anfangspunft ber Coordi⸗ 
naten nehmen, fo find die Gleichungen der Richtlinie : 

xm=a, x=bz, (31) 
und bie der Erzeugungslinie: 
sß, v—IB=alx— aß) 
Zwifchen den Parametern a, 6 muß man fich wieder einen Zufammenhang 
(y) denken, wıd alsbann iſt Die allgemeine Gleihung der conoidiſchen Flächen: 


=g(1Z#), (32) 
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Benn man das Functionszeichen ꝙ anf die gewöhnliche Weiſe eliminirt, fo 


ergibt fi daraus: 
p(x— az) +q(y—be)=0. (33) 
Der Sinn viefer lebten Gleichung iſt der: daß, wenn man durch den Punkt 
(x, y, z) in der Derührungsebene zu ver Ebene der xy eine Parallele zieht, 
diefe die Richtlinie (31) fehneidet, und in der That fällt die anf dieſe Weiſe 
I der Berührungsebene gezogene gerade Linie mit einer Erzeugungslinie zu⸗ 
ammen. 
Wir wollen annehmen, daß bie bewegliche gerabe Linie außer ver geraden 
Linie (31) noch eine andere gerade Linie: 
xsm+n, y=mzs + u 
zur Richtlinie Habe, fo wird die Function 9 vermittelt einer ähnlichen Elimi- 
nation, wie die bereit8 vorgenommenen, fpecialifirt und man erhält die Oleichung: 
(mb — am‘) z2? - (m — b)xs — (m—a)yz + (bu —an)s + n'x— ny =, 
ber Oberfläche des zweiten Grades, welche das hyperboliſche Paraboloid 
genannt wird, j 
Wenn das Convid ein gerabes ift, fo hat man a=0, b=0O und bie 
Gleichungen (32) und (33) verwandeln ſich refp. in: 


=), px + y—=d. 


Die in der Stereotomie unter dem Namen Rreuigen dlbe bekannte 
Tlaͤche iſt ein gerades Conoid, für welches die zweite Richtlinie gewöhnlich 
eine Ellipſe ift, deren Ebene und eine Are vertical find. Wenn die Gleichun⸗ 
gen diefer Eflipfe folgenne Form haben: 


_. 7  _ 
x  — a, b2 + 2 — 1, 
fo findet man für die Gleichung des Conoides: 
| a2y2 52 
va tat 


Rotationsflächen. 

$. 254. Unter den Oberflächen, deren unterſcheidendes Merkmal darin 
befteht, daß fie ſich nicht durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugen 
laſſen, wollen wir bier nur die fogenannten Rotationsfläden (6. 242) 
betrachten. Es feien: 
die G x— x, =als—2),J—-y„=b(s—z,) 
bie Gleichungen ber durch den Punkt (x, Yo, 2,) gehenden Rotationsare, fo 
iſt die Gleichung der anf diefer Are fenkrechten Ebene: 

aıx+-bytz=oa, 
und dieſe Ebene ſchneidet die Rotationsfläche nach einem Kreife, welchen man 
als den Durchſchnitt einer Ebene und einer Kugel, deren Mittelpunkt ber Punft 
(X,r Yor 20) if, betrachten kann. Die Gleichung diefer Kugel if: 
“2 + 1-7 +@-2=B, 

und ber Zufammenhang (Y), beffen Form von ber Geftalt der Meridiancurve 
abhängt, gibt die Gleichung : 

(x—x,)?+(y—y,)? + (—2,)?=9@(ax +by+ 2), (34) 
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welche eine beliebige Rotationsfläche ausbrüden kann, fo lange bie Conftanten 
Zor Yor &ur a, b, und das Yunctionszeichen $, mubefkimnt leiben. 

Rimmt man bie partiellen Ableitungen in Beziehung auf x und auf y, fo 
erhält man: 

2[x— x,+p@—z2)]=(a+p)-Ylax+byr-+ 2), 

21x »+49G@—- 2 ))=0b+D-Yplax+by+ m), 
woraus ſich durch Elimination von 9 ergibt: 

ply—y,—bG@—z,)I-4lx x, —alı—z, )]=b(x—x,)—aly—y,). (35) 
Diele letzte Gleichung drüdt aus, daß die Normale der krummen Fläche die 
Rotationdare fehneivet. Denn bezeichnen &, 7, C die veränderlichen Coordina⸗ 
ten der Normale im, Punkte (x, y, =), fo find die Gleichungen berfelben : 
£—-ı+rl -)=0, 7 —-ı +41 —D=0, 
während die Rotationsare, auf diefelben Eoorbinatenaxen bezogen, werden: 
E—- z,=.ı( —2),7—-ı=b0-—3), 

und wenn man aus biefen vier Gleichungen die Coordinaten &, 7, C fort- 
fhafft, fo kommt man wieder auf die Gleichung (35). 

Wenn man die Rotationsare zur Are der z nimmt oder x, —=0, y,=0, 

a0, b=0 feßt, fo rebucirt fi die Gleichung (35) auf: 
pP —qx=0, (36) 
unb bie Gleichung (34) verwandelt ſich in folgende: 
x? + y?+(2— 2)? = 42), 

oder, was wegen ber Unbeflimmtheit der Function ꝙ baffelbe if, in: 

x? 4 72 =gz, wrz—=y(x? 4°), 
und = iſt alsdann die Drbinate der Meridiancurve, deren Abſciſſe — 
Yyx +97? if. 

Bermittelft des bereits bei ven cylindriſchen und Kegelflaͤchen angegebenen 
Eliminationsverfahrens kann man leicht die Gleichung der durch eine gegebene 
Eurve (f, f) gehenden Rotationsfläche finden. 

$. 255. je wollen das Gefagte auf die Beſtimmung der Fläche an- 
wenden, welche durch bie Umdrehung ber geraden Linie: 

x=m+n,y—=mz-t 0. (3 
um die Are der z erzeugt wird, fo haben wir dieſe beiven Gleichungen mit 
ven Gleichungen: 

za, 2 +?! =ß, 
zu verbinden, woraus folgt: 

(ma + 0)? + (mia + a)? =Pß 
amd wenn wir für a, A ihre Werthe feßen: 
(nz +2)? + (ms Zi)? =x?’ +y?, u 
Denn man die Fürzefle Entfernung ber Rotationsare von der geraben Linie 
(37) zur Are der x nimmt, fo wird bie gerade Linie (37) zu der Ebene ber 
yz parallel und man c m — O, n!==0 fegen, wodurch ſich Die Gleichung 
der krummen Fläche in folgende verwandelt: 

x? my? — m’’ı? on, 
weiche mit der Gleichung (6) in $. 239 übereinftimmt. Die erzeugte Flaͤche 
iſt folglich die unter den Namen Rotationshyperboloid mit einem Fache 
befannte Regelflaͤche. 
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6. 256. Wir wollen nun noch die Rotationsflähe um die Are = beftim- 
men, deren Durchſchnitt mit der Ebene v — c bie Ellipſe: 


x? 22 
7— 4 5 =1, (38) 
ift, fo gibt die Rechnung für die Gleichung der gefuchten Fläche: 
x?  y2 Pr a? + c2 
a? b» = a? 
Der Durchſchnitt diefer Fläche mit der Ebene der xz tft die Ellipſe AB A!B' 
(dig. 75), deren Gleichung folgende if: 


x? 2? a? + c? 

Da Se 
währenn ſich die Ellipſe (38) auf die Ebene der xz nach der ähnlichen con- 
centrifchen Ellipſe aba’b’ projicirt. Wenn man nun in b und b’ an die Ellipſe 
(38) die Zangenten be, b’c! zieht, fo ift klar, daß der Theil cc! des Meri- 
diandurchſchnittes allein geometriſch durch die Bedingung beflimmt wird, daß 
ber Durchſchnitt der Rotationsflähe mit der Ebene y= c bie Ellipſe (38) if. 
Der Meriviandurchfchnitt könnte von c bis B und von c’ bis B’ eine befiebige 
Eurve fein, und folglich if die Function 9, wenn das Functionszeichen ꝙ 
feine ganze Allgemeinheit behält, nur zum Theil durch die Bedingung beflimmt, 
dag man auf die gegebene Fläche eine gegebene Eurve legen fünne. Aber 
wenn man erplicite oder implicite annimmt, daß Y eine algebraifhe Yunction 
bezeichnet, deren Ausdruck fih in der ganzen Ausvehnung ihres Berlaufes nicht 
änbert, fo wird fie in ihrer ganzen Ausdehnung durch bie Bedingung, daß 
man auf die krumme Fläche eine gegebene algebraiiche Curve legen könne, 
wirklich beftimmt. | 








Adtes Kapitel. 


Bon den Umbillungsflächen. 





6. 257. Die Theorie der Umhüllungscurven (6. 182 u. ff.) laäßt fih 
verallgemeinern und anf Frumme Flächen ausvehnen; aber mit wefentlichen 
— 2** welche in der Natur des Gegenſtandes ſelbſt ihren Grund haben. 

ei: 

| F(x,y,:,0c)=0 (F) 

bie Gleichung einer Irummen Fläche, worin ber Parameter a vorkommt. 
Wenn man biefem Parameter eine Reihe von Werthen beilegt, fo erhält man 
eine Reihe von krummen Flächen derſelben Art, welche fih im Allgemeinen 
nach gewiſſen Linien durchſchneiden. Wir wollen insbeſondere zwei dieſer Flächen: 

F(x,y,.,a)=0,F(x,y,s,a+ deo)=0 
betrachten, fo wird die Durchfchnittslinte, wenn man fa ohne Ende abnehmen 
läßt, auf ber erfien Fläche verrät und nähert ſich immer mehr und mehr 
a Kane Linie, welche durch das Syflem der Gleichung (CF) und ihrer 

eitung : 
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dF Ä 
1, > 0 (E') 
gegeben wird, und welche Monge bie an genannt hat. 

Die Gleichungen der Charakteriſtik enthalten den Parameter a und ändern 
fih für jede der unendlich vielen durch die Gleichung CF) ausgedrüdten Flä- 
hen, fo lange @ unbeftimmt bleibt. Wenn man & zwifchen den Gleichungen 
(F), CF) eliminixt, fo erhält man eine dritte Gleichung: 

O (x, yD)=0 (0) 
and dieſe gehört zu einer Fläche, welche als der geometriſche Ort aller Cha⸗ 
rakteriſtiken betrachtet werben ann, ’ g ’ ’ 

‚. Gür alle auf derfelben Charakteriſtik Tiegennen Punkte hat die Fläche (D) 
biefelbe Berührungsebene, als die der Flächen CF), welcher diefe Eharakterifif 
entſpricht. Denn die Gleichung der Ebene, welche dieſe letzte Fläche im Puulte 
(x, 5, 2) berührt, ift: 

dF_. dF dF 
F (—x)+ 3 „+ = (6- 5) 3 0. (a) 


Da ferner die Gleichung CD) nichts anders iſt, als die Gleichung CF), worin 
man für c feinen ans der Gleihung CF’) als Function von x, y, z abgelei- 
teten Werth ſubſtituirt hat, fo kann die Gleichung der Berübrungsebene ver 
Flaͤche (O) auf die Form: | 


ta NE) 4 a + ia 0?) 


dF dF da 
++) 

gebracht werden und fie rebucirt fi) vermöge der Gleichung CF’) auf bie 

Gleichung (a). 

Die Flaͤche CD) Hat alfo die Eigenfchaft, daß fie alle die unendlich vie⸗ 
len Flächen, welche durch die fletige Veränderung des Parameterd a in der 
Gleichung (F) erhalten werden, berührt oder umſchließt. Man nennt fie beß- 
halb die Umhällungsflähe und die Flächen CF) die umhüllten Flächen. 
Jede Eharakteriftif ift alfo die Berührungslinie der Umhüllungsfläche mit einer 
umbüllten Flaͤche. 

Es kann gefchehen, daß die Charafteriflifen imaginär werden, wenn ber 
Parameter a gewifle Grenzen überfchreitet, obgfei die Gleichung CF) für 
dieſelben Werthe von a noch reelle Flächen ausdruͤckt, welde alsdann nicht 
mehr von der Umhällungsfläche berührt werden und auf welche der Name um⸗ 
hüllte Flächen eigentlich nicht mehr anwendbar if. Diefer Fall ift dem analog, 
welchen wir bei der Umhüllung ebener Enrven angegeben haben ($. 184). 

Das Syftem der Gleichungen CF), (PN) und: 

dF _ j 
a m * 


beſtimmt, wenn fie miteinander beſtehen können, den Punkt, worin eine Cha⸗ 

rakteriſtik son der benachbarten unendlich nahen Charakieriſtik geſchnitten wird, 

umd die Elimination von a zwifchen biefen drei Gleichungen gibt die beiden 

Bleihungen der Rückkehrkante oder Wendungseurve der durch die Bewegung 

ver Charakteriftif befchriebenen Umbällungsflähe ($. 246). 

Oi Fa man endlih mit den Gleichungen (CF), (CF), (FI noch die 
eichung : 


dar — en 


verbindet, fo kann man a fortfchaffen, und bie Coordinaten x, y, z eines auf 
ver Rücktehrkante Tiegenden Punktes, welcher im Allgemeinen ein fingulärer 
Punkt derfelben ift, einzeln beflimmen. 
5. 258. Betrachten wir nun die Gleichung einer Fläche: | 
F(x, y, 2, u, 9)=0, [F] 
worin zwei willkührliche Parameter &, 8 vorkommen, fo kann man nicht an- 
nehmen, daß fich diefe beiden Parameter gleichzeitig und unabhängig von ein- 
ander ändern, weil biefes zu feiner geometriichen Folgerung führen würbe; 
allein man kann offenbar annehmen, daß zwiſchen « und 5 eine Relation 
8 = ya flattfindet, vermöge welcher fih die vorhergehende Gleichung in fol- 
gende verwandelt: 
F(z, yı 2, G, Ya) == (, 

Run ann man den Parameter x fich ändern Laffen, wodurch eine Reihe 
umbällter Flächen und eine correfponvirende Umhüllungsfläche entfieht. Da bie 
Function 9 willkührlich iſt, fo beftimmt jede ihr beigelegte Korm ein Syſtem 
umhüllter Flächen, welches feine befondere Umbüllungsfläche hat. 

Da übrigens die Gleichung [F] zwei unabhängige Veraͤnderliche x, y ent⸗ 
hält, fo fann man fie in Beziehung auf jene diefer Beränderlichen bifferenziren, 
woburd man bie beiden folgenden Gleichungen erhält: 

aE d V dF dF 
ar, I  trım =! [F’] 

Die Elimination von a, A zwifchen den Gleichungen [F] uud [FI führt 
auf die partielle Differenzialgleihung der erſten Ordnung: 

Ix, 2» Pr dD=d0, (D 
mb alle durch die Gleichung [FI gegebenen umbüllten Flächen, fo wie alle 
durch die Elimination von a zwifchen den beiden Gleichungen: 


d+F(x 2, 0, 9a 
(x, nn 9 I—0, ((H)) 
gegebenen Umhüllungsflächen haben offenbar die Eigenfchaft, der Gleipung Ci) 
zu genügen. 
Hier if der Ort, wo der Faden ber Analogie zwifchen der Theorie der 
Umbällung ebener Euren und der der Umbüllung krummer Flächen zerreißt. 
In der That haben wir gefehen, daß die umhüllten Curven und die Umhäl⸗ 
lungscurven derfelben Differenzialgleichung mit zwei Veränverlicden, worin ber 
veränderliche Parameter nicht vorkommt, genügen. Aber es gibt für biefelbe 
Umhüllungscurve unendlich viele umhüllte Curven und bie gemeinfchaftliche 
Gleichung der umhüllten Eurven genügt der Differenzialgleihung auf eine all- 
gemeinere Weife, als die Gleichung der Umhüllungscurven. Dagegen genügt 
bie Gleichung [F] der partiellen Differenzialgleihung (D, worin die Parameter 
a, 8 nicht vorkommen, mit weniger Allgemeinheit, als das Syflem der Glei- 
ungen a) weil alle durch die Gleichung [F] gegebenen Flächen von derſelben 
Art find, welche ſich nur durch die Zahlenwerthe der Parameter x, 4 von ein- 
ander unterſcheiden, während fich die durch das Syſtem der Gleichungen (CF) ) 
egebenen Flächen ber Art noch ändern, je nach der Form, welche man der will- 
rlichen Function ꝙ gibt und nur durch einen Kamiliencharafter, nämlich ben, 
berfelben partiellen Differenzialgleichung zu genügen, mit einander verbunden find, 


F(x, Yı 2, 0,90) =0, 
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Wenn man a, 3 zwiſchen der Gleichung [F] und. ihren beiden Abfeitun- 
gen in Beziehung auf & und 4, nämlich: 
da "a8 
eliminirt, fo erhält man eine Gleichung: 
.P&,yD)=0, (7) 
worin blos x, y, z vorkommen, und welche der Gleichung () ebenfalls ge⸗ 
nügt, und die Fläche (CP) hat die Eigenſchaft, daß fie nicht blos die umhüllten 
Flächen [FF], fondern auch die Umhuͤllungsflaͤchen ((F)) berührt oder umfchließt. 
Diefe allgemeine und individuell beftimmte Umhüllungsfläche entipricht der nach 
der Theorie der Umhüllung ber Curven individuell beftimmten Umbüllungscurve, 
und die Gleichung CF), welche der Gleichung (F) genügt, ohne durch eine 
ſchickliche Beftimmung der wilführlihen Function ꝙ auf das Syftem ( (F)) zu- 
rüdgeführt werben zu können, iſt eind ber fingulären Sntegrale, deren Exiſtenz 
im $. 167 erwähnt iſt, und worauf wir bei ver Sntegration ber partiellen 
Differenzialgleichungen zurückkommen müffen. . 
$. 259. Die Bemerfungen im vorhergehenden $. über die Unbeftimmtheit 
ber in ven Gleichungen ((7)) vorkommenden Zunction @, geben den zwiſchen 
der Theorie ver Umhüllung der krummen Flächen und der Einteilung derfelben 
nach Familien, welche ver fpecielle Gegenfland des vorhergehenden Kapitels 
war, flattfindenden Zufammenhang an, welcher aber durch die folgenden Be— 
trachtungen noch beſſer in die Augen fallen wird. | 
Statt ſich vorzuftellen, daß «@ zwilchen den Gleichungen ((F)) eliminirt 
werde, um bie Gleichung der Umhüllungsfläche zu erhalten, welche einer be- 
fondern Form der Function 9 entfpricht, wollen wir diefe Gleichungen gleidh- 
zeitig betrachten, fo daß fie die diefer befondern Form von Y und einem 
befondern Werthe von a entfprechende Charakteriſtik ausprüden. Ferner wollen 
wir die zweite biefer Gleichungen auf folgende Form bringen: 
dF dF 


da + dp 


Da die Beränderlichen x, y, z nicht unter ven Functiongzeichen ꝙ, p* vor- 
fommen, fo flieht man, daß die Gleichungen der Charakteriſtik auf biefelbe 
Weife aus x, y, z zufammengefest find, was man auch für eine Form ber 
Function ꝙ geben mag. Die Charakteriſtik kann folglich als die Erzeugungs- 
linie betrachtet werben, welche nad Belieben irgend eine ber Umhüllungs⸗ 
flächen ((7)) befchreibt, indem fie ihre Lage im Raume, ober felbft ihre 
orın, nach einem für jede Umbüllungslinie durch die Form ber Function ꝙ be- 
fimmten Geſetze ändert, jeborh fo, daß die Zufammenfeßung der Gleichungen 
der Erzeugungslinie aus x, y, z nicht geändert wird, Hierin liegt der Grund, 
weshalb Monge der in Rede flehenden Linie den Namen Charakteriſtik 
gegeben Hat, weil fie allen in dem Syfteme der Gleichungen ( (F)) enthaltenen 
Zlähen, welche die Eigenfhaft Haben, der Gleichung (Ef) zu genügen, einen 
Familiencharakter aufdruͤckt. 
Aus rein analytiſchem Geſichtspunkte betrachtet, iſt die Beſchreibung einer 
Flaͤche durch die Erzeugungslinie, deren Gleichungen folgende ſind: 
F(x,1,2,0,92)=0,F, œœ,y,2,0, 4) = 0 (b) 
rur ein befonderer Fall der Befchreibung derfelben durch eine Erzengungslinie, 
beren Gleichungen folgende Form haben: 
F(z,y,z,a, ga, ya)=0,F,(x,yY, 2,0, ya, ya)=0. (b,) 
Eournot, Theorie der Functionen ıc. 18 


20 


+ pa —N. 
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Das zweite Syftem hat in feiner Bebentung Feine weitere Auspebnuung 
als das andere, weil die Function g’ beftimmt ift, fobald die Function @ ge⸗ 
geben iſt. Nur fann man, wenn die Functionen F,F,, algebraifhe find, aus 
den Gleichungen (b) die Werthe: 
a=f(x,y,2), ya=f(x,Jı®) 
und folglich: | 
FC(G, 9=9Ylf@&,y,2)] 
ableiten, wo f, f befannte Functionen bezeichnen, während bie Elimination 
zwifchen den Gleichungen (b,) erft dann ausführbar wir, wenn man bie 
Function Y partieularifirt bat, fo daß man alle Flächen derſelben Familie, 
welche das Syſtem (b,) wegen der Unbeftimmtheit des Functionszeihen ꝙ aue- 
drückt, nicht durch eine einzige Gleichung ausdrücken Tann. 
Wenn man nun annimmt, daß bie Function F die Größe pa nicht ent 
balt und daß man hat: 


rm 


fo kommt man wieder auf einen befondern Fall der Befchreibung, womit wir 
ung in biefem Kapitel befchäftigen, indem bie Erzeugungslinie den Ramen 
Charafteriftit annimmt nnd vermittelfi des Durchfchnittes zweier einander 
unendlich nahe liegender umbüllter Flächen beftimmt wird. 


$. 260. Diefelbe Umhüllungsfläche kann verſchiedene Charakteriftifen Haben, 
d. 5. diefelbe Fläche kann verſchiedene Erzeugungslinien haben, und folglich zu 
gleicher Zeit verfchievenen Familien angehören ($. 242). 

Aber ohne ans derſelben durch viefelbe Gleichung mit partiellen Diffe- 
renzialen charakterifirten Klächenfamilie —— —* man, daß dieſelbe 
Umbüllungsfläche unendlich vielen verſchiedenen Syſtemen umhüllter Flächen 
entſprechen kann, ober daß die Charakteriſtik, durch deren Bewegung die Um⸗ 
hüllungsfläche erzeugt wird, und welche vermittelſt des Durchſchnittes zweier 
aufeinander folgender umhuͤllter Flächen gegeben iſt, dieſelbe bleiben kann, 
obgleich die ſich durchſchneidenden Flächen verſchieden ſind. 

Um hiervon ein ſehr einfaches Beiſpiel anzuführen, wollen wir uns eine 
bewegliche Ebene denken, welche die Umhüllungsfläche beſtaͤndig nach einer 
Charakteriftif berührt, fo erzeugt dieſelbe eine abwickelbare Fläche, in deren 
Gleichung @ und Ya vorkommen, fo dag man, wenn man a ſich ändern laͤßt, 
eine Reihe abwidelbarer Flächen erhält, welche die Umbüllungsfläche berühren, 
und wovon zwei beliebige aufeinander folgende ſich nach einer ver Charafte- 
riſtiken durchſchneiden. Wenn man folglih annimmt, daß die abwidfelbare 
Fläche vermöge ver fletigen Veränderung des Parameter x ihre Form mad 
Lage im Raume fortwährend ändert; fo hat fie dieſelbe Umhüllungsfläche, als 
das opftem der urfprüngliden nmhüllten Flächen Monge nennt fie bie 
abwidelbare umhüllte Fläche, und man Fonnte ſich unenvlih viele ver- 
ſchiedene umhüllte Flächen denken, welche alle viefelben Charakteriſtiken und 
diefelben Umhüllungsflächen haben. 

Dieſes erheflet auch Teicht analytifh. Denn da die Function Y in Dem 
Syſteme der Gleichungen ((F)) auf eine beliebige Weiſe particularifirt werben 
kann, fo kann man z. B. auch ſetzen: 


ga=za-r be, 
wo a und b andere beliebige Eonftanten find, oder auch: 
g9a=—Za+ ade, 
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wo 2% irgend eine andere Junction bezeichnet. Alsdann kann man «x zwifchen 
den Gleichungen ((7)) eliminiven und man erhält vie Gleichung einer Um⸗ 
Hullungsflähe von der Form: 
® (x, y,2,a, Wa) =0. 

Run kann man aber ber Function 3) eine beliebige Form geben und ben Pa⸗ 
rameter a fich fletig ändern laſſen; fo erhält man auf diefe Weife wieber eine 
Reihe umbüllter Klächen, welche von ber der urfprünglichen umhüllten Flächen 
verfchieden iſt; aber deren Umhüllungsflächen dennoch die Eigenfchaft Haben, 
daß fie der Gleihung (f) genügen, was vorausfegt, daß fie mit den neuen 
ummbüllten Flähen dieſelben Berührungslinien haben, wie mit ben urfprüng- 
lichen umhüllten Flächen. 

$. 261. Ein Beiſpiel wird das Geſagte deutlich machen. Wenn man in 
ver Gleichung: 

@—e? +7 -) Ha, (1) 

a, B als fletig veränverliche Parameter betrachtet, fo gehört fie zu unendlich 
vielen Rugelflächen, welche alle ihren Mittelpunkt in der Ebene der x, y und 
denfelben Halbmefler R haben. Wird dieſe Gleichung in Beziehung auf die 
beiven unabhängigen Veränberlichen x, y bifferenzirt, fo erhält man: 


x—- co +p=0,,—$ +%=0; 
woraus fich bie partielle Differenzialgleichung : 


4 +0 = (2) 


ergibt, welcher alle durch die Gleichung (1) ausgedrückten Kugelflächen genügen. 
Die Parameter a, 4 bezeichnen hier die Coorbinaten des Mittelpunktes 
der Rugelflädhe, und wenn man den willführlihen Zufammenhang # = Ya auf» 
ſtellt, fo iſt diefes daſſelbe, als wenn man in der Ebene der x, y die Eurve 
zeichnete, welche ver Mittelpunkt ver beweglichen Kugelfläche befchreiben muß. 
Die Umbällungsflähe aller Kugeln von demfelben Halbmeffer, deren Mittel- 
punkt auf der fo befchriebenen Curve liegt, iſt eine Ranalfläche mit einem 
eonflanten kreisförmigen Durchſchnitte, deren Are oder Mittellinie die will- 
kührlich befchriebene Curve if. Alle Ranalflächen, worunter auch der gerabe 
Cylinder gehört, werden folglich durch das Syftem der beiden Gleichungen: 
(—.o)2? 0- 0) +z=R:, d (3) 
x—a+(y— Ya) ya=d, 
ausgedrückt, und haben die Eigenfchaft, der Gleichung (2) zu genügen, ſowohl 
als die Kugeln, welche fie umfchließen. 
Denn die durch die Gleichung (2) ausgevrüdte geometriſche Eigenſchaft 
beſteht darin, daß der Coſinus des Winkels, welchen die Normale mit der 


Ordinate bildet, den Werth +5 hat ($. 237), ober vielmehr darin, baf 


die Rormale die Mittellinie der Kanalfläche trifft, was offenbar ein Merkmal 
der Flächen dieſer Familien iſt. 

Das Syftem der Gleichungen (3) beflimmt die dem Werthe x des Pa- 
rameters entiprechende Charakteriftif, welche durch den Durchſchnitt einer Kugel 
mit einer durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene beſtimmt wird, und folglich 
ein größter Kreis der Kugel iſt. 

Wenn man mit ben Gleichungen (3) noch bie Ableitung der zweiten Orbnung: 

G— 90a) p'a—1—(Yyla)? — 0 (4) 
18 * 
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verbindet und a zwifchen den drei Gleichungen eliminirt, nachdem die Func- 
tion ꝙ particularifirt iſt; fo erhält man die Gleichungen ver Wendungscurve 
der Umbüllungsfläche zwifchen x, y, =. 
» Wenn man a, ß zwifchen ver Gleichung (1) und ihren Ableitungen in 
Beziehung auf = und 8, nämlich: 
x— a=(0, y„-p=0 

eliminirt, fo Yeiftet die refultirende Gleichung 2 = R? vr zz t Ruh 
der Gleichung (2) Genäge. Die Fläche, welche zugleich alle umhüllten Fli- 
hen und alle in dem Syſteme der Gleichungen (3) enthaltenen Umhüllunge- 
flächen berührt, oder bie allgemeine Umhüäüllungsfläche aller Fäden, 
welche der Gleichung (2) genügen, redueirt fich folglich auf ein Syftem zweier 
zu der Ebene ber x y paralleler Ebenen, was von vornherein einleuchtend war. 

Wenn man in den Gleichungen (3) die Function ga — an + b fett, 
und nach der Subftitution den Parameter « eliminirt, fo erhält man die 
Gleichung: 

(y —ax—b)? 


ira? 
eines Freisförmigen Eylinders, deſſen Halbmefjer R ift und deſſen in der Ebene 
der x y liegende Axe durch vie Gleichung y — ax + b ausgebrüdt wird. Sn 
der That haben wir fchon bemerkt, daß ein folcher Cylinder zu den Kanıl- 
flächen gehört, welche den von einer Kugel von unveränderlihem Halbmefler 
und deren beweglicher Mittelpunkt auf der Ebene der x y irgend eine Tine 
beichreibt, durchlaufenen Raum umfchliegen fünnen. Dan faun fogar die Arc 
des Cylinders ſich in diefer Ebene fo bewegen laſſen, daß die Umhüllungsfläde 
irgend eine der durch das Syſtem der Gleichungen (3) ausgedrückten Kanal⸗ 
flächen oder irgend eine der durch die Gleichung (1) beftimmten Kugeln if. 
Um den Eylinder fo zu bewegen, daß die Umbüllungsflähe eine Kugel wirb, 
braucht man feiner Are nur eine Rotationsbewegung um einen ihrer ale feft 
betrachteten Punkte zu ertheilen, und der Eylinder (5) iſt die weiter oben 
erwähnte abwickelbare umhüllte Fläche. 


$. 262. Wir haben zoſin den zwiſchen ven Parametern x, 8 ftattfin- 
denden Zufammenhang durch BA = ya ausgevrüdt; allen wir hatten dieſen 
Zufammenhang auch allgemeimer durch die Gleichung: 

o (, 63) =0 (w) 
ausdrüden fünnen, und alsdann hätten wir flatt des Syflemes der Gleichungen 
((F)) das Syſtem der vier Gleichungen : 


dF dF 
F(x,y2,0,P)=P0, lat d#=0 
—2 44 
— do dw _ 
»(e,D=0, ja tat 45 2 0 
erhalten. Dieſe zuſammengeſetztere Bezeichnung iſt die einzige, welche fo voll⸗ 
fändig iſt, als es die Allgemeinheit der Analyfis erforvert. 
Nichts hindert z. B. anzunehmen, daß die Gleichung (w) zufällig folgende 
Form annimmt: 


+ 22 —R? (5) 


(@—b)? + (d—k)? =0 (w,) 
wo h,k Eonflanten bezeichnen, in welchem Falle ſich daraus ah, B—=k 
ergibt, ohne daß es möglih wäre, aus ber Gleichmg (o,) eine Relation 
von der Form 2 = Ya abzuleiten, wofern man nicht imaginäre Symbole 
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anwendet. In dem Spftene ber Gleichungen (3) kann man folglich die 
Function 9 nicht fo particularifiren, daß dieſes Spftem eine der umhüllten 
RKugelflähen ausdrückt, welche gleichwohl zu ven Flächen gehören, die bie 
Gigenfchaft Haben, der Gleihung (2) zu genügen. In diefer Beziehung 
fonnte man fagen, daß das Syſtem (3) nicht diefelbe Allgemeinheit hat, ale 
bie Gleichung (2) und daß man damit die Allgemeine Gleichung der umhüllten 
Kugeln verbinden muß, um es zu vervolfftändigen; allein dieſes bat blos in 
den Befchränfungen feinen Grund, welche durch eine Bezeichnungsart eingeführt 
find, die blos der Kürze wegen angewandt wird, und die Befchränfungen fallen 
weg, fobald man den Bezeichnungen die gehörige Allgemeinheit beilegt. 

Diefe Bemerkung iſt fo einfach, daß wir fie mit Stillſchweigen übergangen 
haben würden, wenn dadurch nicht eine Schwierigkeit befeitigt würde, welche 
felbft Lagrange für bedeutend gehalten hat. *) 

$. 263. Da die Gleihung (F) für beliebige umhüllte Flächen ftattfindet, 
fo findet fie auch für den Durchfchnitt zweier folcher Flächen flatt und kann 
als eine Differenzialgleichung betrachtet werden, welcher die Coordinaten diefer 
Linie gerügen müffen. Nachdem man 8 = pa gefeht hat, unterfcheiden fich 
die Gleichungen zweier ſich durchſchneidender umhüllter Flächen nur noch durch 
ben Werth des Parameters a, und für die Punkte in der Durchſchnittslinie 
find vie Wertbe von x, y, z dieſelben; aber die Werthe von p, q ändern 
fih mit dem Parameter «, oder mit andern Worten, die beiden Flächen haben 
in jedem Punkte der Durchfchnittölinie gegen einander geneigte Berührungs- 
ebenen. Aber wenn die Durchichnittälinie in die Charakteriſtik übergeht, fo 
liegen die beiden umhüllten lächen einander unendlich nahe, die gegenfeitige 
Neigung der beiden Derührungsebenen verſchwindet und man bat: 

de __ fd dp, de dq__,, ' 

Fri oder dp _ 745 Fri = 
dem da ſich die Coordinaten x, y, z auf die ben beiden Klächen gemeinfchaft- 
fihe Linie beziehen, ſo ändern fie ſich nicht mit «. Wenn man ferner die 
Gleichung: 


dz = pdx + qdy (c) 
in Beziehung auf @ bifferenzirt, fo bat man aus bemfelben Grunde: 
_ 4 dq 
=, kt, dy , (ec) 


und bie Elimination von . ' zwilchen den Gleichungen (’) und (c’) gibt 
bie Differenzialgleichung: 


Ed, dd, _ 1 
weldher die Coordinaten ber Eharakteriflif mit der Gleichung CF) zugleich ge- 
aügen müſſen. 

In dem betrachteten Beiſpiele findet man: 

4, #_, 

dp — 4Pı} Fri 9 
und folglich: 

pdy — qdx == 0, 


*) Lecons sur le Calcul des Fonctions, 2° edit. p. 372 — 374. 
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woraus folgt, daß bie Eharakteriftifen ver Kanalflächen zugleich die Linien 
des —B— Falles dieſer Flächen find ($. 126). 

Die Gleichungen (c) und (f") gehören zu einer beliebigen auf irgend 
einer Umbüllungsfläche liegenden Charakteriſtik, und die in dieſen Gleichungen 
vorkommenden Größen p, q beflimmen für jeben Punkt (x, y, z) bie durch 
diefen Punkt gehende Eharalkterifiil. Wenn man alfo p, q zwilchen ben drei 
Gleichungen (MD, Ce) und (f) eliminirt, fo gehört die refultirende Gleichung 
der Curve an, welche von allen Charafteriftifen berührt wird, oder der Rüd- 
kehrkante der Umhüllungsflaͤche. 

Man findet alſo, daß die Coordinaten der Rückkehrkante oder Wendungs- 
curve der Kanalflaͤchen ver Differenzialgleichung: 

dx? + dy? + dz? _ (dx?2 4 dy2) 
3 
genügen müſſen. Dieſe Linie kann fi übrigens auch auf einen Punkt rebuci- 
ven, oder fogar imaginär werben. Wir wollen z. B. 
Ya = \ R, 2 — «⸗ 

ſetzen, fo redueirt ſich die Gleichung (A) anf y — 0 und die zweite ber Glei- 
ungen (3) verwandelt ſich alsdann in: 

x \ R2-a: — 0ay—=0 
und es ergibt au x 0. Werben endlich diefe Werthe von x und y im bie 


erſte der Gleichungen (3) fubftituirt, fo erhält man für den correſpondirenden 
Werth der Ordinate z: | 
a=+tyR:_R:, | 
fo daß fi die Wendungscurve auf zwei auf der Are der = liegende Punkte 
vebucirt, wenn RR, ift, auf einen einzigen Punft, welcher der Aufangs- 
punkt der Coorbinaten iſt, für R=R, und endlich imaginäre wird, wenn 
R<B, if, in weldem alle vie beichriebene Fläche ein eigentlicher 
Ring if (6. 236). 
$. 264. Bir wollen nım zeigen, wie man bie willlührliche Function 9 
fo beftimmen Tann, daß bie durch das Syflem der Gleihungen ((F)) aut 
gedrückte Fläche durch eine gegebene Curve: 

Sy d=0, (f) 

Kaı9=0 MN —0 
eht. Hierzu iſt erforderlich, daß die Tangente dieſer Curve beſtaͤndig im ver 
erũhrungsebene im Punkte (x, y, =) ber umhüllten Fläche und ber Umhül⸗ 

Inngsfläche liegt. Es fei: 
$-3=P&E-J+4Um—y) 
bie Gleichung der Berührungsebene und: 


d 
= 0-9), — — 


ſeien die Gleichungen der Tangenten ver Curve CF, F), fo find p, q Größen 
welche vermittelſt der erſten ber Teigungen ((F)) als Functionen vOnx,Y, 2, Bi | 
gegeben werben, während — ‚ — Sunctionen von x, y, = find, welche ſich 


durch Differenzirung der Gleichungen (0), Cf, ) ergeben. Dieſes vorausgefeht, 
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wird ber durch tie ausgeſprochene Bedingung zwiſchen x, y,=, a, ya fefl- 
geftellte Zufammenhang durch folgende Gleichung ausgebrüdt: 


dx dy . 
Prim (d) 


welche fih, nachdem man x,y, = vermittelt der Gleichung der umbüllten 
Flaͤche und der Gleichungen der gegebenen Curve darans fortgefchafft hat, auf 
folgende Form rebucirt: 
w(a,ya)=0, (w) 
und folglich die Function ꝙ beflimmt, Ä 
Wenn dieſe Function nach der Bedingung beflimmt werben müßte, daß 
die eorrefpondirende Umhüllungsfläche die Fläche (4) berührte, fo müßte man 


aus der Gleichung (f) die Werthe von de h = als Functionen von x, y,z 


dx y 
ableiten, und ftatt der Gleichung (d) erhielt man: 
ds dz 
P= u 1 — dy ' (e) 


wo die Werthe von p, q, wie vorhin, durch Differenzirung ber Gleichung 
der umbhüllten Flähe als Aunctionen von x, y,z, &, pa gegeben werben. 
Hierauf müßte man die Gleichung ber umhüllten Fläche mit den Gleichungen 
(5) und Ce) verbinden und x, y, z zwifchen biefen vier Gleichungen elimi- 
niren, woburd man die gefuchte Relation (w) zwiſchen « und pa erhielte. 

Iſt die Function ꝙ beflimmt, fo erhält man die Function @’/ durch Diffe- 
venzirung und kann die Werthe von pa, Y’a als Functionen von a in die 
Steigungen ((F)) fubflituiren und dann a eliminiren, um bie Gleichung der 
geſuchten Umhüllungsfläche zwifchen x, y, 2 zu erhalten; oder was auf das⸗ 
felbe Hinausläuft, man kann mit der Gleichung (w) ihre Ableitung: 


— + —:gpa=0 (w!) 
verbinden und ba a, par, y'a zwilchen den Gleichungen ((F)), (w), (w‘) 
eliminiren. 
$. 265. As Anwendung bed Vorhergehenden wollen wir bie in dem 


Syfleme der Gleichungen (3) vorkommende Function @ fo zu beflimmen fuchen, 
daß der Durſchnitt der Ranalfläche mit ver Ebene der x = die Ellipſe: 
x2 23 
7 + »”7 1 (6) 
fei; fo wird die Gleichung (d): 


x—a  b? 





— — 


x a? 
and für die Gleichung (w) hat man: 
(9a)? a? R?3 
boöm a2_—b3 bo 
Man Tann wieder 8 für pa fehen, wo a, ß alsdann bie zu ben ren ber“ 
x und der y der frummlinigen Are oder der Mittellinie der Kanalfläche ver- 
inderlichen parallelen Coordinaten in ber Ebene ber x y bezeichnen. Die 
Bleihung dieſer Linie : 
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a 82 R 
7 —1 * 
gehört zu einer Ellipſe, oder zu einer Hyperbel, je nachdem a < ober > b if. 
Wir wollen b <R feben, um bie Schwierigleit zu vermeiden, welche daraus 
entfpringen Tönnte, daß die Curve (6) nicht in ihrer ganzen Ausdehnung zwi- 
fchen den beiden Ebenen z == + BR bliebe, welde die durch das Syſtem der 
Gleichungen (3) ausgebrüdten Flächen begrenzen. 

Uebrigens iſt einleuchtend, daß die Eurve (6) die Eurve (7) nur in dem 
zwifchen den geraden Linien 8 — + R liegenden Theile ihres Laufes beftimmt, 
oder mit andern Worten: daß ſich der Durchfchnitt der Umhüllungsfläche mt 
der Ebene der x z nicht ändert, was für eine Linie der Mittelpunft der m 
hüllten Kugel auf der Ebene der x y auch befchreiben mag, fobald die En— 
fernung dieſes Mittelpunftes von der Are der x größer iſt, als der Halbmeſſer 
der Kugel, Die Gleichung (6) kann aljo die willkührliche Function ꝙ um 
dann in der ganzen Ausdehnung ihres Verlaufes geben, wenn man annimmt, 
daß diefe Function 9 eine algebraifche iſt und in ihrem ganzen Berlaufe 
denfelben algebraifchen Ausdruck behält, weldhe Bemerkung der bereits ba 
Gelegenheit der Rotationsflächen ($. 256) gemachten analog if. 


6. 266. Mean fann annehmen, daß die Gleichung einer umbüllten Fläche 
drei willfübrliche Parameter «, 8, y enthält und, nachdem man B = ga, 
= Yu geſetzt hat, folgende Form annimmt: 

Fax, yızı a, ya, Ya)=0. 
Das Syftem diefer Gleichung und ihrer Ableitung; 


dF dF dF 
— —+'’ — + ya 
51*7 var ya=0 


gehört zu einer Art von Umhüllungsflächen, wovon jebe individuell beftinmt 
ft, fobald die Funrtionen ꝙ, % gegeben find. Ebenfo fann man annehmen, 
daß die Gleichung der umhüllten Fläche eine beliebige Anzahl veränderlicer 
Parameter enthält, welche auf irgend eine Weife mit einander verbunden find; 
allein wir werben uns auf die Betrachtung des Falls befchränfen, wo ve 
umbülte Fläche eine ſich nach. irgend einem Gefete im Raume bewegende 
Ebene if. | 

Es ſei alſo: 


zz a+ xya + ypa (2) 
bie Gleichung ver beweglichen Ebene und: 
1+xya + ya 0 (e) 


ihre Ableitung in Beziehung auf a; fo kann das Syſtem der Gleichungen 
(g), (EN eine beliebige abwidelbare Fläche ausdrücken. Es ergibt ſich Daraus 
p=9ga, qa=%a, und folglih: | 

1 5 (2- x -V (bb) g=ya—px—gy, (bi) 
oder: 

P (pp, —px—y)=0, 

welches auf bie bereits in F. 168 und 5. 245 gefundenen Gleichungen: 
| p=Mg, (6) rt — 20 (k 
führt. 


$. 267. Die durch das Syflem der Gleichungen (5), (89) edrü 
Charakteriftit ift für jenen Werth von a eine gerade Linie. il Man erhält ei 
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Differenzialgleichung dieſer Eharakteriftif, wenn man bie Gleichung (i) biffe- 
renzirt, indem man p, q als Beränverliche betrachtet ($. 263), welches 
dp = [l'q +» dq gibt, und wenn man dp, dq vermittelft der Gleichung: 


dpdx + dqdy = 0 eliminiet, woraus folgt py — Madix—=0. (N) 
Die Gleichung (1) drückt aus, daß das Verhaͤltniß = blos eine Function der 


Groͤßen p, q iſt, was in ber That darans folgt, daß dieſelbe Ebene bie ab- 
widelbare Fläche in allen Punkten der Charakteriftit berührt. Diefe Gleichung 
enthält ein willführliches Functionszeichen; allein, wenn man zu ber Differenzial- 
gleihung der zweiten Ordnung übergeht, ſo erhält man eine andere Gleichung 
der Eharafteriftif, worin das Zeichen ZI nicht mehr vorkommt. Denn ba bie 
Gleichung (k) der ganzen abwidelbaren Fläche angehört, obgleich fich die 
Sunctionen r, s, t von einer Flaͤche zur andern ändern, fo muß man, wenn 
ſich zwei abwickelbare Flächen nach einer gemeinfchaftlihen Charakteriſtik berüh- 
ren, für die auf diefer Linie Tiegenden Punkte die Relation haben: 
tdr — 2sds + rdt = 0, (k') 
Aber vermöge der Gleihungen (8), (g') ändert ſich die Berührungsebene für 
die anf der Charakteriftif Tiegenden Punkte nicht mit ben Eoorbinaten x, y, z. 
Es if alſo: | 
d=rdx+tsdy=0, dga=sdixs+tdy— 0, 
und vermöge einer neuen Differenzirung : | 
drdx + dsdy —=0, dedx didy =. 

Wenn man die Differenziale dr, ds, dt vermittelft dieſer beiden letzten 
Gleichungen aus der Gleihung (k') eliminiert, fo erhält man für die Diffe- 
- renzialgleichung der Charakteriſtik: | 

rdx2 + 2sdxdy +-tdy? —0, (m) 
oder wegen ber Gleichung (k) einfacher: 


\r.d + Sty=0, 


Um die Gleichung der Wendungseurve der abwidelbaren Fläche zu erhal- 
ten, muß man mit den Gleichungen (g), (g') die Ableitung der zweiten Orbnung : 
pa + yyla)=0 (8) 
verbinden und dann a eliminiren. Man erhält eine Differenzialgleihung, 
welcher die Coordinaten derfelben Linie genügen müflen, wenn man p, q zwi⸗ 
fchen ven Sleihungen Ci), (1) und ber Gleichung dz — pdx + gdy eliminirt. 
Diefes führt auf eine Gleichung IT, (dx, dy, dz) — 0, worin bie Func- 
tion II, erft dann beftimmt werben konn, wenn bie Function II, wovon fie 
abgeleitet wird, gegeben iſt. | 
5. 268. Wir wollen nım die Functionen ꝙ und IX fo zu beflimmen 
fuchen, daß die abwickelbare Fläche duch zwei gegebene Eurven: 
f,(x,y,=2)=0, (f,) ft, sy) =, 7a 
7 (x,J,2) =0;3 var — 5 xy d9=0, 7A) (fa) 
geht, fo gibt dieſelbe Rechnung, wie bie in 6. 264, für jede der beiden Richt⸗ 
eurven wiederholt, zwei Gleichungen von der Form: 
u, (a,9a,da)=0, (w) w,(a, pa, da) =0; (w,) 
und wenn man fie auflöft, fo erhält man bie Zunctionen ꝙ und 3), welde in 
die Gleichungen (5), (g') fubflituirt werden Tonnen, fo daß blos noch «= zu 


282 
elininiren bleibt, um bie Gleichung der gefuchten abwickelbaren Kläche zwiſchen 
x,y, x zu erhalten. Um aber die Auflöfung der Gleihungen (w,), (w,) zu 
umgehen, kann man mit benfelben ihre Ableitungen: 


dw, dw 1. ! do, + Ui — 4 
do, ' dw, a dw, un 1 


verbinden und bie fünf Beränberlihen =, ya, Y'a, Ya, ya zwiſchen ven 
Gleiungen (8), (8), (w,), (8,), (w‘,) und (w‘,) eliminiven. 

Wenn bie Functionen @, ı nach der Bedingung beflimmt werben nrüßten, 
daß die abwickelbare Fläche die beiven Flächen (f,), (f,) berübrte, fo müßte 
man für jede biefer Klächen die Rechnung in dem angeführten 5 wieberholen 
und man würbe anf zwei @leichumgen zwifchen x, y, z kommen, welde für 
bie Gleichungen (f,), (f,) genommen werben Tünnten, worauf die Rechnung 
wie im erſten Falle vollendet werben Fönnte. 


F. 269. Wenn ein unburkfichtiger Körper von einem leuchtenden Körper 
von endlichen Dimenfionen erleuchtet wirb, fo begrenzen bie beiven Faͤcher 
einer abwickelbaren Fläche, welche den undburchfichtigen und ven leuchtenden 
Körper berührt, bekanntlich im Raume den Schatten und den Halbfchatten, und 
da diefe Anwendung der letzten Aufgabe, wovon wir bie Auflöfung eben an- 
gegeben haben, ein größeres Intereſſe gibt; fo wollen wir hier noch einige 
a gen mittheilen, welche die Methode in dieſem beſondern Falle 
geftattet. | 

Die Gleichung der Ebene, welche die Fläche Cf,) im Punkte (x,,y,,=,) 
und bie Flaͤche (f,) im Punkte (x,, Yar z,) berührt, iſt: 


z— 2, =p, (x—x,)+4,0—Y)) (a,) 
oder : 

s— 2, =p, (x—-x,)+q4,(—;)ı (n,) 
wo p,, 4, buch Differenzirung der Gleichung: 

FH Yır2,)=0 (,) 
ale Functionen von x,,y,, =, und p, und q, durch bie Differenzirung ber 
Gleichung: 

8, (X.,./5.) 0 (f,) 
als Functionen von x,,y,, 2, gegeben werben. Hieraus ergibt ſich: 

2, — PX, — 1 Jı = 2, —Pı%, — I: X (0) 


und außerdem bat man: 

Pı —Pıı I = 19» (p) 
Vermittelft der Gleichungen (f,), (f,), (0), (p) ſchafft man x,, ya, =7 fort 
und beflimmt y,, =, Functionen von x, , wodurch bie Gleichung (n,) fol- 
gende Form annimmt: 

Dan brand am 

an braucht aljo nur zwilchen diefer Gleihung und ihrer Ableitung in 
Beziehung auf x, den Parameter x, zu eliminiven, um bie Gleichung ber 
verlangten abwickelbaren Fläche zwifchen x, y, z zu erhalten, 
0=x.gi, ty. pi, tuis,. 


3 _ 


Wenn es blos darauf anlommt, auf dem undurchfichtigen Körper, deſſen 
Dberflähe durch die Gleichung (f,) ausgebrüdt werben mag, die Berührungs- 
Sinien mit der ihn umfchließenden abwidelbaren Fläche, oder die Linien, welche 
ven Halbfchatten, den Kernſchatten und den vollfommen erleuchteten Theil von 
einander trennen, zu beflimmen ; fo braucht man nur x,, y,, 2, aus ben 
Pr (f,), (0), (p) fortzufchaffen und alsdann beſtimmt die reſultirende 

eihung: 


fj (X, 1Jı12,)=0 
in Berbindung mit ver Gleichung (f,) das Syflem ber Berührungslinien. 


WKenntes Kapitel. 
Bon den Evoluten im Allgemeinen. 


— — 


$. 270. In $. 232 Haben wir geſehen, daß bie geraden Durchſchnitts 
finien zweier einander unendlich nahe Tiegender Normalebenen einer Tinte von 
doppelter Krümmung, oder die durch die Krümmungsmittelpunkte diefer Linie 
ſenkrecht auf die entſprechenden Krümmungsebenen gezogenen geraden Linien 
eine Umhüllungslinie haben, welche mit der gegebenen Curve in einer ſolchen 
Beziehung fteht, daß fie ihre Krümmungen ın den correfpondirenden Punkten 
gegenfeitig anstaufchen, fo dag die erfte Krümmung oder Biegung der einen 
die zweite Krümmung oder Biegung der andern if, und umgekehrt. Wir 
müffen jest hinzufügen, daß diefe Umhuͤllungslinie die Rückkehrkante oder 
Wendungscurve einer abwidelbaren Fläche ift, welche die bewegliche gerade 
Linie zur Erzengungslinie hat, die vermittelt des Durchfchnittes zweier ein- 
ander unendlich nahe liegender Normalebenen ber gegebenen Curve beflimmt wird. 

Ferner fügen wir Hinzu, daß diefe abwidelbare Fläche ber geometriſche 
Ort aller der mendlich vielen Evoluten iſt, welche die gegebene Curve 
Saben kann, 

Denn erinnern wir uns ber erflen geometrifchen Begriffe wiener, welde 
ald Grundlage der Theorie der Evoluten dienen, fo ift zunaͤchſt einleuchtend, 
- daß duch das bewegliche Ende einer geraden Linie von conflanter Ränge, deren 
anderer Endpunkt feft iſt, ein Kreis befchrieben werben kann, und zwar nicht 
blos, wenn ver feite Endpunkt mit dem Mittelpunkte des Kreiſes zufammen- 
fällt, fondern auch, wenn man zu diefem fehlen Endpunkte irgend einen Punkt 
des durch den Mittelpunkt des Kreifes auf feiner Ebene errichteten Pernen- 
dikels nimmt, 

Die gerade Linie, welcher die Punkte angehören, wird bie Pollinie 


ut, 

Gehen wir nun von der Betrachtung bes Kreiſes zu ber einer beliebigen 
Carve über. Wir wollen die Evolute der Eurve in ihrer Ebene befchreiben 
und die cylindrifche Fläche confiruiren, wovon biefe Evolute der gerade 
Durchſchnitt fein würde; fo Tann em beliebiger Punkt » ber durch den 
Punkt u der Evolute gehenden Erzeugungslinie uw, welcher dem Punkte m 
des Evolvente entſpricht, als ber Pol des Krummungskreiſes im Punkte m, 
wovon ein unendlich Feiner Bogen mit dem unendlich Heinen Bogen mm, ber 
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Evolvente zufammenfällt,, betradgtet werden. Die gerade Linie m» berührt ben 
Eylinder in »; denn ihre Projection mu auf der Ebene der Evolute berührt 
die Evolute in . Wenn man die Berührungsebene, worin fie liegt, fi fo 
fortbewegen läßt, daß fie die krumme Fläche fortwährend berührt, fo trifft die 
Verlängerung der geraden Linie mv die fucceffiven Erzeugungslinien in den 
Punkten v,, Yar Pareo. welche den Punkten u,, der 
Evolute und den Punkten m,, m,, m,, .... der Evolvente entiprecdhen. 
Auf diefe Weife wird auf der eylindriſchen Fläche eine Eurve vv, », v,.... 
befchrieben, deren Tangenten mit den Erzeugumgslinien einen conftanten Winkel 
bilden und welche ſich in eine gerade Linie verwandelte, wenn bie cylindriſche 
Fläche in eine Ebene ausgebreitet würde. Nun find aber die Punkte», „9,7 %37...-. 
die Pole der Krümmungskreiſe der Evolvente in den Punkten m, , m, m; 1... 
und die auf diefen Rreifen genommenen unendlichen Fleinen Bogen fallen mit 
den unendlich einen Bogen der Evolvente zufammen. Die Bogen mm ,, 
m,a,, m,m,,.... können folglich fucceflive zuerft aus dem Punkte v als 
Bol mit dem Halbmefler um, dann aus dem Punkte v, ald Pol mit dem 
Halbmeffer v,m, , hierauf aus dem Punkte v, als Pol mit dem Halbmeffer 
v,m,, uf. ſ. befchrieben werden. Wenn man alfo einen vorher auf bie 
Curve », v, d, .... gewidelten Faden (indem bie gerablinige Verlängerung 
diefes Fadens die Evolvente in m trifft und auf dem Elemente mm, ſenkrecht 
it) abwickelt; fo befchreibt der Endpunkt des Fadens die ebene Curve 
mm, m,m,.... mit einer fletigen Bewegung und ift ſtets auf dem jebes- 
mal befchriebenen Elemente ſenkrecht. Folglich kann die Linie von boppelter 
Krümmung vu, 9,9%, .... ebenfowohl als die ebene Curve uu, u, Uy «+ -- 
als eine Evolute der ebenen Curve mm, m, m, .... betrachtet werben. 


Die gerade Linie mv fann fo gezogen werben, daß fie bie durch ben 
Punkt u gehende Erzeugungslinie in einem beliebigen Punkte und unter einem 
beliebigen Winkel durchſchneidet. Eine ebene Eurve hat folglich unendlich viele 
Evoluten von doppelter Krümmung, welde alle auf der cylinbrifchen Fläche 
liegen, die der geometrifche Ort der Pole der Evolvente iſt und deren geraber 
Durchſchnitt die ebene Evolute iſt. Alle dieſe Evoluten haben die harafteriftifche 
Eigenſchaft, die Erzeugungslinien unter einem conflanten Winfel zu durch⸗ 
fihneiden und ſich in gerade Linien zu verwandeln, wenn man die cylindriſche 
Fläche in eine Ebene ausbreitet. 


$. 271. Betrachten wir enblich eine beliebige Linie von bappeter Krüm- 
mung mm, m, m, ..... und die abwidelbare Flaͤche, deren Erzeugungslinie 
die gerade Durchſchnittslinie zweier einander unenvlih nahe liegender Normal- 
ebenen iſt; fo berührt die Normalebene m diefe Fläche nach einer Erzeugungs- 
Yinie un, indem der Punkt „ der dem Punkte m entiprechende Kruͤmmmgs⸗ 
mittelpumft der gegebenen Linie if. Durch den Punkt m wollen wir willkührlich 
in der Normalebene der Curve, welde die krumme Fläche berührt, eine gerade 
Linie ziehen, die die Fläche in einem beliebigen Punkte u der Erzeugungslinie 
u» berührt, Wenn man die Ebene, worin dieſe gerade Linie Liegt, fich fort 
bewegen läßt, indem fie aber ſtets die abwidelbare Fläche berührt uud auf 
ber gegebenen Curve ſenkrecht if; fo trifft die Verlängerung der geraben 
Linie mv die fuccefliven Erzeugungslinien in den Punkten »,,»,,Par+ +... 
und legt ſich auf die Frumme Fläche nach einer Eure vv, 9, V, ...., welche 
die Eigenſchaft bat, fich in eine gerade Linie zu verwandeln, wenn man bie 
abwidelbare Fläche in eine Ebene ausbreitet. Die Punkte v,,v,, Ver...» 
find die Pole der Krümmungskreiſe der gegebenen Eurve in ben entfprechenben 

unften m,,m,,m;7...., deren Rrümmungsmittelpunkte 1, Ur rMar« +» - 
find, und auf welche fich die Erzeugungslinien v, tu, 92 Hardy Han +, ber 
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ziehen. Hieraus folgt, wie in dem zuerfl betrachteten befonvern Kalle, daß 
die Eure vr, »,», ... . eine Evolute ber gegebenen Eurve if. Man 
fann den Anfangspunfi » auf der Erzeugungslinie um willführlih annehmen, 
und folglich Hat die gegebene Eurve unendlich viele Evoluten, welche alle auf 
der weiter oben befinirten abwicelbaren Fläche Tiegen, die wir ans dieſem 
Grunde die Polfläche nennen wollen. Das anterfüpelbenbe Merkmal aller 
diefer Evoluten befteht darin, daß fie fich in gerade Linien verwandeln, wenn 
die abwickelbare Fläche in eine Ebene ausgebreitet wird, 

In 6. 233 haben wir gefehen, daß die Linie ver Krümmungsmittelpuntte, 
obgleich fie auf der Polflähe Yiegt, Feine Evolute iſt, wofern die gegebene 
Eure Feine ebene ift. 


$. 273. Um die Gleichung der Polfläche zwiſchen 5, 7, & zu erhalten, 

muß man aus den Gleichungen: 
eh +(@—y)dy +09 =(, l 

( — x)dx+(n —y)dy+( — z)d2z— ds? =(, § (a) 
die Größen x, y, z und ihre Differenziale der beiben erften Orbnungen ver- 
mittelft der Gleichungen der gegebenen Curve und ihrer Ableitungen der beiden 
erften ranungen eliminiren ($. 232). Die Sleihung (Kg) in 6. 233 drückt 
aus, daf die Tangente der Evolvente im Punkte (x, y, =) die Tangente der 
Evolnte in dem entiprechenden Punkte (&, 7, ©) rechtwinklig durchſchneidet, 
was übrigens auch ohne alle Rechnung daraus folgt, daß die Normalebene ver 
Evolvente im Punkte (x, y, 2) die Polfläche nach der durch den Punft (&,n7, 0) 
gehenden Erzeugimgslinie berührt. 

Wenn die Beränderlichen &, 7, 5 die veränderlichen Coordinaten einer 
der Evoluten bezeichnen, fo müflen fie den Gleichungen (a) genügen nnd 
außerdem durch die Bedingung mit einander verbunden fein, daß der vom 
Punkte CE, 7, &) der Evolute nach dem entſprechenden Punkte (x, y, =) der 
Evolvente gezogene Radius die Evolute berührt, welche Bedingung durch fol- 
gende Gleichung andgebrüdt wird: 

dE dy dl (b) 
209, 0: 

Wenn man x, y, = und ihre Differenziale vermittelt der Gleichungen 
der Evolvente aus den Gleichungen (a) und (b) entfernt hat, fo bleiben zwei 
allen Evoluten gemeinfchaftlihe Gleichungen zwiſchen E&, 7, &, dE, dry, dL, 
und die Ssntegration diefer Gleichungen würde zwei willführliche Conſtanten 
einführen, deren Werthe jede Evolute partienlarifiren ($. 163 und S. 165). 

F. 274. Wir wollen die durch die Gleichungen Ch) in 6. 234 aus- 
gedrückte Schraubenlinie zum Evolvente nehmen, fo verwandeln ſich die Glei⸗ 
chungen (=) in folgende: 

sin. ꝙ — neos ꝙa (T —aRı) 
a — (<) 





und geben: 
| @+mzaR +at(l—aRy), 
woraus folgt: 
1 &2 + n? 
= _—_ + — _ 
$— aR a'R2 1. 
Wird diefer Werth von 9 in die Gleichung Co) fubflituirt, fo erhält man für 
die Gleichung der Polflaͤche: 
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a?R + ( cos, 5 +pesin. 5 ) cos. Et _ı 


— in.C * 524 7° d 
=+t (con. „nein. ) in A- 1. (0) 
In 6. 235 haben wir geſehen, daß die Wendungscurve dieſer abwickelbaren 
Fläche, welche in dem gegenwärtigen Galle mit der Linie der Krümmungs⸗ 
mittelpunkte der Evolvente identiſch iſt, eine andere Schraubenlinie iſt, welche 
dieſelbe Weite oder Höhe und biefelbe Are Hat, auf derſelben wiudſchiefen 
Schraubenfläche Tiegt ($. 253) und deren Gleichungen zwifchen &, 7, 5 fol- 
gende find: 
ge=—alRco.y, y=—aRsin.gy, C=aßRy. (n) 

Die abwidelbare Fläche, deren Rückkehrkante oder Wendungscurve eine 
Schraubenlinie ift, wird die abwidelbare Schraubenfläde genannt. 

Die in der Gleichung (d) unter den Zeichen sin. und cos. vorkommende 
Wurzelgröße wird imaginär, wenn man feht: 

Er <uR:, (e) 
ober nach den Gleichungen (7), wenn man ben Punkt (&, p, 0) innerhalb 
des Eylinders annimmt, auf welchen fich die Wendungscurve ver abwidelbaren 
Schraubenflähe wide. Nun iſt aber der Sinus eines imaginären Bogens 
auch imaginär, während ſich der Coſinus beffelben Bogens in eine reelle Ex⸗ 
ponentialgröße verwanbelt ($. 75). Die abwidelbare Schraubenflähe tritt 
alfo nicht in den Eylinder, auf welchen fich ihre Wendungscurve oder Rüd- 
kehrkante widelt, und alle ebene Durchſchnitte diefer Fläche haben in ven 
Punkten, wo fie die Wendungscurve treffen, Rückkehrpunkte. 





Behbuntes Kapitel, 
Don der Krümmung der Flächen. 





1) Lehrfäpe von Meusnier und Euler. — Beflimmung der Hauptkrümmungspalbmeffer. 
und der Nabelpunkte. 


F. 275. Wir wollen ums auf einer krummen Klähe durch denſelben 
Punkt unendlich viele Linien von einfacher oder boppelter Krümmung gezogen 
denken, fo Haben alle dieſe Curven in dem gemeinfchaftlichen Punkte eben fo 
viele verſchiedene Krämmungshalbmefler; aber dennoch ftehen die Werthe dieſer 
Krümmungshalbmefler in einem gegenfeitigen Zufammenhange und laſſen ſich 
von einer Heinen Anzahl von Elementen abhängig machen. Wir wollen jebt 
biefe Reduction, welche ein Hauptpunkt ver Theorie der krummen Flächen if, 
vornehmen. 

Es fei: 

z__f(x,y) (=) 
Die Gleichung ver krummen Fläche; (x,y, =) der gemeinſchaftliche Punkt ber 
Linien, welche man ſich auf vieler Fläche gezogen denkt, a der Bogen irgend 
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einer diefer Linien von einfacher ober boppelter Krümmung, po’ ver Halbmeſſer 
der erfien Krümmung biefer Linie im Punkte (x, y, =), o ber Krümmungs- 
halbmeſſer des Normalſchnittes (F. 237), welder dieſelbe Tangente hat 
und durch denſelben Punkt geht und 6 der Winlel, welchen bie beiven Rrüm- 
mungshalbmefler p, po’ mit einander bilben, und enblich feien x’, y’, =, 
zu, yu, 2 die erſten und zweiten Ableitungen ber Coordinaten x, y, z in 
Beziehung auf den zur ea hänpigen Beränberlichen genommenen Bogen s; fo 
erhält man, wenn man bie Gleichung (=) zweimal hintereinander differenzirt: 


"=pr+-gy, (z‘) 
2 = px’ + qy" + rx/’?2 + 2sx'y! + ty’2 f (=!) 

und die Ableitungen x’, y’/, 2 find ferner durch die Beringungsgleichung : 
2 -Ly2 + 21 (1) 


miteinander verbunden. Der Srümmungshalbmeffer 0, welcher mit der Nor- 
male der Fläche zufammenfällt, bildet mit den Aren derx,y, x Winfel A,u,v, 
deren Cofinus nach 6. 237 reip. ansgebrüdt werden durch: 


tr — __tı _ — — 
Nrrt+te' Yitr+e' Vi-P+e' 
Ferner bildet der Krümmungshalbmeſſer 0’ mit bdenfelben Coorbinatenaren 
Winfel, deren Eofinus nah 6. 228 vefp. ausgedrückt werben durch: 
to'x", Loy", to'=", 
woraus vermöge der Gleichung (=) folgt, wenn man von bem Zeichen von 


cos. 9 abfirafirt: 
rxt2 4 Zexiyl 4 Ayla 


— — (2) 

vi+p+P 

Die Ableitungen x’, y!, 2’ drüden auch, abgefehen vom Zeichen, die Cofinus 
der Winfel aus, welche die Tangente der Linie, deren Krümmungshalbmeffer 
o' if, mit den Axen ber x, y, z bildet. Folglich ändert fih der Multi» 
plicator von E’ in der Gleichung (2) nicht, von welcher Beichaffenheit dieſe 
Curve auch fein mag, wofern fie nur durch den betrachteten Punkt ver Fläche 
geht und die Richtung ihrer Tangente in dieſem Punkte fich nicht ändert. 
Mit andern Worten: man Tann o' — K cos. 9 fehen, wo ÄK für alle auf 
der Frummen Kläche beichriebene Curven, welche in dem gemeinige eher 
Punkte biefelbe Tangente haben, eine Conſtante ift. Wenn aber der Winlel 0 
verfchwindet, fo if eo’ = oe, folglich K= o mb: Ä 


vi+pP+7 (b) 
rxl2 4 2axiyl  tyl2 
Der Halbmeffer der erfien Krümmung einer beliebigen auf der krummen Fläche 
befchriebenen Curve hängt alfo blos noch von dem Krünmungshalbmefler des 
—— ab, welcher dieſelbe Tangente als dieſe Curve und von der 

eigung 

Wenn die erſte Curve eben iſt, fo wird fie ein ſchiefer Durchſchnitt 

enannt (6. 237) und ꝙ wird die Projeetion von o auf die Ebene bes ſchie⸗ 
en Durchſchnittes. Der durch die Formel (a) ausgenrüdte Lehrſatz wird als⸗ 
dann der Mensnierfhe Lehrſatz genannt, und die Bebentung biefer Formel 
wird verallgemeinert, wenn man fie auf die eben angegebene Weife auf Linien 
von doppelter Krümmung erſtreckt. 


co. 0 - 


o0=oc5.9, (a) pe = 
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Aus dem Meusnier’fhen Lehrſatze folgt: wenn man eine Kugel be- 
ſchreibt, deren Mitelpunkt und Halbmeſſer der Mittelpunkt und Halbmeſſer 
eines Normalfchnittes ift, fo haben alle fchiefe Durchſchnitte, welche dieſelbe 
Tangente als der Normalſchnitt haben, in dem gemeinfchaftlihen Punkte die 
Fleinen Kreife, welche die Durchfchnitte ver Kugel mit den refp. Ebenen biefer 
Kreife find, zu ihren Rrümmungsfreifen. Ä 
F. 276. Um die Unterfuhung der Krümmungshalbmefler der Normal- 
fehnitte zu vereinfachen, wollen wir zunaͤchſt annehmen, daß die Ebene der 
xy zu der Berührungsebene der frummen Fläche in dem gemein|chaftlichen 
Punkle der Normaldarchſchnitte parallel ſei, pt p—=0, q=L0, die Zur- 
mel (b) verwandelt fih ın: 
_ 1 
= mn + 2sxty! +tyl2 ’ 
und wenn man, wie biefes vermöge ver Gleichung (1) geftattet iſt, febt: 
x=c0.9, yP=sin.g, tan. 9a; 
fo kann man ſetzen: 
1 


=; cos.? ꝙ + 2ssin. ꝙ cos. ꝙ + tsin.? ꝙ (9) 
oder: | 
—  1-+fe? , 
= Fate 8 


wo ꝙ alsdann den Winkel bezeichnet, welchen der Normaldurchſchnitt mit einer 
durch Die Normale parallel zu der Ebene ber x z geiesten Ebene bilbet. 

Die größten und kleinſten Werthe des Krümmungshalbmeflers p er- 
halt man, wenn man die Werthe von « ſucht, welche die Ableitung: 

do  2[a? + (r —t)a—s] 

de ” (r+2sa+ta?)2 
verſchwinden oder unendlich machen, und wenn man ben Nenner dieſer Ablei- 
tung gleich Null fett; fo erhält man die Werthe: 


_—-stys®— 1t (5) 
welche nur bann reell find, wenn 22 — ri>>0 iſt und welche einem Krüm« 


mungshalbmefler — oo ober einer Krummung = 0 entipredhen. Die eigent- 
lihen Marima und Minima werben alfo ausfchlieglich durch die Gleichung: 


a + a—1=0 (e) 





gegeben, woraus folgt: 
t—r+ /t—r)? +4 
PER 

Dieſer immer reelle Ausdruck zeigt uns: 1) daß es auf jeder krummen Flaͤche 
und für alle nicht finguläre Punkte, für welche die partiellen Ableitungen 
Pr gr Fr 5, & ald Functionen zweier unabhängiger Veraͤnderlichen ohne Unter⸗ 
brechung ber Stetigleit beftimmt werben konnen, unter den Normaldurchſchnitten 
zwei Hauptdurchſchnitte gibt, für weiche die Krümmung einen größten, 
oder Meinften Werth hat; und 2) daß die Ebenen der Hauptdurchſchnitte auf- 


a = 
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einanber eh find, weil das Product der Wurzeln der Gleichung (a) 
gleich — 1 if. 


$. 277. Wir fönnen folglich vie Ebenen der x z und der yz, deren 
Richtung wir bis jetzt unbeftimmt gelaflen hatten, zu den Ebenen ber Haupt- 
durchſchnitte parallel annehmen, fo daß von ben beiden Wurzeln der Glei- 
hung (a) die eine Null und die andere umenblih fl; d. h. wir fünnen bie 
Richtung dieſer Eoorbinatenebenen jo annehmen, daß » = 0 wird. Alsdann 
verwandelt fi) der Werth von o in: 

1 

rco8.2 9 + tsin.? ꝙ | 
und wenn man die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer, welche xefp. 
den Werthen sin. ꝙ S O, cos. 90 entſprechen, mit R,, R, bezeichnet; 
fo hat man: 


0 — 


— con 9-4 —R (b,) 


Diefe [ehr merkwürdige Formel verdanft man Euler. Sie gibt die Krüm- 
mungshalbmefjer aller Normaldurchſchnitte, und folglich auch die aller fchiefen 
Durchſchnitte als Function der Hauptfrämmungshalbmeffer und der Winkel p, 0, 
welche die Lage der Durchfchnittsebenen gegen die Ebenen der Hauptdurchſchnitte 
beftimmen. 

Wenn man mit o,, 0, die Werthe von o für zwei beliebige aufeinander 
ſenkrechte Durchſchnitte bezeichnet, fo ergibt fi) aus ver Gleichung (b,) die 
elegante Relation: 

1 1 1 1 
— — u — — zr 4 t. c) 
01 + 02 R, + R, 

Wenn die beiven Hanptfrümmungshalbmefler R,, R, einander gleich find 
umd daſſelbe Zeichen haben, d. h. anf derfelben Seite der Berüßrungsebene 
liegen; fo wird der Werth von o von dem Winfel ꝙ unabhängig und ift fir 
alle Normaldurchſchnitte derſelbe. Die Kugelfläche iſt die einzige, welde in 
alfen ihren Punkten viefe Eigenfchaft varbietet; aber e8 kommen auf andern 
Flächen finguläre Punkte vor, welche diefelbe Eigenjchaft haben und welche 
Monge Nabelpunkte genannt hat. 


$. 278. Wenn bie Ableitungen r, # einerlei Zeichen haben, fo haben bie 
Hauptfrümmungshalbmeffer R,, R, auch einerlei Zeichen und das Zeichen von o 
ändert fih nicht, fo daß vie krumme Fläche ganz um ben Berührungspunft 
berum ihre Convexilaͤt in Beziehung auf die Berührungsebene nach demſelben 
Sinne ehrt. 

Wir wollen nun annehmen, daf die Hauptkrümmungshalbmeſſer verſchie⸗ 
dene Zeichen haben; 3. B. daß R, pofitiv und R, negativ ift, fo gibt es 
Normaldurchſchnitte, welche über der Berüßrungsebene und andere, welche 
unter verfelben liegen. Wenn man R, in — R, verwandelt, um nur pofi- 
tive Zahlen zu beirachten zu haben; fo verwandelt ſich die Formel (b,) in 
folgende: 
co? ꝙ — A sin.? ꝙ 

R, j 
Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 19 


1 _ 1 
oe TR, 
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woraus erheflet, daß der veränderliche Krümmungshalbmeſſer o anfangs. poſitiv 
iſt und von R, an bis in's Unenpliche zunimmt, wenn man den Winfel 4 
von Aufl an zunehmen läßt. Dieſer letzte Werth von o entſpricht: 


1 1 —* r 
— „2 nn „2 — 2 — — — 
vn.” 9, ram +t — + 7 


1 
welches genau der Werth von (a) iſt, welchen die Gleichung (5) gibt, nach⸗ 
dem man darin » = 0 geſetzt hat. 

Wenn man alfo diefen beionderen Werth von ꝙ mit 9, bezeichnet mmd 
in der Berührungsebene zwei gerade Linien zieht, welde mit einer Parallel 
zu der Are der x gleiche Winkel + ? bildet; fo haben alle NRormalburd- 
fhnitte, deren Tangenten in die Win elräume fallen ‚, worin @ einen Fleinera 


Zahlenwerth als 9, Anime, pofitive Krümmungshalbmeffer, und bie, bern 
e 


Tangenten in die Ergänzungswinkel ver erſten fallen, haben negative SKrüm- 
mungshalbmeſſer. BR, iſt der kleinſte pofitive Krümmungshalbmeſſer, und aus 
demſelben Grunde if R, der Heinfte Zahlenwerth der negativen Krümmungs 
halbmeſſer, dv. h. — R, ift ein algebraifhes Marimum von o. 

Wenn t, oder r verfchwinbet, fo verfihwinbet s vermöge der Yage ver 
Aren auch, der eine Hauptfrümmungshalbmefler iſt unendlich, während ber 
andere folglich einen Feinften Zahlenwerth und baffelbe Zeichen, wie alle übr- 
gen Krümmungshalbmeſſer Hat. 

$. 279. Wir wollen noch bemerken, daß man vermöge der Gleihung (3) 


die Größe ‚o durch den Radiusvector eines anf feinen Mittelpunkt beyoge- 
nen Kegelſchnittes geometrifch varftellen fann, indem ꝙ den Winfel beyeichnet, 
welchen der Radiusvertor mit der Are der x bildet. Aus dieſer Eonftruction 
würde ſich ohne alle Rechnung nach ver befannten Unterfuchung ver Kegel⸗ 
ſchnitte alles vorhin über die Krüämmungshalbmeffer der Rormalfchnitte Geſagte 


fofort ergeben. Belannilich ift der Kegelſchnitt eine Ellipfe, wenn t — es? >0 


if, und da in biefem Kalle alle Rabienvectoren ver Hülfscurve endlich und 
reell find, fo find auch alle Krümmungshalbmefler endlich und müffen mit dem⸗ 


felben Zeichen genommen werden. Wenn dagegen rt — 2 < 0 if, fm 
man für die Ellipfe zwei conjugirte Hyperbeln annehmen, wovon die eine den 


imaginären Werthen des Nabinsvectors oder den negativen Werthen des Krüm- 
mungshalbmeflerd entipriht. Die Halbaren der Ellipſe oder der beiven con- 


jugirten Hyperbeln entfprechen der Richtung nach den Hauptdurchſchnitten und 


ber Größe nach ben Hauptkrmmungshalbmeſſern. Wenn endlih rt =? =D 
ift, fo geht der Kegelfchnitt in ein Syſtem zweier gleichweit vom Aufange- 
punfte entfernter paralleler gerader Linien über und dag auf denfelben errichtete 
Perpendikel entſpricht hinſichtlich der Richtung einem der Hauptdurchfchnitte und 
binfichtlih der Größe dem Fleinften Krümmungshalbmeſſer. 

‚$. 280. Der Euler'ſche Lehrfag über die Krümmung der Normaldurd- 
ſchnitte erleidet Ausnahmen, welche erft in ver neueften Zeit von Yoiffon *) 
angegeben find, obgleich fie den Ausnahmen ganz analog find, weldhe die Theo- 
rie der Derüßrungsebenen erleidet ($. 236). . Diefe Andnahmefälle finven 
ftatt, wenn die Ableitungen r, s, t für ven Berührungspunkt unbeflinmte 


0 
Formen 5 — annehmen, deren Unbeftimmtheit fih nur dadurch heben Taf, 
dag man zwiſchen ben unabhängigen Beränderlichen x, y einen willführlichen 


Zufammenhang annimmt. Alsvann werden r, s, t Functionen des weiter oben 





*) Journal de l’Ecole polytechnique. 21e cahier. p. 205. 
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mit a bezeichneten Berhältnifies, fo daß die vorhergehenden Rechnungen, welche 
vorausfeßen, Daß r, s, t nicht von x abhängig find, unftatthaft werben. Um 
ein Berfpiel der ın Rede fiehenden Ausnahmefälle zu haben, braucht man nur 
die Fläche zu betrachten, welche durch eine fih um ihre Are dreheude Parabel 
erzeugt wird, während fich ihr Parameter nach einem durch irgend eine ftetige 
Sunction des Drehungswinkels ausgeprücdten Geſetze ändert. En ſolches Para- 
boloid hat eine Gleichung von der Form: 


x? +? * 2 (*), 
J 


wenn man die Are der z zur Rotationsare und den Scheitel zum Anfangspunfte 
‘der Coordinaten nimmt. Die Normaldurchfchnitte mit den durch die Are geleg- 
ten Ebenen find nichts anders, als die erzeugenden Parabeln, und der Krüm⸗ 
mungshalbmeſſer ändert fih von einem BDurchfchnitte zum andern nach einem 
Geſetze, welches von der willführlichen Function f abhängt, Der Rrümmungs- 
balbmeffer kann folglich abwechſelnd beliebig viele Marima und Minima 
durchlaufen, aber eben fo viele Maxima als Minima, damit berfelbe nach 
einer ganzen Umdrehung der erzeugenden Parabel feinen urjprünglichen Werth 
wieder annimmt. 

Hoiffon Hat auch bemerit, daß der Meusnier’fche Lehrſat ſelbſt in 
dem Halle flattfindet, wo der Euler'ſche unrihtig wird, und auch dieſes 
erhellet ſehr einfach aus dem Beweife, melden wie $. 275 von dem Mens- 
nier' ſchen Lehrfahe gegeben haben, der nicht erfordert, daß die Functionen 
r, s, & bloß von x, y, z abhängen, fonbern daß man auch annehmen Fann, 
dag fih dieſe Functionen mit der Richtung der Tangente der Curve, deren 
Dogen mit s bezeichnet iſt, ändern. 

F. 281. Wir wollen die Formel (b) wieder betrachten, welche flattfinvet, 
was für eine Richtung die Normale gegen die Aren der x, y, z auch haben 
mag. Die in biefer Formel vorkommenden Ableitungen S, y’ müflen ber 
Gleichnng (1) genügen, welche vermöge der Gleichung (1) in folgende 
übergeht: 

dtp) +2 +) ml, (6) 
und worans fich durch Differenzirung ergibt: 
[d+FpP)e +py ld HH) told. 
Wenn man bie Gleichung (b) in Beziehung Auf o bifferenzirt, fo hat mar: 
(rx! + sy!)dx! yy, 
mb wenn man biefe beiden letzten Gleichungen mit einander verbindet: 
sts _ethn__ M 
A+P)+py Ar) re 
Wernn man alfo mit R einen ber Hanptrümmungshalbmefier bezeichnet, ſo er 
halt man die Gleihung mit BR duch Elimination von x’, y’ zwiſchen ben 
Gleichungen (6), (7) und der Gleichung: 
R- NY. IirPtEd (8) 
rx’?2 + Zsx'y! + ty’? | 
Wir wollen ver Kürze wegen feben: 


un 4iuyHmel YiHrteo 0 
. 19* 
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und die beiden Glieder der Brüche zur Linfen und Rechten des Gleichheite- 
zeichens der Gleihung (7) vefp. mit x’ und y’ multipficiren und bann die 
Summen der Zähler und Nenner bilden; fo reducirt fich der reſultirende Bruch 
vermöge der Bleichung (6) auf das Polynom V. Man hat folglid: 
rx! + sy’ - sx! + ty! 
vVa,—- Io en __, 
A+pP)S try T AirY)y' top 
oder vielmehr: 
ZN 9 
[(ViA+g —t]y =(s— pqV)x', (9) 
und wenn man die ceorrefponbirenden Theile dieſer Gleichungen in eimanber- 
multiplieiet : 
VAR) — VAL) —I=l— pgV)2. 
Sebt man für V feinen aus der Gleichung (V) als Function von R abgelei- 
teten Werth und ordnet, fo erhält man endlich: 


R? (tt — 2?) — RB [(1 tree +P)Uvitrp+e 
+i+P+a)=0. (R) 


Es feien R,, R, die Wurzeln biefer Gleichung oder die Werthe der beiben 

Hanptfrümmungspalbmeffer, fo hat mon: 

1 rt — J 
R,R, — (i+p+g?) ' 
1, 1 _UA+P)rodpgr+lirpdt 
R, TR, —— 
(1- p2442) 
Die Bedingung, daß die Hauptkrümmungshalbmeſſer R,, R, einerlei Zeichen 
haben, wird alfo nusgedrüdt durch rt — s2 >0, welche Richtungen vie Coor- 
bdinatenaren auch haben mögen, und die Bedingung, daß einer der Hauptfram 
mungshalbmeffer unendlich wird, wird allgemein durch die Gleichung t — se =0 
ausgebrüdt, weldhe auch die abwidelbaren Klächen charafterifirt. | 
Die Hauptframmungshalbmeffer find für alle Punkte einer krummen Fläche 

der abfoluten Größe nach gleih und nach entgegengefeßtem Sinne gerichtet, 
wenn bie Gleichung: | 
| (1 42) - perl +p)t=0 d) 
für alle Punkte diefer Fläche erfüllt wird. In der Folge werben wir fehen 
dag die durch dieſe Gleichung mit partiellen Differenzialen der erften und zwei 
ten Ordnung darakterifirten Flächen auch noch eine andere eben fo merfwürdige 
geometriſche Eigenfchaft haben. | 
$. 282. Die Hauptfrämmungspalbmeffer R,, R,, und folglich die Krüm- 
mungshalbmefler der Normalfchnitte, find einander gleich und haben entgegen- 
geſetzte Zeichen, wenn folgende Gleichung ftattfinvet : | 
I(I 4 42) — pe ++)? - 4(1 4 +) —e)=0. 

Da ſich dieſe Gleichung auf die Form: 


[a +P)t—A+g)e+2r (, nt )| 
+44 +2 —:) =0 


1rp 
bringen laͤßt, fo iſt fie gleichbebeutend mit dem Syfteme: 


2 
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=, +40, — 
oder: 
r s t 
2 ME — —⏑ — f 
i+? 7 pp Ti+rg o 


Diefe legten Gleichungen würde man birect erbalten-haben, wenn man aus- 
brüdte, daß die Öleihungen (9) für V und folglich für ꝙ von x‘, y’ unab« 
bangige Werthe geben. 

Die Eoorbinaten der Punkte, welche man Nabelpunkte genannt Hat 
($. 277), werden folglih dur das Syſtem ver beiden Gleichungen (e) in 
Verbindung mit der Gleichung der krummen Fläche beſtimmt. Diefe Punkte 
find ifolirte, wofern die beiden Gleichungen (e) nicht zufällig iventifch werben, 
welches auf der frummen Släße bie Exiſtenz einer Linie anbeuten würbe, 
welche nah ber Analogie Rabellinie genannt wird, und wehhe Monge 
die Linie der fphärifhen Krümmungen genannt hat. 


$. 283. Bir wollen das Gefagte auf das Ellipſoid: 





x?2 y? 22 — 
71 74—751 
anwenden, ſo iſt: 
ex ey 
P— — 222’ =— b2z’ 
c* (b2 —y?) c!xy c* (a2 — ı?) 
a2b2z3 a?2b223 a2b223 


und der Kürze wegen wollen wir feßen : 
a? (b2 — c?) a? (a? —b?) . 
b2 (a? — ce?) a?2 — co? 
Außerdem können wir a > b > c feßen, fo daß die Eonflanten A, B poſitiv 


find ; fo Haben wir zur Beflimmung der Eoorbinaten x, y der Rabelpunfte des 
Ellipſoides die beiden Gleichungen : 





y=0,22—Ap2—B=0, (e) 
deren reelle Auflöfungen folgende find: . 
-— a2 — b2 
y=0, est vi=tf SR, 


Das Elliyfoid Hat folglich vier Nabelpunfte, welche in ber durch feine 
größte und Heinfte Are gehenden Ebene Tiegen und folglih auf feiner Ober- 
fläche fymmetrifch verteilt find. Im der analytifhen Theorie der frummen 
Flächen des zweiten Grades wirb ferner bewiefen, daß die Berüßrumgsebenen 
bes Eflipfoives in den vier eben der Tage nach beftimmten Punkten zu ben 
Ebenen parallel find, welche die Eigenfchaft Haben, daß fie das Ellipſoid nach 
Kreifen durchſchneiden, welches auf eine andere Definition der Nabelpunfte 
führt, wovon fpäter die Rebe fein wird, 

Wem das Ellipſoid zwei gleiche Aren hat, fo fallen die Nabelpunkte, 
wie fi leicht ans den vorhergehenden Formeln ergibt, mit den Scheiteln der 
Rotationsare zuſamuſen. 
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2) Krümmungslinien, 


5. 284. Wir wollen uns vorftellen, daß man auf einer gegebenen Fläche 
(S) irgend eine Linie (5) beſchrieben und die Negelfläche (3) conftruirt habe, 
beren Erzeugungslinie durch dieſe Linie (s) geht und beftändig auf ver 
Flähe (S) normal bleibt; fo iR die Fläche (3) im Allgemeinen eine wind⸗ 
fhiefe, d. h. ihre Erzeugungslinien haben Feine Umhüllungslinien (6. 243) 
oder zwei durch einander auf der Linie (5) ımendlich nahe Iiegende Punkte 
gezogene Normalen der Fläche (S) treffen einander niht. Wenn man dagegen 
die Linie (5) ſchicklich beſtimmt, fo daß die Fläche (3) eine abwidelbare wird; 
fo bat fie eine Rüdfehrlante oder Wenbungscurve (0), welche von allen durch 
die Linie (5) gehenden Normalen der Fläche (S) berührt wird, was in ber 
Sprache der Infiniteſimalmethode dadurch ausgebrüdt wird, daß man ſagt, 
daß ſich zwei einander unendlich nahe liegende Normalen in einem auf der 
Linie (0) liegenden Punkte treffen. 

Da die Gleichungen der Normale der Fläche (S) im Punkte (x, y, =) 
nach $. 237 folgende find: 

5—- +6 —-9=0,n— +46 —)=0, (h) 

fo werben die Coorbinaten des entfprechenden Punktes (S, n, O) der Wen- 
dungscurve (0) durch das Syſtem ber beiden Gleichungen Ch) und ihrer Ab- 


leitungen : 
At +rre+dI+(k&—Dle+sr)=0, i (h‘) 
-+4Pp +) + — Det ty)=0, 
gegeben, indem z vermöge ber Gleichung der Fläche (S) als eine Function 
der Veraͤnderlichen x, y und y als eine implicite durch die Zeichnung der 
Linie (s) over durch die der Profection diefer Linie auf der Ebene der x, y 
gegebene Function betrachtet wird. Nun können aber die Gleichungen (h‘), 
welche nur noch die Coorbinate C enthalten, nicht nebeneinanver befleben, 
wofern nicht folgende Bebingungsgleichung flattfindet: 
ed 42) —pel+yli+g)r—(i+p)t) 
—(i+p)s+per=0. 
Nachdem man für p, q, r, s, t ihre aus der Gleichung ber Fläche (8) ab- 
geleiteten Werthe als Funchionen von x, y fubftituiet hat, iſt die Gleichung (i), 
worin alsdann nur noch die veränderlihen Größen x, y, y’ vorkommen, die 
gemeinfchaftliche Differenzialgleichiing aller Brojectionen der Linien (=) auf die 
Ebene der xy, welche die Eigenfchaft haben, die Flächen (3) abwidelbar zu 
machen, oder nad) welchen fi zwei einander unendlich nahe Tiegende Nor: 
thalen der Fläche (S) durchſchneiden. Wenn man annimmt, daß die Ebene 
ber x y zu ber Berührungsebene der Fläche (SI im Punkte (x, y, =) parallel 
und foldid p=0, g=0 iſt; fo verwandelt fih vie Gleichung (i) in 
folgende; 
—t 


r 
42 
”+— 


und umterfcheivet fich von der Gleichung (a) nur dadurch, daß y‘ für ſteht, 
woraus folgt: 1) daB man dur jeden Punkt der Fläche (S) zwei Linien 
(s,), (e,) ziehen kann, welde fi unter einem rechten Winkel durchſchneiden 
und bie weiter oben angegebene Eigenfchaft haben, und 2) daß die Durch bie 
Tangenten biefer Linien gelegten Normalebenen ver Fläche (S) mit den Haupt⸗ 
normalſchnitten —— Aus dieſem Grunde hat Monge die Linien 
(s,), (,) Rrämmungslinien genannt. Auf jeder frummen Fläche, oder 
auf jedem Theile einer folhen, deren Orbinaten Feine Sktigleitsunterbrechung 





7 - 10 


J 
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von der dritten ober von einer niebrigern Ordnung erfährt, kann man nach 
dem Vorhergehenden nach Belieben zwei Reihen von Rrümmungslinien (s,), (s,) 
bef&hreiben, welche die Fläche in krummlinige Vierecke zertheilen, deren fänmt« 
lihe Winkel rechte find. 

Die Elimination von y’ zwilchen den Gleichungen Ch’) gibt: 

2) (tn) — (—z) [I Fr — 2pge + (1 + pP) it} 

+i+pP+q=0 (h") 

und wenn R den Rrümmungshalbmeffer eines Hauptſchnittes bezeichnet, veflen 


Mittelpunkt der Durchſchnittspunkt zweier einander unendlih nahe liegender 
Normalen if: fo hat man: 


R=+/ (6)? + 97)? He? tl) IH +P. 
Die Elimination von | — 2 zwiſchen dieſen beiden Gleichungen gibt die weiter 
oben durch eine nicht ganz jo einfache Rechnung gefundene Gleichung (R) 
wieber, 

$. 285. Die Krümmungslinien find in ben Puukten, worin fie fi 
ſchneiden, Zangenten an ben beiden Hauptdurchſchnitten; allein letztere find 
ebene Eurven, deren Ebenen dur die Normale gehen und fallen im Allgemei- 
nen wicht mit den Krümmungslinien zufammen, welche gewöhnlih nicht in 
berfelben Ebene liegen. 

Sp iſt 3.2. auf einer Rotationsfläde die eine der Krümmungslinien ber 
Durchſchnittskreis der Rotationsfläche mit einer durch den Punkt, durch welchen 
die Rrümmungslinie gehen muß, ſenkrecht auf die Rotationsare gelegten Ebene; 
denn alle durch die auf dem Umfange biefes Kreiſes Tiegenden Punkte gezoge- 
nen Rormalen der Rotationsflähe treffen bie Rotationsare in demfelben Punkte, 
woraus auch folgt, daß der zwilchen der Rotationsare und ber Rotationsfläche 
liegende Theil der Normale einer ver beiven Hauptkrümmungshalbmeſſer ift. 
Aber diefe Krümmungslinie, obgleich fie in dem betrachteten Kalle eben ift, 
falt doch nicht mit einem Hauptſchnitte zufammen, weil ihre Ebene nicht 
— ne Rormale geht, wofern diefe nicht zufällig auf ver Notationsare fent- 
recht iſt. 

Die andere Krümmungslinie auf einer Notationsfläche iſt die Meridian⸗ 
curde , weil bie durch die verfihiedenen Punkte diefer Linie gezogenen Normalen 
der Rotationsfläche alle in der Merivianebene liegen, Außerdem ift die Me- 
ridiancurve ein Hauptdurchſchnitt der Rotationsflädhe, weil die Ebene dieſes 
Durchſchnittes zugleich die Normale und die Tangente einer ber Krämmunge- 
Iinien enthält. Bei einer Rotationsfläche fällt alfo einer der Hauptſchnitte 
mit einer der Krämmungslinien zufammen, und vaflelbe iſt jedesmal der Fall, 
wenn eine Rrümmungslinie eben tft und ihre Ebene durch bie Normale ber 
Rotationsflähhe geht. So fallen 3.3. bei den eylinbrifchen Flächen die Hanpt- 
ſchnitte, wovon der eine ber gerade Durchſchnitt und der andere bie gerade 
Erzeugungslinie ift, refp. mit den Krämmungslinien zafammen, 


$. 286. Die Gleihung Ci) wird identiſch und man kann barans feinen 

beftimmten Werth von y! mehr ableiten, wenn bie drei Gleichungen flattfinden : 
( +P)s—rper=0, d+P II 1 +)r=0, 1 +2) pi, 

wovon die dritte eine Folge aus ben beiven andern ift, und welche mit dem 
Syſteme (F) gleihbeveutend find, fo daß bie Punkte der krummen Fläche, für 
welshe dieſer Umstand flattfindet, nichts anders als Nabelpunkte find, 

Wenn die Gleichung Ci) identiſch gemacht wird, fo wird bie Normale 
im Punkte (x, y, 2) von der durch einen unendlich nahe liegenden Punkt 
gehenden Normale immer gefchnitten, in welcher Richtung diefer zweite Punkt 
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auch genontmen werben mag; aber baraus darf man nicht ſchließen, daß der 
Nabelpunkt ein Punkt iſt, worin fih unendlich viele Kruammungslinien durch⸗ 
freuzen, oder daß die durch den Nabelpunkt in ber Berührungsebene gezogenen 
geraden Linien alle an den Krümmungslinien tangent find. Wir wollen ber 
Kürze wegen die Gleichung Ci) auf folgende Form bringen: 
9-7? +Y-Ytow=ßd, 
wo 9, %, w, Functionen von x, y bezeichnen, welche verfchwinden, wenn 
ver Punkt (x, y, =) ein Nabelpunft iſt. Die Differenzirung der Gleichung (i) 
gibt zur Beflimmung von y’ folgende Gleichung des dritten Grades: 
dp dp \ ua (IV dıy ) ‚. dw do ,_ 
tg") Hat’) tar’ 

Se nachdem dieſe Gleichung Lauter reelle Wurzeln hat, ober nicht, geben durch 
den Nabelyunft drei Krümmungslinien, oder nur eine einzige. Wenn biele 
fette Gleichung für die dem Nabelpunkte entiprechennen Werthe von x, r 
ebenfalls identiſch gemacht wird, fo differenzirt man fie ebenfalld, wodurch 
man eine Gleichung des vierten Grades von y' erhält, und je nachdem biefe 
neue Gleichung vier, ober zwei reelle, oder nur imaginäre Wurzeln bat, iſt 
der Nabelpunft ein Durchfchnittspumft von vier, oder zwei Frümmungslinien, 
oder es geht gar Feine Krümmungslinie durch dieſen Punkt, u. ſ. f. Wenn 
endlich die dem Nabelpunkte entiprechenden Werthe von x, y die Gleichung (i) 
und alle ihre Ableitungen iventifch machen, fo ıft der Nabelpuhft ein Punkt, 
worin fih nach allen Richtungen Rrümmungslinien burchfreuzen. Diefer Fall 


findet bei den Scheiteln der Rotationsflächen ftatt, welche offenbar, wenn fie 
feine vorfpringenden Punkte find, die charakteriſtiſche Eigenfchaft ver Nabel- 


punfte darbieten, und worin fich alle Meriviane, welche Kruͤmmungslinien 
diefer Flächen find, durchſchneiden. . 
$. 237. Wie wollen das Borbergehende auf das in $. 283 erwähnte 
Ellipſoid anwenden, fo verwandelt fih die Gleichung (i) in folgende: 
Asyy!? + (x? — Ay? — By — ıy=0 (10) 
und ihre Ableitung iſt: 
(2Axy/’ +x2 — Ay2 —B)y'+Axy/? + Ayyl? + (x—2Ay)y’—y=0, 
welche Gleichung ſich für die den Nabelpunften entfprechenden Werte y = 0, 
x + N B auf Ay’? 49* 0reducirt. Dieſe letzte Gleichung geſtattet 


sur bie eine reelle Wurzel y O, weil A einen poſitiven Coefficienten be⸗ 
zeichnet. Es geht alſo nur eine Krümmungslinie durch die Nabelpunkte des 


Ellipſoides mit drei ungleichen Aren, und dieſe Linie iſt der Durchſchnitt, wel⸗ 


cher die größte und kleinſte Are enthält. 

Wenn man a — b feht, in welchem Falle das Ellipſoid ein Rotatione- 
ellipfoid um feine zur Are ber z genommene Fleine Are wird; fo hat man 
A=1,B=0, und die Coorbinaten der Nabelpunkte ſin x=0, y=P, 
weil in der That dieſe Punkte mit den Polen des abgeplatteten Ellipſoides 
zufammenfallen, Die Gleichung (10) kann alsdann auf folgende Form ge» 


bracht werben: 
GH) ar—„)=0, 
und fie zerfällt in die beiden folgenden: 
y’+x=0, sy) —y=0, 


Bir x 0, y=0 if der durch die erſte ver beiden letzten Gleichungen 


gegebene Werth von y’ imaginär ($. 182) und ber Werth, welchen die zweite 
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Gleichung gibt, iſt wirklich unbeflimmt, was aud ber Fall fein muß, weil 
alle Dieriviane, welche fich auf die Ebene der x y nach geraven Linien proji- 
eiren, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen, eben fo viele Krüm- 
mungslinien bes Ellipſoides find, 

Wenn man bc feht, in welchem Falle das Ellipſoid ein Rotations- 
ellipfoiv um feine zur Are der x genommene große Are wird, fo bat man 
A=0,B= a2 und die Gleichung (10) zerfi it in bie beiden folgenven: 

| y=z»o, X —a)f'—y=0. Ä 
Wenn man in bie Ableitung der vorhergehenden Gleichung die Werthe der 
Coordinaten der Pole oder der Nabelpunkte, nämlih x—= ta, y=0 ein- 
führt ‚fo ergibt fi) daraus y’ = 0, und folglich hat y’ in viefen Punkten nur 
die beiden Werthe O, o. In der That projiciren fih vie Meridiane auf 
die Ebene der x y nach Ellipfen, welche alle die Are ver x fenkrecht durch- 
—— „mit Ausnahme bed Meridianes, deſſen Projection die Are der x 
elbſt iſt. 


$. 288. Wenn die krumme Fläche ſingulaͤre Punkte hat, für welche 
nr, 5, t Aunctionen von v! werben, wie bereitS wiederholt erklärt ift, fo bleibt 
die Gleihung (i) in Beziehung auf die Unbelannte y’ für die in Rede ftehen- 
den fingulären Punkte Feine algebraifhe Gleichung des zweiten Grades mehr 
und kann eine beliebige Anzahl reeller Wurzeln haben. 


6.289, Den beiven Syflemen der aufeinander fenfrechten Krümmungs⸗ 
Iinien (s,), (s,) entiprechen zwei Syſteme abwidelbarer Flächen (3,), (2,) 
und NRüdfehrfanten over Wendungscurven (0,), (0,). ($. 284.) er geo⸗ 
metriſche Ort der Rückkehrkanten des erften Syftemes ift eine gewiſſe Fläche 
und der der Rüdfehrfanten des zweiten Syftemes eine andere Fläche, oder 
vielmehr, die beiden Syſteme abwidelbarer —* haben zuſammengenommen 
zum geometriſchen Orte ihrer Rückkehrkanten eine Fläche mit zwei Fächern 
(6, r 6,), wo fich jedes Fach auf jenes der vrechtwinfligen Syfteme bezieht. 

Um die Gleichung diefer Fläche mit zwei Fächern, welche auch der geo- 
metrifche Ort der Krümmungsmittelpuntte der Hauptfchnitte der Fläche (S) ifl, 
zwifchen &, 7, C zu erhalten, müßte man x, y, z zwifchen den Gleichungen 
(b), (h‘‘) und der Gleichung der Flaͤche (S) eliminiven. | 

Da jever Hauptrümmungshalbmefler eine der Rücktkehrkanten berührt, 
fo berührt derſelbe auch die Flache, welche der geometrifche Drt aller dieſer 
Rüdfehrlanten if. Die Fläche ver Hauptrümmungsmittelpuntte iſt folglich 
gegen die urſprüngliche Fläche vaffelbe, wie die Evolute einer ebenen Curve 
gegen die Evolvente. | 

Da die beiden Hauptfrümmungsmittelpunfte für denſelben Punkt ver 
Fläche (S) auf verfelben Normale Tiegen, fo folgt, daß jede Normale 
ber Fläche (S) jedes ber beiden Fächer der Fläche (a, , a,) berührt. Wenn 
man durch diefe Normale zwei Berührungsebenen an die beiven Fächer der 
Fläche (o,, o,) legt, fo find diefe beiden Ebenen vermöge der Haupteigen- 
Tchaft der Krümmungslinien aufeinander ſenkrecht. Die beiden Fächer ver 
Flähe der Krümmungsmittelpunkte haben alſo ſolche Formverhältniffe gegen 
einander, daß ihre [heinbaren Umriffe, von irgend einem Punkte O aus 
betrachtet, fih unter rechten Winfeln durchſchneiden. Denn die feheinbaren 
Umriffe der beiden Fächer der Flähe (o,, o,) find die Berührungslinien 
diefer Fächer mit den umfchriebenen Kegelflächen, deren Spigen im ‚Punkte, O 
liegen. Run haben aber diefe beiden Segelflächen eine gemeinfchaftliche Er- 
zeugungslinie, welche die durch den Puntt O der Fläche (S) gehende Nor- 
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male it und ihre Berührungsebenen nach biefer Erzengungslinie find anf- 
einander fenfrecht. 


3) Dsculation der krummen Flächen. — Definition und Maß ver Krümmung 
ber Flächen. 


$. 290. Zwei Klächen: 
z—fl(x,y), (=) s=f,(x,y), (z,) 
welche einen gemeinfchaftlihen Punkt (x, y, =) haben, haben in dieſem Punfte 
eine Berührung der erfien Ordnung ($. 203), wenn bie Coordinaten 
x, y, s den Öleichungen: 


pP=P,4=4 (11) 
genügen, ober wenn die beiben Flächen in dem gemeinfchaftlihen Punkte eine 
gemeinfehaftlihe Tangente haben. Wenn außerdem die Gleichungen: 

rt, ı=s,,t=t, (12) 
ftattfinden, fo findet zwifchen den beiden Flächen eine Berührung der zwei- 
ten Ordnung oder eine Dsculation flat. Allgemein, vie Berührung 
beißt von der of" Ordnung, wenn alle partielle Ableitungen p, g, FT, .... 
der Gleichungen der beiden Flächen bis zu der Ableitung von der af" Ord⸗ 
nung incl. für daſſelbe Syſtem der Werte der Coordinaten x, y, x biefelben 
Werthe annehmen für die beiven betrachteten Flaͤchen. 

Wenn die Flächen Feine Stetigfeitsunterbrechungen von der (n + 1)“ 
oder von einer niebrigern Orbnung erfahren, und wenn Ax, Ay, Az ehr 
Heine Größen der erſten Ordnung bezeichnen; fo iſt die Entfernung des 
Punktes (x + Ix, y+ Ay, 2 + 12), welcher auf der einen Fläche Liegt, 
von der andern Fläche im Alfgemeinen eine fehr Meine Größe von der 
(n + ſ)en Ordnung, wenn bie zwijehen den beiden Flächen flattfindende Be⸗ 
rührung von der nn Ordnung if. Den Beweis dieſes Lehrſatzes wollen 
wir der Kürze wegen übergeben, weil er fich Yeicht Herftellen läßt, wenn 
—* im $. 240 Geſagte mit dem, was im $. 203 und folg. geſagt if, 
vergleicht. 

s Im Intereſſe der geometriſchen Anwendungen genügt e8, wenn wir bier 
blos die Berührungen der beiden erflen Ordnungen, d. h. die einfache Be⸗ 
rübrung und die Osculation zwifchen frummen Flächen betrachten. *) 


$. 291. Wir wollen an die Fläche (z) ın dem Punkte (x, y, z) eine 
Derührungsebene legen, und die krumme Fläche mit einer auf dieſer Ebene 
fenfrechten Ebene durchſchneiden. Der Einfachheit wegen fann man ben An- 
fangspunft der Coordinaten in ven Berührungspunft legen und die Ebene der 
x y mit der Berüfrungsebene zufammen fallen laſſen. Es fei Az die Dr 
dinate der fihneivenden Ebene und Ax, 4) feien die Coorbinaten in ber 
Ebene der x y der Punkte, worin fie die krumme Fläche trifft; fo hat man, 
wenn man Ax, Ay als fehr kleine Größen der erfien Ordnung betrachtet 
und die fehr Heinen Größen der dritten Ordnung unberüdfichtigt läßt: 


As—4rIz2 Ax Jy 4 142. (13) 
Wir wollen Ax 6ẽ, Ay S en, ſetzen, wo e eine ſehr Heine Größe 
der erfien Ordnung bezeichnet, ſo muß man, ba 42 nad ber Gleichung 


% 


*) Wegen der Berliprungen höherer Ordnungen vergleihe man eine Abhandlung 
von Olivier in dem Journal de l’Ecole polytechnique. 25° cahier. p. 123, 
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(13) von der zweiten Drbnung if, Az = e2k feßen, und alsdann gibt 
diefe Gleichung: 
%!k=r&2 + An + tn. (k) 

Wenn alſo Iz ohne Ende abnimmt, fo wird die Durchſchnittscurve der Curve, 
für welche &, 7 die veränderlichen Coordinaten in Beziehung auf die Aren 
der x und ber y find, und beren Gleichung bie Gleichung (k) ift, immer 
mehr und mehr ähnlich, ober mit andern Worten: die Durchſchnittscurve wird 
dem in 6. 279 erwähnten Hülfsfegelfchnitte, deſſen Radienvectoren den Qua⸗ 
dratwurzeln aus den Krümmungshalbmeflern der Normalfchnitte, deren Ebenen 
die Berührungsebene nach dieſen Radienvectoren durchſchneiden, immer mehr 
und mehr ähnlich. 

Wegen diejes Umftandes hat C. Dupin die Durchſchnittscurve der krum⸗ 
men Flaͤche mit einer in einer unenbli Heinen Entfernung vom Berührungs- 
punkte zur Berüßrungsebene parallel gelegten Ebene die Indicatrix ober 
anzeigende Curve genannt. Diefe Indicatrir iſt eine Ellipfe, wenn bie 
frumme Fläche ihre Krümmung ganz um die Berüßrungsebene herum nad) dere 
jelben Seite fehrt, und im entgegengefegten Falle entipringen vie beiden con- 
jugirten Hyperbeln, welche an die Stelle der Ellipfe treten, aus dem Durch⸗ 
fhnitte der krummen Fläche mit zwei einander unendlich nahe liegenden Ebenen, 
welche beide zu ver Berührungsebene parallel find und dieſe zwifchen ſich faflen. 

Die anzeigende Ellipſe wird in den Nabelpunften ein Kreis, und aus 
biefem Grunde find die Berührungsebenen in den Nabelpunkten des Ellipſoides 
zu den Ebenen parallel, welde die Eigenfchaft haben, das Ellipſoid nach Kreiſen 
zu durchſchneiden ($. 283). 


$. 292. Wenn die frumme Fläche (z,) drei willtübrlihe Parameter 
hat, fo kann man dieſe fo annehmen, daß die Bedingung f(x, y)=f, (x, y) 
und außerdem die Gleihungen (11) erfüllt werben, ober daß zwilchen den 
beiven Flaͤchen (2), (z,) im Punkte (x, y, 2) eine ein fache Berührung 
ftattfinnet. Wenn in der Gleichung (z,) ſechs willführlihe Parameter vor- 
fonmen, fo fanı man fie fo annehmen, daß auch den Gleichungen (12) ge- 
nügt wird, „ber daß zwifchen den beiden Flaͤchen eine Dscnlation flatt- 
findet. Man kann alfo im Allgemeinen keine Kugel beflimmen, welche eine 
gegebene krumme Fläche in einem gegebenen Punkte os culirt; denn die all- 
gemeinfle Gleichung der Kugelflähe enthält nur vier willführliche Parameter, 
nämlich den Halbmefler und die drei Coordinaten des Mittelpunftes. 

Die Bedingungen der Dsculation zwifchen zwei krummen Flächen (=), (=,) 

werben analytiſch durch das Syſtem der Gleichungen (11) und (12) ausgedrückt; 
allein eg ift zweckmaͤßiger, dieſe Bedingungen geometriſch auszubräden, indem 
man PM \ daß zwei Flächen einander osculiren, wenn fie außer einem gemein- 
fHaftlihen Punkte nicht blos dieſelbe Berührungsebene, ſondern auch ihre 
Haupfourchfchnitte in denfelben Normalebenen und biefelben Hauptfrämmungs- 
halbmeſſer in demſelben Sinne gegen die Berührungsebene haben. Nach allem 
in biefem Kapitel Gefagten ift einleuchtenn, daß ſich das Stattfinden biefer 
eometrifchen Relationen aus den Gleichungen (11) und (12) ergibt, und wenn 
ie flattfinden, fo ſchneidet jede durch ben gemeinſchaftlichen Punkt gelegte 
Ebene die beiden Flaͤchen nach zwei Linien, welche in dieſem Punkte denſelben 
Krümmungshalbmeſſer haben. 

Wenn alſo die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer der Flaͤche (=) nach 
demſelben Sinne gerichtet ſind, ſo kann man immer ein Rotationsellipſoid 
conſtruiren, welches dieſe Fläche im Punkte (x, y, z) vosenlirt; denn man 
kann es fo einrichten, daß einer der Meridiandurchſchnitte des Ellipſoides in 
die Ebene eines Hauptfchnittes der osculirten Zläche fällt, indem eine ber 









300 


Aren der Meridianellipfe mit der Normale zufammenfält, worauf man den 
Aren der Meridianellipfe nur folche Rängen zu geben braucht, daß die Haupt⸗ 
frümmungshalbmeffer für die oseulirte Kläche und für das Ellipſoid biefelben 
find, und zwar gibt dieſe Eonftruftion zwei osculirende Ellipfoide, wovon 
das eine ein längliges und das andere ein abgeplattetes iſt. 

Wenn die beiden Hauptlrümmungshalbmefler der krummen Fläche nad 
entgegengefegtem Sinne gerichtet find, fo Fann man für das Osculations⸗ 
ellipfoid ein Notationeppperboloib mit einem Fache fubftituicen, deſſen Kehl- 
freis ($. 239) in vie Ebene eines Hauptichnittes der Flache fallt. 

Noch einfacher kann man eine Rotationsflähe beichreiben, welde eine 
egebene frumme Fläche osculirt, wenn man den Krümmungsfreis eines Daupt- 
chnittes der Frummen Fläche fih um’eine in feiner Ebene ſenkrecht auf bie 
Normale gezogene und dur den Srümmungsmittelpunft des andern Haupt- 
Schnittes gehende Are drehen laßt. Die vSculirende Fläche wird ein geraber 
Eylinder mit freisförmiger Bafıs, wenn ver Halbmefjer des Krümmungsfreifes 
des erſten Hauptfchnittes unendlich wird, wie dieſes bei den abwidelbaren 
Flächen der Kall.ift ($. 281). 

$. 293. Diefes führt uns auf die Definition und das Maß der 
Krümmung einer Fläche nah Gauß; denn man hat für diefe Größe 
weder eine genaue Definition, noch ein entſprechendes Maß, fo lange man 
blos nach ven Lehrfägen von Meusnier und Euler die Relationen angibt, 
welche zwifchen den Krümmungen ver auf ver krummen Fläche beſchriebenen 
Linien flattfinden. 

Erinnern wir und zunähft in aller Kürze an das Maß ver Krümmung 
ebener Curven wieder. Auf der Curve, deren Krümmung man im Punkte m 
meffen will, wollen wir einen durch biefen Punkt gehenden Bogen Is nehmen, 
in den Endpunften dieſes Bogens zwei Normalen ziehen, und nachdem in ver 
Ebene der Curve ‚ein Kreis von dem Halbmefler — 1 befchrieben iſt, zwei 
Halbmeffer ziehen, welche refp. zu den erwähnten Normalen parallel find und 
einen Kreisbogen Ar zwiſchen fi faſſen; fo iſt nach F. 193 das Berhältnig 


= die Grenze, gegen welche das Verhältniß = eonvergirt, wenn der Bo⸗ 
8 


gen As ohne Ende abnimmt, dabei aber immer den Punkt m enthält, und 
diefe Grenze ift das Maß der Krümmung der Linie im Punfte m. 

Eine ganz ähnliche Eonftruction ift auf die frummen Flächen anwenpbar ; 
denn wie wollen und auf der frummen Fläche, deren Krümmung im Punkte 
m gemefjen werben fol, eine gefchloffene Linie fo befchrieben venfen, daß der 
auf der Fläche von biefer Curve eingefchloffene Flächenraum » den Junktt m 
enthält, wo, wie im fechsten Kapitel des fünften Buches ausführlich gezeigt 
werden wird, unter der erwähnten Flächengröße die Grenze zu verftehen ift, 
welcher ſich der Inhalt oder die Größe einer in over um ven betrachteten 
Theil der Frummen Fläche befchriebenen polyedrifchen Fläche ohne Ende nähert, 
wenn die Anzahl ber ebenen Klächen des Polyeverd ohne Ende zu- und ihre 
Dimenfionen ohne Ende abnehmen. Diefe Definition der Größe w» iſt alfo 
der der Größe s in $. 174 ganz analog, Aus einem beliebigen Punkte des 
Raumes ald Mittelpunkt wollen wir uns mit einem Halbmeffer = 1 eine 
Kugelfläche befchrieben denfen und die Halbmefler ziehen, welche zu allen auf 
dem Umfange der Flächengröße wo normal auf der krummen Fläche gezogenen 
geraben Linien parallel find; fo ift der geometriſche Ort diefer Halbmefler 
eine Regelfläche, welche auf der Kugelflähe ein Flächenſtück 6 abſchneidet, 


und die Grenze, gegen welhe das Verbälniß 7 eonvergirt, wenn die Flä- 


301 . 
chengroͤße w ohne Ende abnimmt, aber immer ven Punkt m euthält, muß nach 
der Analogie als Maß der Krümmung ber krummen Fläche im Punkte m 
betrachtet werben. Um jede Schwierigfeit zu vermeiden, wollen wir zunächft 
annehmen, daß von einer Frummen Fläche die Rebe fei, deren beide Haupt- 
krümmungshalbmeſſer nach demfelben Sinne geritet find, und welche aufer- 
dem im Punkte m feine Stetigfeitsunterbrechungen erfährt. 

Sp wie man bei der Meflung der Kruͤmmung einer ebenen Curve für 
biefe ihren Krümmungsfreis, oder jede andere fie osculirende Eurve fubftituiren 
kann, ebenfo kann man bei der Meffung der Krümmung einer frummen Fläche 
für diefe eine andere Fläche fubſtitniren, welche die gegebene in bem Punkte 
. s8culirt, für welchen das Maß der Krümmung beftimmt werben fol. 

Bir wollen für die osculirende Fläche die nehmen, weldhe der Kreis von 
dem Halbmeffer R, befchreibt, indem er ſich um eine in feiner Ebene fenf- 
recht auf die Normale durch den Mittelpunkt des Kreifes von dem Halbmeffer 
R, gezogene gerade Linie dreht, Es fei de, der unendlich Feine Winkel, 
weldhen die Ebene bes beweglichen Kreiſes in jever feiner äußerften Lagen mit 
der Ebene des Normalfchnittes bildet, worauf fie urfprünglich Tag, indem bie 
Ereurfion der beweglihen Ebene zu beiden Seiten der Ebene des Normal- 
fehnittes dieſelbe Amplitude bat. Es fei ferner ds, der unendlich Fleine 
Winfel, welchen zwei Halbmeſſer des Kreiſes von dem Halbmeffer R, mit der 
Normale zu beiden Seiten diefer geraden Linie in der Ebene diefes Kreiſes 
bilden; fo fällt die unendlich Fein geworbene Fläche w mit dem ımendlich Flei- 
nen Rechtede zufammen, deſſen Seiten 2R,ds,, 2R,ds, find und beffen 
Flaͤche folglich gleich AR, R,de, ds, Fix Ferner wird die entfprechenbe Fläche 0, 
- indem wieder die unenblich Heinen Größen höherer Orbnungen unberüdfichtigt 
bleiben, ausgedrückt durch Ads, ds, ,, und man hat folglich: 


. © 1 

Jim. ao irn (1) 
d. 5. die Krümmlung einer Fläche bat das Product der Krümmun- 
gen.ihrer beiden Hauptfhnitte zum Maße, 

Die Fläche 9 gebt in einen Punkt über, wenn die endliche, oder un- 
endlich kleine Flaͤche w auf einer Ebene genommen wird, und fie wirb ein 
THeil des Umfanges eines an Rreifes, wenn die envliche, oder unendlich 
Heine Fläche w einer cylindriſchen Fläche angehört. Durch dieſe Bemerkun 
wird die Schwierigkeit befeitigt, welche daraus entipringen könnte, daß * 
der Formel (1) eine abwickelbare Fläche, für welche einer der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer R,, R, immer unendlich iſt ($. 281 und 6. 292), in allen ihren 
Punkten eine Krümmung gleih Null hätte, welche Eigenſchaft nur der Ebene 
uzufommen ſcheint. Die Ebene, die abwidelbaren und die übrigen krummen 
Flächen find hinſichtlich der Krümmung ebenfo wenig mit einander vergleichbar, 
wie ein Bunft, eine Linie und eine Eläde infichtlich der Größe, an fann 
and fagen: daß die Krammung einer abwidelbaren Fläche ein unendlich Klei- 
nes der erfien Ordnung und die einer Ebene ein unendlich Kleines ber 
zweiten Orbnung if; d. 5. die Krümmung einer Fläche iſt eine fehr Kleine 
Größe der erften, ober zweiten Orbnung, wenn fie nahezu mit einem Eylinder 
ober mit einer Ebene zufammenfällt. Der Ausdruck für die Krümmung einer 
Fläche nimmt das pofitive, oder negative Zeichen an, je nachdem die beiven 
Hauptrümmungshalbmeffer nach demſelben, over nach entgegengefegtem Sinne 
gerichtet find. Diefe Veränderung des Zeichens iſt willkührlich und geftattet 
feine natürliche Snterpretation, wie bei der Krümmung einer Linie, wenn ſich 
der Sinn biefer Krümmung wirklich ändert. Allein dieſer Umfland iſt gegen 
die aufznftellende Analogie Fein gegründeter Einwurf, ſondern vielmehr eine 
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Beflätigung berfelben; venn befanntlich find bie Regeln zur Interpretation ver 
Zeichen auf Coorbinaten, die von einem feften Anfangspımlte aus gejaͤhlt 
werden, und auf ihre Differenziale anwendbar; aber find auf Flaͤchen, 
welche durch Producte diefer Eoorbinaten ober ihrer Differenzialelemente aus. 
gedrückt werben, nur vermöge willführlicher Eonventionen anwendbar. 
Sophie Germain hat in ihren Unterfuhungen über vie elaſtiſchen 
Flächen, und namentlich in einer Abhandlung *), welche das Tette fchriftftelle- 
rifche Product diefer merkwürdigen Frau tft, darzuthun gefucht, dag die Krüm- 
mung einer Fläche die Function o +5 zum Mofe habe; allein ih 
1 

Gründe find nicht überzeugend und das Maß der Krümmung, welches ſie 
vorſchlaͤgt, iſt in der That nichts weiter, als eine rein willkührliche Definition, 
während der Sat von Gauß, welder durch alle geometrifchen Analogien an- 
gedeutet und beflätigt wird, ein wahres Yundamentaltheorem tft, woran 
wichtige Folgerungen nice fönnen, und welches feiner Eleganz und Einfad- 
heit wegen auch in die Elemente aufgenommen zu werben verbient. 


*) Crelle's Journal für reine und angewandte Mathematit, Band VIL, ©. 1. 
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$. 303. Wir wollen alfo annehmen, daß das integral: 


I — | (&) 


immer von einem andern Integrale: 


⸗ Ftdt 
R 
abhängig gemacht iſt, wo R,? ein Polynom des vierten Grades von € iſt, 
worin bie ungeraben Potenzen der veränberlichen Größe nicht vorkommen, ober, 
was auf daffelbe hinauslaͤuft, wir wollen annehmen, daß die in dem Integrale 
(g) vorkommende Wurzelgröße R feine ungeraden Potenzen von x enthält. 
Man Tann fogar annehmen, daß die rationale Function Fx ebenfalls eine 

paare iſt, d. 5. feine ungeraben Potenzen ber veränderlichen Größe enthält; 
denn wenn fie eine impaare wäre, fo wäre ihre allgemeinfle Form: 

+ xw 

O+=2' 
wo 6, cu, O, 2 paare Functionen von x bezeichnen. Man erhielte alfo 
durch eine ähnliche Transformation wie Die im $. 301: 


= _ 60 — wA2\ dx YA wo —Oß\ xix 
R (sn rt (m "R' 
Nun enthält aber in bem erflen Integrale des zweiten Theiles dieſer 
Gleifung die mit - wultipliciete Function nur gerade Potenzen von x, und 
wenn man in dem zweiten Integrale x? =t fegt; fo verwandelt fi die Fuuc⸗ 
tion unter dem Zeichen f in eine Function von der Form: 
F tdt 


Ya,+b,t+ c,62 
und kann nach Abfchnitt II. rational gemacht werben. 


$. 304. Wir behaupten ferner, daß man, ohne bie Allgemeinheit ber in 
Rede flehenden Aufgabe, welche in ber Beftimmung bes Integrals (g) beftebt, 
zu befchränfen, annehmen darf, daß das Polymon R2 von der Form: 

R? Z(1+p?x?)(1+g?x?) (R) 

* wo die Glieder p?x?, g’x? daſſelbe poſitive oder negative Zeichen Haben 
müffen, 

Denn da B2 feine ungeraden Potenzen von x enthält und ein Polynom 
bes vierten Grades immer in reelle Factoren des zweiten Grades werden Tann, 
fo darf man ſetzen: 








R2 —(m-+- nx?)(m’--u’x2), 


wo m, n, m’, n‘ reelle Größen bezeichnen. Wenn man alfo: 


— th 7 _x m + nx? 
= ın (m’+ n!x?) — m mitais? 
ſetzt, fo ift bie veränderfiche Größe € mit x zugleich reell. Aus dieſen Glei⸗ 
ungen folgt: 
x ae m tm 1 + 2(min —mn)t? +mintztt 
2n m 


Umm MD — — ——060 GERT 


dt 
= /172 (Zm/n—mo’)t2 + min’2t* 
Seben wir nun: 
PP+P?=+r2(2ma — ma‘), pq?=m:n”, 
fo fommt: 
pꝛ = + man) +2 Vin mm) 
= + (2m'n — mn’) — 2 Y min (m’a — mn) ' 
woraus nach eiare befannten algebraifchen Formel folgt: 
p=Yytmia + [t(mn—mm)) 
9* = /+mon - _ [+ —mu‘) 


Man kann das Zeihen fo wählen, daß die Wurzelgroͤße: / + min reell wird, 
und wenn man, wie es erlaubt ift, annimmt, daß 


)> @) 


ift, fo wird bie zweite in den Werthen von p und q vorfommente Wurzelgröße 
ebenfalls reell. 
Man erhält alſo: 
amt —m-+m S(I+pe)(i+g2t2) tg?) 
2n 
dx dt 
= rt —, 
ROT 
Wenn man dieſe Werthe in die Function: 
F(x?)d 
ei x (h) 
fubfituirt, fo wird fle auf die Form: 
F, (t2) dt 
YAt+pt)(i+ gr?) 
gebracht, oder, was daffelbe ift, man kann annehmen, daß die Wurzelgröße 
5 der Function Ch) die durch die Gleichung CR) angegebene Form hat. 
$. 305. Die Function F fann ganz oder gebrochen fein, und wie wollen 
juoörberfl annehmen, daß fie ganz ift, fo daß es darauf anfommt, eine Summe 
von Integralen von der Form: 
Sm (i) 
A; R 


zu erhalten. Seht man ver Kürze wegen: 
R®=(1+px?), (+? ?)=1+rr? +sxt: 
fo Hat man identifch: 


deRx2i (r + 2x?) x2i? 
—, = Qi-3) Ra2i-t 4 m 


x? — 
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= 2 [ei-9) R!x?it.L (r + 2sx2)x? +] 


=; [ei-3) x2i4L (2i2)rr2i + (i—1) ni] 
und folglich: 
RBx2!-3 4 const. — (?2i 








x2t-2dx 
R 


4a ST. 


Das Sutegral Ci) iſt folglich von zwei andern Integralen von berfelben 
orm: | 


—* i-2dx x2-tdx 
_— a 
abhängig gemacht, und ba man auf biefelbe Weiſe weiter fortfahren Tann, fo 


folgt, daß die Beflimmung des Integrales Ci) für jeden Werth von i zuieht 
von der der beiden Integrale: 


dx 
⸗ — 
N Fe (B) 
Y A+px2) (1+g?x) 
abh inet. 


enn bie Yunction F (x?) eine gebrochene ift, fo führt man fie burg 
Divifion zum Theil auf eine ganze zuräd, und wenn ber Reſt der Divifion 


alsdann in Partialbrüche zerlegt wird (I), fo bat man bios eine Reihe von 
Integralen von ber Form: 


dx , 
a SFR © 
beftimmen. 
" Run bat man aber identiſch: 





(A) 


'Rx 
(455) 
de 
_ A+ 2rx? + 3x) (X? +2) —2G—1) (1 + IR? rede 
u———n Er — 3. m 
und außerdem kann man feßen: 
(1 + 2rx? + 3sx?) (2? + a)—2(i—1) (1 + x? + szt) x? 
ne SE "7 > — 7 
_ g h k l 
armer argatraergit are 
wo g, h, k, I Eoefficienten find, welche man leicht beftimmt, wenn man bie 
beiben Theile ber vorhergehenden Gleichung identificirt, und welche folgenbe 
Werthe haben: 
ge= — (i—-5)), h=— (2i—4) (r—3as), 
k= — (21-3) (3a? — 2ar+1), 1=(2i—2) (a’r—a2r.+a), 
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Es iſt alſo: 
Rx 


| dx dx 
Gray + sont. = JG Toy t YA (@? Fa) R 


dx dx 
Hfargm t Veroe 
Bermöge biefer Iehten Formel und durch eine fuccefline Wiederholung einer 
ähnlichen Rechnung, wie die eben für das Integral (i) angegebene, wird bie 
Beftimmung des Shtegrales ( auf vie der beiven Integrale (A), (B) und 
eines dritten Integrales: 


dx 
— — — — C 
IcH5 YUtpx®)(d+ge) ” 
zurückgeführt; folglich Laßt fich endlich die Integration jener Function, welde 
ans einem rationalen Theile von x und and einer Duabratwurzel aus einem 
Polynome des vierten Grades von x zufammengefegt ift, auf die Beflimmung 
der drei Integrale (A), (B), (CC) zurüdführen. 

Weiter unten werben wir feben, weldhe weitern Transformationen die 
Analyften mit diefen letzten Functionen vorgenommen haben, welche Hanpteigen- 
ſchaften fie befiten und wie man hat Tafeln ihrer numerifhen Werthe berech- 
nen fönnen, welche fie annehmen, wenn bie \ntegrationsgrenzen numeriich 
beftimmt werben. 


IV. Sntegration irrationaler Binomialfunctionen. 


$. 306. Unter irrationalen Binomialfunetionen verfiehen wir Functionen 

von der Form: 
p 
R=z"-1(a +br)ı (R,) 

wo pP, q ganze und m, a beliebige Zahlen bezeichnen. Wenn m und n ratio- 
nale Zahlen — ‚, fo kann man fie, wie man fi leicht überzeugt, als ganze 
Zahlen betrachten, ohne die Allgemeinheit des Ausprudes zu befchränfen. Die 
Zunctiouen von der Form Rdx werben gewöhnlich ganz unſchicklich binomiſche 
Differenziale genannt. 

Wenn man 

ar br 11 


feßt, fo erhält man: 
x (), dx - u dt, 


11 —— 
Ra T (@ * ia, 











nb b 
und die Differenzialfunction Rdx wird alfo durch dieſe Transformation rational 
m _ , 
gemacht, wenn — eine ganze Zahl iſt. 
Die Gleihung (R,) laͤßt ſich folgendermaßen ſchreiben: 
R= Bi (ax"+ b)T, 

und folglich wird nah dem eben Gefagten die Differenzialfunction Rdx auch 
rational gemacht, wenn fih das Verhaͤltniß: 





auf eine ganze Zahl rebucirt; aber außer den beiden eben angegebenen Aalen 

kann die Differenzialfunction Rdx im Allgemeinen nicht von ihrer Irrationalität 

befreit werben. Ä 
Wenn man x —t feht, fo kommt: 


2-1 r 
Rdx — Au (a + bi)’ di, 
und folglich ift die Beſtimmung des Integrale FAdx auf die des Integrales: 
[x#"' (a + bx)”dx (K) 
urückgeführt, wo bie Conſtanten v beliebige ganze oder gebrochene und 
ters ireationale Werthe haben Eönnen. Wir wollen aber nun zeigen, daß bie 
Beftimmung bes Integrales (x) immer auf die eines andern Integrales, worin 
bie Werthe der Eonftanten u und » zwifchen Null und der Einheit Liegen, zurüd- 
geführt werben fann. 
$. 307. Denn durch theilwerfe Integration erhält man: 
_ zu1(e + ba)’ r! 
| zn l(a+bxr)’d<= —GrEDb 


B—1 _ 4 
G+Db x# ? (a -+bx)’ 1 dx, 
und außerdem iſt: 


Ss" ?cH+ bxy” ti dx=a [x (a-+-bx)” dx +b [zei (a-+bx)’ds, 
Die Berbinpung diefer beiven Gleichungen gibt: 





1 | 
STH)’ ar plate)" tt 


— alu 1) f2#7° (a+bx)’ di], () 
und wenn folglih bie Eonftante poſitiv ift, fo wird die Beſtimmung bed 
Integrale (k) auf die des Integrales: 

Sx""°(a+bx)”dx, (k,) 
worin ber Erponent von x außerhalb ber Parenthefe um eine Einheit vermin⸗ 
dert iſt, während der Erponent der Parentheſe ſeibſt ungeändert bleibt, zurüd- 
geführt. Wenn dagegen bie Conſtante u negativ iſt, fo wird Die Beſtimmung 
des Integrales (k,) auf die des Integrales (k), worin der Zahlenwerth bed 
Erponenten von x außerhalb der Parenthefe um eine Einheit vermindert if, 
zurädgeführt, Die eine oder die andere Operation kann fo viele Male wieder⸗ 
holen, als erforberlih iſt, um die Beflimmung des Integrales (k) von der 
eines andern Integrales von berfelben Form, worin der Werth ber Conſtante 
ge zwiſchen O und 1 Tiegt, abhängig zu machen. 

at: ähnliche Reduction ift auf den Erponenten v anmenbbar. Den 
man hat: 


— tla + br) dx—a far 1 (arte) dx tb fxlaHbr)” ir, 
und die Formel CI) gibt, wenn man barin u in. u +1, und vn» —1 verwandelt: 
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y —1 v—1 
7 bg _ x"(a+bx) — aufs" (a+bx) _dx 
Sx"(a-+bx)’” (dx — — Hi 
und aus der Verbindung dieſer beiden letzten Gleichungen ergibt ſich: 
furl — Ss "(at dx 
ut» 

Endlich Fonnte man eben fo die Exrponenten u, » in dem Integrale: 


SCs+hx)*(a+bx)”dx 


redneiren. 


Bweites Kapitel. 
integration transcendenter Functiouen, 


$. 308. Wenn unter endlicher Form das Integral: 
S ftdt = Ft + const. 
it, fo hat man, vermöge des Principe im 5. 294, auch: 


Sfllog.x) = = F(log.x) + const., 


Sl) · rxdx - P(ex) + capst., 
Sf(sin. x) · cos. xdx= F(sin. x) F const., 
Sf(cos. x) + sin. dx - F (cos. x) + const., 

d 
[tGlang. x) + 1 — 
— =—F(arc.sin. x) + const. , 


vi— 2 





= FC(tang.x) + const., 


S fCarc, sin.x)-» 





und es iſt z. B. 
cos. xdx 
1 + sin.2x 
Wenn die Function F nicht unter enblicher Korm erhalten werben Kann, 
fo läßt ſich die Beflimmung der vorhergehenden Sintegrale in dem Falle, wo 
die Function f eine algebraifche if, wenigflens auf die Integration der alge- 
braifchen Function ftdt zurückführen. 
Wenn f wieder eine algebraifche Function bezeichnet, fo Tann man die 
Kunctionen : ' 


= arc. (fang. =sin.x) + const. 


f(e®)+dx, f(sin.mx, cos. mx) +dx 
in algebraifche verwandeln, wenn man für bie erſte em—t, und für bie 
zweite ain. mx —t, oder cos. mx Sit ſetzt, und durch diefe Subftitution er⸗ 
halt man: 
Cournot, Theorie der Functionen x, 21 
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/= + a = ‘A n= log. (4 + WR Zloʒ. — eonei. 


lee x = Sara ra 


—— const, N 


* 
1 — sin. x 

=— vie: „re const. 
dx — 

IST East = Vs TE a)vı_g 


2 1 1— cos.x 
77 are. iaug. * | —- const. 

Auch die Function: 

f (sin. mx, cos. ix; sin. imx, cos. imx; sin. i/imx, cos. iimx;...)dx, 
wo f eine algebraifhe Function und i,i',... ganze Zahlen bezeichnen, würde 

‚man algebraiſch ausdrücken Tonnen, weil fih in biefem Zalle sin. imx und 
cos. imx, ... vermittelft der ganzen Potenzen von sin. mx, cos.mx in einer 
endlichen Anzahl von Gliedern ausprüden laffen (6. 7). 

Eine rationale ganze Function des Sinus und Eofinus Tann immer inte- 
grirt werben, nachdem man durch die befannten Formeln ($. 78) bie Potenzen 
des Sinus und Cofinus in Sinuffe und Eofinuffe vielfacher Bogen, und die 
Producte der Sinuffe und Eofinuffe ore[iebener Bogen in einfache Sinuffe 
und Cofinuffe verwandelt bat. Es if 2 


sin. (mx + n) cos. (px -+ p) dx = fin (= +-p)x+n--gJdx 


® | +5 Join [(m—p)x--n— g] dx 


let pztetg) melm-pdstn—g, u 
Umtp) 2(m—p). 
$. 309. Die Beftimmung des Integrales: 
Ssin."xcos.’xdx (u, ») 


hängt von ber ategrahion einer irrationalen Binnmialfunction ab; denn wenn 
man sin.x—4/ t feßt, fo verwandelt fich diefes Integral in: 


fe ———— 


Man könnte alſo zur Rebuctton ber Erponenten m und v bie Kormela im 
$. 207 anwenden; ein es wird befler fein, diefe Rebuchion an der Fuaction 
(u, ») unter ihrer ——— Form vorzunehmen. 

Wenn der Erponent poſitiv iſt, ſo wird derſelbe, ohne daß » vergrößert 
wird, vermdge ber Gleichungen: 


Ssio."x cos."xdx — sin.“ 1 cos.’x «sin. xdx 





— in. P1xco"tix v—i 
— 39H + v1 


Ssin.t 2x con’t?xdxı— Sf sin." 2x cos. "xdx— fsin.*xcos.’ xdx, 


sin." —rxcos"T?xdx, 
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vermindert, woraus alsdann folgt: 








. . sin. Alxcos. ri u on 
S sin." xcus." xdx —— uf» — sin." "xcos."xdx(u) 


Wenn der Erponent v pofitto ift, fo vermindert man benfelben, ohne zu 
vergrößern, wenn man bie folgende Formel anwendet, welche man durch eine 
ähnliche Rechnung erhält: 

u FL sin. Atilrcos”’x v—1 u „—_2 
JS sin.” x cos. in, 772 Sin xcos. “xdx (v) 

Aus der Gleichung (u)- folgt: 
sin. #1 eos tix u--v 

. fi v 
FRE #1 1 sin." x cos. xdx, 
und wenn man u im — u +2 verwandelt: 


I cos. x, cos."t!x — con.rx A 
—— — x — — — —— 
———— — —— 7 Fate u 69 





J sin.” 2 cos. "xdix— 














sin.x 
Ebenſo würde fi) aus der Gleichung (u) ergeben: 
= _ ein. tx v—u—2 sin.” x dx (vi) 
cos.’x (v»—1)cos. iz »—1 eos.” ”x 


Diefe beiden Iebten Formeln dienen zur Reduction der Zahlenwerthe ver 
Exponenten u, » in dem Sntegrale (1, v»), wenn diefe Exponenten negativ find, 

Bermittelft der vier NRedurtionsformeln (u), (v), (u), (v‘) Tann man 
die Beflimmung des Integrales (u, ») immer auf bie von Integralen von 
derfelben Form, worin die Exponenten u, » zwiihen ben Grenzen — 1 und 
+ 1 fiegen, zurädführen, und wenn bie wrfprünglichen Erponenten u, » ganze 
Zahlen find, ß kann das Integral (u, ») auf eins der neun folgenden zuräd- 
geführt werben : 

Jix—=x+C, fsin.xdx— — cos x+C, fcos.xdı —sin.x4-C, 


sin.x 


. 1. 
S[sin.x cos. xdx ⸗7 sin.2x-1-C, — dx — log.co. x+-C, 
cos.x dx 
JE Z dx = log.sin.x-1-C, N —log.tang.x+C, 


dx x dx mn, x 
I = — log. ‚tang. 3+ C ’ I Ze tung (+5) 4 C, 


$. 310. Statt die Beflimmung des Integrales einer transcendenten 
Differenzialfunction von ber des Iniegrales einer algebraifchen Function ab- 
hängig zu machen, Tann man auch umgekehrt verfahren, und auf dieſe Weile 
für gewifle transcendente Functionen mit algebraifchen Differenzialen Ausdrücke 
von einer einfacheren Form oder einer leichtern Unterfuchung erhalten. Dieſes 
ift befonders bei den Integralen (A), (B), (C) im $. 305 anwendbar; denn 
es fei p? der größte von den beiden in der Wurzelgröße: 


— 
vorkommenden Coefficienten p?, q?, und man ſetze: 


p — q? 
px =tang.Q, p2 =c®, 




















21? 
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fo find bie drei vorhin erwähnten Integrale in der folgenden aflgemeinen For- 


mel enthalten: | 
B sin. ? d 
⸗ + D sin.2 ) — (1) 


Wenn dagegen die Wurzelgröße die Form hat: 
RSVape)d—ge), 


1 1 Lit 
fo wird fie für Werthe von x2, welche zwiſchen — und — liegen, imagınar, 


fo daß die drei Integrale, worin biefe Wurzelgröße vorfommt, felbft imaginaͤr 
find, wenigftens wofern nicht für alle zwiſchen den Integrationsgrenzen Liegen- 
den Werthe von x beftändig p? x? <1 if. Man darf alfo alsdann ſetzen: 
2 
px =sin.Q, —— 
ſo daß der Ausdruck (1) wieder der allgemeine Ausdruck der Integrale 
(A), (BJ, (C) if, indem c? immer eine zwiſchen Null und ber Einheit 
liegende Eonftante iſt. 
Aber da dieſe Formel (1) gleichbedeutend iſt mit: 


d — — 
— 7 —-+B' Y 1— 02 sin.2g+dp 


1— o2sin.2 9 








dp 
GG! | — nn 

+ Ik -asin. ) NITAic 5 
wo Al, B’, C, a neue Coefficienten find, welche ſich aus 4, B, C, D leich 
durch Reduction auf denſelben Nenner und durch Bergleichung der Glieder 
mit denſelben Potenzen von sin. ꝙ ableiten ließen. Die Berechnung ber bee 
Integrale (A), CB), CC), ift folglich auf die drei folgenden Integrale, welche 
man mit Recht als einfache betrachtet, zurückgeführt: 








dp 
VIzemng' ch 
JYiz® sin? 9+dp, (11) 


nd 
I sin.?2p) Vi-osin.2p . (I) 


$. 311. Bon den Sntegralen, welche fih auf die Formen (N), (ID) 
zurädführen laſſen, wollen wir die folgenden anführen, welche bei verfchiebenen 
wichtigen Anwendungen häufig vorkommen : 

dab v2 cos. doday 
V 1-2c+cus. Ye? l V 1-2 +cos. We? j 
Wenn man die veränberliche Größe vertaufcht, indem man: 
sin. ( ) CcCain. P, 








ſetzt, ſo erhaͤlt man: 


ay Een pP Zen (P-+Y)Jdp _ (000 P—V T—e? sin.2 p)dQ 
cos. (P--%) — V I-e2sin.2g ! 
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cos.) — sin. psin. (9%) - cos. p cos (9%) 
= esin,? 94cm. YY’j cr sinig, 9, 
Vi—-%: cos. Pe —c+co.p — V1—_em. 9, 
und folglich: | 











J. ZEN dp 
vi — Vi-e2sin2g ! 
cos. ddp ain. dꝙ 
V He Viren 7 cos. pdp 


= Nr Tu ah Y+dy-sin.g, 


$. 312. Es fei f eine algebraifhe und ꝙ eine transcendente Function 
von x, deren Ableitung 9 aber eine algebraifche Function ift, und wir wollen 


ſeßen: 

Sfıx=f; Sf, p-Iıx=f,: Sy! -dx—f,, ꝛc. 
ſo ergibt ſich durch theilweiſe Integration: 

Sp dm fg — uff, pp! +dx 
Sy ge diefy— (a1), *- dx, 0 

woraus folgt: 

Sy dzf, Pr —of, nV, pr. 

..+tnla—1)...3+,2 le far 


wo der Erponent n eine ganze pofitive Zahl iſt. In dieſer Vorausſetzung, 
und wem alle die Integrale f,, fzr+ +++ fa-rı unter enblicher Form erhalten 
werben Fönnen, läßt fi 6 alſo auch dns Integral: 


Sfg° + dx , ꝙ) 
unter endlicher Form erhalten. 
Wir wollen nun annehmen, daß n eine ganze negative Zahl ſei, oder 
was daſſelbe ift, wir wollen das Integral 


J5-*: (1.5) 


betradten, indem wir n wie eine ganze pofitive Zahl behandeln und ber 
Kürze wegen: 





u’ w! 
1 2 


g! 


feßen, fo erhalten wir: 
.— wi _ | W8, _ , 
Ir .—d / a u. — dx, 


* gr — — nl er 2 ’ dx, Kr 
und folglig: 


⸗ — (= urt (a—1) A 2) — «| 
Euer Pe wer re YrW Alrädnk 
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Die Beftimmang des Integrales ( ‚ >) iſt alſo auf bie der trandcen- 


benten Größe: 
I — .dı N 


zurücgeführt. Wenn ber Eponent n eine ganze Zahl wäre, fo würden die 
Smtegrale (F, 9), ( =) durch die eben angegebene Rechnung in unend- 
liche Reihen entwidelt. 


6. 313. Wir wollen z.B. 
f=xı!, pzlog.x 
feßen, fo geben vie vorhergehenden Formeln: 


[2 log. 2) dx == [(og. 2)? — Luor. xy- 





4 ne U (lo g. 22 _ ... Ei EINE ‚241 1 - const. 
xe-i ix 1 | 
(og —E tee der — 


ar? a1 ze ix 
ee + (n—1) (n—2)..3.2+1 logx 
Seht man xy, fo wird das integral: 
xidx dy 
log.x — y 
zurügfgeführt, und vermöge der Relation z = log. x hat man and: 


Se or. ri / wer dz, Var _ 


Die beiden vorhin erhaltenen Formeln geben alſo ohne alfe weitere Mehumg 
und Durch eine bloße Vertaufhung der Buchflaben z und x: 


D ax _® n(a—1) #) n—1 
S[rea=[e 204209 a Ten 


„„ ze] 4 const. (a) 


⸗ 2 — 


ar? an—1 erdr 
„tom 5) + Dan (o—1) (n— (n—2)..,.3 +2» 3=31/ = 


Da die Integrale: 
Sx'(log.x)dx, fx"e”dx, 
immer unter enblicher Korm erhalten werben fünnen, wenn n eine poſitide 
Zahl iſt, ſo iſt klar, daß man auch die Integrale: 
S%&x+(log.x)dx, Sfx + evdx 
unter enbliher Form wird angeben Tonnen, wenn fx eine rationale game 
algebraifche Function bezeichnet. 
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8. 314, Wenn wie in ber Formel (a) die Ordfe a in · — 1 ver- 
wandeln, für die imaginäre Erponentialgröße ihren durch Sinus und Eofinus 
ausgebrüdten Werth ſetzen und bie reellen, fo wie bie imaginären Glieder 
beider Theile einander gleich ſetzen; fo erhalten wir: 

S x’ cos. ax-dx= 


re] 
ee Be rom 
| pa sin. ax + dx — 
pn EN 


- 3 L,, 4 eonst. 


Alle dieſe Formeln echte man auch birect, wenn man auf bie Integrale 
in ben erften Theilen der Gleichungen bie Regel ber theilweifen Integration 
anwenbete. 

Ebenſo Fönnte man die Beflimmung der Integrale: 


cos. ax + dx sin.ax+ dx 
I x" ' I x. 


auf die. der einfachen Integrale: 


cos. ax + dx ⁊ ain. ax + dx 
x — x 


zurückführen. 
Die theilweiſe Integration gibt ferner: 


u bx 
J* cos. br. dc = ur Jersin. bx+ dx, 
. oe: sin. F b 
Ne sin. bx + dx = mm 7 Jrrooudz.dz, 


woraus fih durch Elimination ergibt: 
⸗ e= sin, hx · dx — ee bx oe —L-const, 

a cos. bx—-bsin. bx (b) 
>Ir + el const. 

Aus der Formel (a) ergäben fi auch die Werthe der Integrale: 

[x0* cos. bx+dz, Sx’o*sin. bx + dx, 

wenn man, bar atb/-—1 für a md für die imagimire Erponential- 
größe eb: ıV— ihren Werih, durch den Sinus und Coſinus ausgedrückt, ſub⸗ 
ſtitnirte und endlich die reellen, fo wie bie imaginären Glieder ver beiden 
Theile einzeln einander gleich ſetzte. 

Man kann alfo bie ——*— 

Six +e®cos.bx-dx, Sfx-oWsin. br. dr, 

wo fx wieder eine rationale ganze algebraifche Function bezeichnet, unter end- 
licher Form erhalten. 





ai le _ —— 























om cos. bx » dx — 
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Brittes Aapitel, 


integration durch Reihen. — Ueber die merkwürdigen Fälle, welche 
fi) bei dem Mebergange von den unbeftimmten zu den beftimmten 
Sintegralen darbieten. 





I. Integration durch Reihen. 


$. 315. Wenn man eine Differenzialfimetion in eine convergirende Reihe 
entwiceln kann, wovon fi) jenes Glied integriren läßt, fo erhält man das 
Integral biefer Function unter der Form einer Reihe, welche man dadurch 
vervollſtändigt, dag man eine wilfführliche Conftante Hinzufügt, und wenn bie 
durch die Integration erhaltene Reihe zwifchen gegebenen Grenzen convergent 
ift, fo gibt fie den Zahlenwerth des beftimmten, zwifchen denſelben Grenm 
genommenen Integrale der gegebenen Function mit jedem beliebigen Grave 
von Annäherung. 


Wir wollen 3. B. das bereits am Ende bes vorhergehenden Kapitels an⸗ 
gefuͤhrte Integral: 
oxdx 
— 


betrachten, fo haben wir in einer ſehr convergirenden Meihe: 


ax a?x? a3x? 
A147 te tms" 5 


osdx (1 a?x a3x2 
Ju S et tiatiagtee ® 
ober vielmehr: 
IZ= st. 1 I SEE) 
mo st. 0X 2x- 22,7 1.9.3.3 
Da die Reihe (1) convergent ift, fo iſt Teicht einzufehen, daß die Reihe 


(3) um fo mehr für alle Werthe von x eonvergirt. Man hat alfo für belie 
hige Werthe der Grenzen x, , x,; aber von demſelben Zeichen: 


YA == log. (=)+.e, —x,)+ 56 2 — x,2) +. 


0 x 





folglich : 











Die Formel würde unbrauchbar werben, wenn die Werthe ber Grenzen 
x 
entgegengefegte Zeichen hätten, weil in dieſem Kalle vas Glied log. 6 


imaginär würde. Diefes rührt davon her, daß die unter dem Sntegratione 
zeichen SF flefende Function für x 0 eine Unterbredung ver Stetigfeit erfährt, 
welchen befondern Fall wir bereits bei der Yuseinanderfeßung ber Grundlehren 
ber Theorie der Duadraturen ($. 35 u. 54) angedeutet haben, und auf welgen 
wir wieder zurückkommen wollen, 


Wenn man die Wurzelgröge Y 1—c? sin. 29 in eine Reihe entwidel; 
ſo erhält man; | 
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SV 1-—c? — R d—s * c? sin.? 9 c*sin.t ꝙ 


1+1+3 
— 2.4.6 sin. — ıc.] 


= cont. - 9 — nei S sin.? Pr ct S sin.’pdop 


1+1+3 . 
3.76 et Ssintpdpg—ı. 


Jedes einzelne Integral von der Form Ssin.2ipdp, wo i eine ganze 
Zahl if, wird nach den im vorhergehenden Kapitel mitgetheilten Regeln er- 
halten. Da man ferner ce? <1 fegen kann ($. 310) und man offenbar für 
beliebige Grenzen @,, 9, 


fr. 2 Pi Pı, 
YA intgip< dp, one / ® sinigdpy<gy,—p, 


bat, fo iſt der Werth des beflimmmten Integrales: 


YA Versi Y9dy=y,—9,— — sin.? pdp 

11 ,fP 1.1.3, fr 

2.7 Po 2 79 

3 eine Reihe entwidelt, welche ſtets convergirt, und zwar gewöhnlich fehr 
ne 


$. 316. Wenn man eine Differenzialfunction, deren Integral unter end⸗ 
licher Form eine befannte Function ift, durch Reihen integrirt; fo erhält man 
die Reihenentwiclung diefer Function oft auf Die einfachſte Weife, und es iſt z. B. 


dx 1 1+3 1+3+95 
3 . — — GE 1 — 2 — — 4 6 +. 
arc. sin.x— 7ez=fe| +32+,7% +org* + | 
i+3 x5  1+3+.5 x’ 


1 x: 
ent. -24+5. 5747 7 5 t2700 77% (4) 


Wenn man die willführlihe Conftante durch die Bedingung beflimmt, daß 
ver Bogen mit dem Sinus zugleich verſchwindet, fo gibt diefe Reihe nur die 
zwifchen +17 liegende Bogen. Allein mar Tann auch annehmen, daß die 
Formel auch die diefe Grenzen überfjchreitenden Bogen gibt, wenn man der 
willführlichen Eonftante andere Werthe beilegt, oder wenn man dieſe Eonftante 
jedesmal verändert, wenn die Function unter vem Zeichen f eine Unterbrechung 
der Stetigfeit erfährt, Die Reihe hat für jenen Werth von x in allen Fällen, 
und was für einen Werth die Eonftante auch haben mag, nur einen einzigen 
beftimmten Werth, während die Function arc. sin. x unendlich viele Werthe 
haben fann. Die Reihe ift convergent oder bivergent, je nachdem die Zahlen⸗ 
werthe von x größer ober Heiner als die Einheit find. 

Die eben durch die Integration vermittelft der Reihen fehr einfach erhal⸗ 
tene Reihenentwicklung der Yunction arc, sin. x nach den Potenzen von x, 
würde auf ſehr conmplicirte Rechnungen geführt haben, wenn man die Ma⸗ 
elaurin’fche Formel zu diefem Zwede hätte anwenden wollen, 


$. 317. Wir wollen nun noch das Integral fe "dx, weldes ſehr 
häufig in der Wahrfiheinlichleitsrechnung vorkommt, in eine Reihe entwideln. 


sin.* ydp— "sin,s dꝙ —ıc, 
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Es if: | 
414 — 
at 
folglich: 


x , x3 1 x 1 x? 
V Piss Haskrr Mar ET Tr Mi 
eine immer convergirende Reihe. 
Die theilweife Integration gibt: 


⸗ d<ze"’x + fe x? dx N 
Jr dx eo 2 4 e""xtdr, x. 


was auf folgende andere convergirende Reihe führt: 


KU I _ on 2x3 (2x?)?. (2x2)3 | 
Ss me e[t+73 + 1+3+5 + te]. 


Endlich gibt bie theilweiſe Integration auch: 


1 . 1 „41 o-"dx 
[= «= / 0: xdx = — 7 —— 
ed 1 1 3 —22dx 
JS ara er ST 
folglich: 
— 1 1»:3 14345 
/ dx =eon. — 1-35 + Axı)a  (Zus)s +, 
und wenn man bemerkt, daß alle Glieder ver Reihe für x = o verſchwirden: 


YA ed — 1-5 + am te. 





Diefe Iehte Reihe wird zuleht immer bivergent, «ber fie bleibt deſto länge 
convergent, je größer der Zahlenwerth von x ifl, und man darf daher sm 


bem convergirenden Theile der Reihe zu uumerifchen Näherungsrehuumges 
Gebrauch machen (8. 25), weil man immer bie Grenzen ber Werthe der 


Integrale: Bar tr 
S: zı ' JS: ze ie 


und folglich die Grenzen des Fehlers angeben kann, welchen man begeht, wer 
man bei irgend einem Gliede ber Reihe ſtehen bleibt. Die if der Vor⸗ 
dei ‚ oeiipen bie Reihenentwicklungen durch fucceffive theilwei 

rbieten. 


$. 318. Aus der Maclaurin'ſchen Formel: 


El) HOCH te 0 


folgt allgemein : 
2 x 
Si en. +0) HP). + Me gat 


e Integrationen 
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ober: 
p’x x x? x3 
N eat) 540 tt 
Wenn bie Reihe (a) convergent if, fo iſt es bie * (a,) auch; denn 
wenn man bie erſte mit dem Gliede vom in Range ſchließt, jo to begeht man 
einen Fehler, welcher durch: 
zi 
PO). | 8 


edrückt wird, wo 6x ein Werth der veränberlihen Größe iſt, welcher 
zwiſchen O und x liegt, und wenn man folglich bie zweite Reife mit dem 
Gliede von demfelben Range fhließt, fo wird die Größe des begangenen Feh⸗ 
lers ausgebrüdt durch: 


zi+1 
9) 0) — — 

(0% I, = TASοqyr 
Sollen die Reihen (a), en) eonvergent fein, fo if erforberlih, aber auch 
zureichend, daß bie vernachlaͤſſigten Größen (e), (e,) für entfprechende Werthe 
von i und für alle zwifchen ben Integrationsgrenzen liegenden Werthe von x 
Heiner werben fünnen, als jede gegebene Größe. Wenn biefe Bedingung aber 
in Beziehung auf bie Größe Ce) erfüllt wird, fo wird fie es um fo mehr in 
Beziehung auf die Größe (e,). 


$. 319. Die theilweife Integration gibt: : 


J piz=ıtz — / fx. xiz, 
1 1 
j + xdx — 3 zufe—; /fiz _xdx, 
Jz-ziiz =zente—: Rüz.ztdz, ꝛe. 


woraus ſich die folgende von Johann Bernoulli herrührende Reihe ergibt: 
| x x? x! 
[ir m. He Ta tie gi (N) 
welche man auch direct ans der Taylor’fchen Reihe: 
2 3 
F(x-+-b)=Fx+ Fr: X Gi — — 2. 
ableiten koͤnnte; denn wenn man in dieſer h— —x feht, fo erhält man: 
2 3 
F« —F(0)-4Fir« 2 Fix 4 Filze 575 x. 
und wenn man Fix = fx feht: 
ed — Fl) men — fire It fe 
* x (0) = I X Tat eng 


Nun tft aber Mar, dag FLO) ober ber Bert von [ fxdx für x—0 auf 
ber Werth der in der Gfeichung (N) vorkommenden willkührlichen Conan iſt. 


‚$. 320, Wenn ſich vie Function fx nicht in eine hinreichend ſchnell con⸗ 
ende Reihe entwideln laͤßt, oder wenn man ben iſchen ne 
—2 nicht lannie, ſondern Bios eine Reife von Werthen derſelben 
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welche einander hinreichend genäherten Werthen der unabhängigen veraͤnder⸗ 
lichen Größe entfprechen; fo fann man das Integral / fxdx oder die Fläche ver 
Curve, welche fx zur DOrbinate hat, doch immer näherungsweile berechnen, 
wenn man das Intervall zwiſchen den Integrationsgrenzen in hinreichend Heine 
Zeile Ax theilt und die Summe der Flächen ver Rechtecke beftimmt, welche 

x zur Grundlinie und fx ober f(x + fx) over eine zwifchenliegende Ordi⸗ 
nate zur Höhe haben (6. 33). Das Integral S fxdx Tann durch vieles Ber. 
fahren mit einer beliebigen Annäherung beftimmt werden, wenn die Function 
fx einen mathematifhen Ausprud bat, woraus man die Werthe von fx für 
einander unbeſtimmt nahe kommende Werthe von x ableiten kann, indem wieder 
angenommen wird, daß biefe Function nicht für Werthe von x unendlich wer 
den kann, welche zwifchen den Integrationsgrenzen 'Tiegen. Bei der Abhaud⸗ 
fung der Rechnung mit envlichen Differenzen und ihren Summen werben wır 
über diefe Art der näberungsweilen Berechnung der Zahlenwerthe der Integrale 
das Nöthige mittheilen. 


I. Ueber die merkwürdigen Säle, welche fi bei dem Uebergange von ven 
unbeftimmten zu den beftimmten Sntegralen varbieten. 


$. 321. Es iſt gleich im Anfange dieſes Werkes ($. 54) bemerkt worden, 
daß, wenn die Function fx für einen zwifchen x, und x, liegenden Werth 5 
yon x dur) das Unendliche geht, fo dag das Differenzial fxdx für = man 
unendlichen oder unbeflimmten Werth annimmt, das aus dem unbeflimmten 
Integrale: 
S fxdx — Fx -t- const. 


abgeleitete beftimmte Integral: 
"fxdx =Fx —Fx,, (5) 


xo 
nicht mehr die Summe der Werthe des Differenziales fxdx zwifchen den Oremen 
x,, x, oder die Grenze, gegen welde die Summe der Producte fx + Ax cn 
vergirt, wenn das Jutervall x, —x, in immer Heinere Theile Ax gehheilt 
wird, ausdrücken kann. Denn in dem in Rebe ſtehenden Kalle hat dieſe 
Summe ober diefe Grenze keinen angebbaren Werth mehr, und exiſtirt eigen 
lich nicht mehr, Als ein paar einfache Beifpiele von biefem Ausnahmefalle 


bat man: — 
x 1 
JS: — ya = gr const. 
⸗* * £ — log (x—&)-+ const., 


woraus folgt, wenn man zu den beftimmten Integralen übergeht: 
/ dx __1 _ 1 (6) 
o (x—8)27 5 2,5! 


NS gel (AZ). () 


‚Aber wenn man &>0 und <x, ſetzt, fo hat das beflimmte Integral (6) 
einen negativen Werth, während die Größe unter dem Integrationszeihen / bes 











fländig pofitio bleibt, woraus a posteriori folgt, daß dieſes beflimmte Integral 


nicht als eine Summe ber verſchiedenen Differenziaielemente betrachtet werdet 
kann. Eben fo nimmt das beſtimmte Integral (7) in derſelben Boransiehun 
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einen imaginären Werth an, während bie Größe unter dem Spntegrations- 
zeichen / ſtets reell bleibt. 

Wenn man jedoch, wie Poiſſon bemerkt hat, die veränderliche Größe x 
zwiſchen gegebenen Grenzen durch eine ſtetige Reihe imaginärer Werthe (F. 17), 
wovon Feiner das Differenzial fxdx unenblih oder unbeftimmt macht, geben 
läßt, fo hindert nichts, das neue beftimmte Integral (5) als die Summe der 
imdginären Werthe zu betrachten, welche das Differenzialelement fxdx in diefem 
Intervalle angenommen bat, und diefe Summe kann, je nach den Umfländen, 
reell ober imaginäx fein. In den vorhergehenden Beifpielen fann man 


x zz, (1 — cos. o-vV 1 ‚sin. 0), 
feßen, worans folgt: 
dx = 5x, (sin. O--V —1+c0os.0)d0, 


und bie den Grenzen x<—=0, x—x,, entfprechenden Grenzen ber neuen ver⸗ 
änderlichen Größe Oftünnen fein: 

9=0, =(i+1)r, 
wo iĩ eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 


$. 322, Obgleich die Function fx für den zwifchen den Grenzen x,,x, 
liegenden Wert x & mmenblih wird, fo Fann es doch gefchehen, daß das 
Differenzial fxdx für x = 5 feinen unendlihen oder unbeflimmten Werth an- 
nimmt, und in biefem alle brädt das beftimmte Integral: 


J. fxdx 
0 


noch die Summe ber Werthe des Differenziales innerhalb der Integrations⸗ 
grenzen aus. Diefer Fall ift bereits früher (6. 35 un. 54) durch die Betrach⸗ 
tung der Eurven im Allgemeinen erörtert, und um die Rechnung darauf an- 
zuwenden, wollen wir bemerken, daß die Function fx, wenn fie für <= 
unendlih wird unter der Form: 

fx 


(x— 5)*' 
gedacht werben Tann, wo k einen Erponenten von folcher nl Ai be- 
zeichnet, daß die Function fx für x8 nicht Null ober unendlich wird. 
Setzt man alsdann: 
(1—k)dx 


(x—E)i-t et, —& =dt, 


Sc fxdx = JG, (8) 


wo #,, t, die Werthe von 4 bezeichnen, welche x—=x,, x—x, entſprechen 
und Dr die Function iſt, welche von der Subflitution des durch t ausgebrüd- 
ten Werthes von x in die Function fx herruͤhrt. Die Function Di behält 
nach der Borausfeßung einen endlichen Werth, und wenn der Erponent k zWi- 
schen O und 1 fällt, fo behält t zwifchen den Sntegrationsgrenzen ebenfalls’ 
immer einen enblichen Werth, fo daß das: Differenzial: 


1 


fo fommt : 
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fiets einen unenblich Heinen Werth behält, und das Integral (8) die Summe 
der Werthe diefes Differenziales innerhalb der Integrationsgrenzen ifl. 

Die Transformation findet in dem Halle nicht flatt, wenn k—1 if, und 
in diefem Falle nimmt das Differenzinlelement fxdx für x — £& einen endlichen 
and unbeflimmten Werth an, wofern die Function fx nicht plößlich von einem 
Werthe zu einem andern übergeht, wenn x den Werth & erreicht.. Denn mu 
kann dietes Differenzialelement als die Orenze betrachten, gegen welde das 
beftimmte Integral: | 

S+eE, het, fx 
u, fxdx = ur, 2 dx, 
eonvergirt, wenn man gr e eine immer Heinere und Heinere pofitive Zahl 
nimmt, und wenn &,, &, beliebige envliche conftante und pofitive Zahlen be— 
zeichnen. Bei dem Webergange zu biefer Grenze convergirt das Glied fx nf 
F eraneſebeng gegen ben einzigen endlichen Werth fs, und man hat 
olglich: 


lim. kdı=fö. lim. — 6 


ar en ber Unbeflimmtheit der Eonftanten &,, 5, eine unbeftimmt 
dße iſt. 

Allgemein, die Function fx fei eine algebraifche ober transcenbenie, ſo 
kann man boch feben: 

(x — &) fxdx = fx N | 
wo & wieder den Werth von x bezeichnet, welcher fx unendlich macht, md ie 
nachdem die Größe FE Null, —* oder unendlich iſt, hat das Differemial- 
element fxdx einen unendlich Meinen, endlichen oder unbeflimmten, ober viel 
mehr einen unendlich großen Werth, und bios im erſten Fall kann das Integral: 


® | V. “ fxdx 
‘ x0 


als eine Summe von Differenziafelementen betrachtet werven. 
$. 323. Wenn die Function fx in dem Integrale: 


21 
J. f(x, e)dx, 
io 


nicht umendlich wird für Werthe von x, welche zwilchen den Grenzen x, X, 
liegen, was für einen Werth man dem Parameter & auch beilegen mag; » 
iſt es gleihgätk „ob man biefem E vor oder nach ver Integration einen 
beflimmten Werth, z. B. den Werth Null beilegt. Aber dieſe Eigenſchaf 
kommt den beftimmten Integralen nur fo lange zu, als fie eine Sunme dot 
Differenzialelementen ausdruͤcken und findet im Allgemeinen nicht mehr fa 
erg Be Zunction f zwifchen den Integrationsgrenzen durch das Unend⸗ 

e 0 

Bir wollen 3. B. das beftinmte Integral: 


xi edx x xy 
S. x: = arc. fang. * — arc. fang. * (9) 
nehmen. Wenn bie Zahlen x,, x, beide pofitiv find, fo daß die Kancım 
unter dem Integralzeichen felbft für == 0 zwilchen ben Grenzen x, , 7, 
durch das Unendliche geht; fo gibt dieſe VBorausfegung einerfeits: 
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xy £dx &ı 
J. etz: =/. 0+dx=Ld, 


wi) —_!_ 
8 2 0 

fo daß es in der That gleichgültig ift, ob man den Werth von e vor ober 
nach der Integration fubflituirt, Uber wenn bie Zahl x, pofitio und bie 
Zahl x, negativ wäre, fo würde bie erfle Subflitution den Werth des Inte⸗ 
grales immer — O0 geben, während bie zweite 


unb andererſeits: 


x 
arc, tung. ru — arc,tang. 


” 


—_ 
—7 2 


"x, X) _ dd dd — 
are· iaat. - te lang. = 5 4 mn. 
gäbe. Der Grund hiervon Liegt darin, daß, indem die Function unter dem 
Integralzeihen für x== 0 mendlich wird, das dieſem beſondern Werthe ent- 
fpreshende Element einen endlichen Werth annimmt, während alle übrigen Ele- 
mente in Folge des der Eonflante ⸗ beigelegten Werthes == O bleiben. 

Daß in der That die übrigen Elemente des Integrales Null find, geht 
darans hervor, daß man ben Zahlen x,, x, beliebige enbliche und ſelbſt un⸗ 
endliche Werthe beilegen, d. h. mit andern Worten, die Grenzen des Inte⸗ 
grales beliebig ausdehnen ober zufammenziehen Tann, ohne den Werth veffelben 
a verändern. Wenn nur die obere Grenze pofltiv und die untere negativ 

leibt, fo iſt der Werth des beftimmten Integrales immer ber Eonftante zu gleich, 

Cauchy Hat die beflimmten Integrale, welche fi wegen ihrer anomalen 
Eigenfchaften den gewöhnlichen Regeln ver Berechnung der beflimmten Inte 
grale entziehen, wie das integral (9), finguldre Integrale genannt, 


$. 324. Wenn eine der Grenzen bes Integrales unendlich, pofitiv ober 

negativ iſt, ober wenn bie eine biefer Grenzen das pofitive, und bie andere 
das negative Unendliche iftz fo muß, damit das Integral / ſxdx einen end⸗ 
lichen Werth behalten kann, die Function: 

xfx = fx 
für x== + ooverfchwinden. Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, 
daß — o und -—- w die Grenzen des Integrales find, fo kann man, wenn ⸗ 
wieder eine unbeflimmt gegen Null convergirende pofitive Zahl und &,, &, 
beliebige endliche pofitive Eonflanten bezeichnen, fehen: 

1 1 


VAR WA A A | 


* 
—X | 


Surf Ef] 
| Man muß alfo haben: “ u | 
O lim. WAR: — 

. 7 
=f—o)log&, fl Jios.(z-) 
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und folglich wegen ver ber Unbeflimmtheit ver Eonftanten &,, &,: 

$. 325. Wenn die Function fx periodiſch iſt, fo daß jedem Werthe von 
fx innerhalb einer Periode ein anderer numerifch gleiher Werth, aber mit 
entgegengefeßtem Zeichen, entfpricht; fo if der Werth des beftimmten Snte- 
grals nothwendig unbeflimmt. Sp ergibt fi 3. B. aus der Gleichung: 


x 1 
JS. sin. mxdx = — (1— cos. mx) 
0 m 
der unbeflimmte Werth: 


on N 
YA sin. mıdx — — (1 cos. 00), 


weil es feine Grenze gibt, gegen welche ver Cofinus eines Bogens conder- 
girt, wenn ver Bogen felbft immer größer und größer wird; aber beuned 


liegt diefer unbeflimmie Werth zwifchen den Grenzen O, 2. 


Wir wollen nun annehmen, daß die periobifche Function fx durch eine 
Function 9 (cx) von folder Beichaffenheit multiplicirt werde, dag g(0)=1 
ift, und daß das zwifchen ımenblichen Grenzen genommene Integral f yl(ex)dx 
einen endlichen Werth behält, fo ift daſſelbe um fo mehr mit dem Integrale 
S YyCex) · fxdx der Fall. Der Werth dieſes Integrales ändert fih im Al- 
gemeinen mit dem bes Parameters e, indem er ebenfalls im Allgemeinen gegen 
eine gewiffe Grenze convergirt, wenn e immer Feiner und Heiner genommen 
wird, und da ſich die Grenze des Factors ꝙ (cx) auf die Einheit veducit, ſo 
fann man die Grenze, gegen welche das Integral Sp (ex) Exdx comvergil, 
als den Werth des Integrales Sf ixdx betrachten, wodurch bie Unbeſtimmtheit 
biefes letzten Integrales befeitigt wird. 

Sp if 3. B. nach den Formeln (b) im $. 314: 


oo x m 
o sin. mxdx — — — 
YA e?—-m? j 


on _ € 
YA e” X cos.mxdx = lm 
woraus fih für e= 0 die beſtimmten Gleichungen: 


oo 1 @ 
JS. sin. mıdx — —, JS. cos. mxdx = () 
0 m 0 u 


ergeben, welche aber nach ber eben getroffenen Convention interpretitt werdet 
munen. 


WBiertes Kapitel. 
Principien der Theorie der elliptifchen Functionen. 








,8. 326. In den beiven erflen Kapiteln des gegenwärtigen Buches haben 
wir pelehen ‚ wie bie Integration ganzer Cfaffen algebraiſcher und bign 
metriſcher Differenzialfunctionen auf die Integration ber rei Zormeln: 
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— — 
— — sin.? u . m 
NE sin. @ dp, | (il) 


p 
Gfemmrg) Veen u 
zurückgeführt wird, fo daß, wenn diefe drei Integrale fih unter enblicher 
Form durch Wurzelgrößen,, Logarithmen, Sinus oder Kreisbogen als Func⸗ 
tionen von cp ausdrücken ließen, man auch unter endlicher Form die unbeſtimm⸗ 
ten, und folglich die beſtimmten Integrale fehr vieler anderer zufammengefeg- 
terer Functionen haben würde. 

Allein diefes iſt nicht möglich *), fondern die Integrale (D, (ID, (HD 
find nene transcenvente Größen, welche man der Kürze wegen durch befonbere 
Zeichen varftellen kann, eben fo, wie man das beflimmte Integral: 

xdx 


— 


1 x 
der Kürze wegen mit log. x bezeichnet, weil es fi nit durch einen geſchloſſe⸗ 
nen algebraifchen Ausbrud darfiellen laͤßt ($. TO u. * 

Legendre hat daher die folgenden — vorgeſchlagen, welche 
auch allgemein angenommen ſind: 


— —— 
Oz, Vera‘ 
ůͥV6WVV[. ap 


fr dp | 
Has 9) * (1+asin2p)Y 7 c2ein2o 
Io baf daß die unbeſtimmten Integrafe (D, (ID, (IID reſp. ausgedruͤckt werben 


F(e,Y)-Heconst,, E(e,g)--const., Dle,a, ) 4 const, 
$. 327. Es fei: 
x” y”_ 
b3 — 
die Gleichung einer auf ihren —* und auf ihre Axen bezogenen Ellipſe, 
fo wird, wenn wir 


—1 


a2 —b?2 

_— — 02 
fegen, fo daß c die Exrcentricität der Elipſe berichnet die Laͤnge des Bogens 
Bm (Fig. 7D, welcher ſich von ver Spitze B der Heinen Are bis zu dem 


Punkte m, deſſen Abfciffe x ift, erſtreckt, —E durch: 


SV 4 ey A —— dx, (6.174) 


*) Bergl. eine Abhandlung von Liouville im 23. Hefte bed Journal de l’Ecole 
polytechnique, p. 37 
Eournot, Theorie des Functionen x. 22 
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Wir wollen 
xasin.g 
fegen,, fo kommt: 
- =/ va sin.2 g dy=E(c, ꝙ). 

Megen biefer merkwürdigen Kigenfhaft der Function E, daß fie bie Fänge 
des Bogens einer Ellipſe von der Exrcentricität c ausprüdt, wenn man ben 
Winkel Y zur unabhängigen veräuberlihen Größe und den Scheitel der Heinen 
Are zum Anfangspunfte der Bogen nimmt, haben die drei Functionen F, E, 2 
den Namen elliptifhe Functionen erhalten, und zwar uuterfcheidet man 
fie reſp. in elliptifche Fuuctionen ber erften, zweiten und dritten Art, 

Die Conftante c, welde in den elliptifchen Functionen ber zweiten Art 
die Ereentricität einer Ellipſe ausdrückt, wird im Allgemeinen der Modulus 
genannt, während die Conftante a, welche nur in den elliptifchen Functionen 
der dritten Art vorfommt, und pofttiv oder negativ, reell ober imaginär fein 
fann, vorzugsweile den Namen Parameter behält, 

Die unabhängige Veränderlihe ꝙ wird die Amplitude genannt. Wenn 
man aus dem Punkte O als Mittelpunkt mit dem Halbmefler OA einen Kreis 
befchreibt, und die Ordinate pm bis zum Durchſchneiden mit dem Rreife in n 
verlängert; fo iſt Op=Onsin.BOn, Die Amplitude ꝙ wird alſo geometriſch 
“durch den Winfel BOn dargeflellt, wenn die Function Eile, ꝙ) burd ben 
elliptifchen Bogen Bm bargeftellt wird. 

Die drei elliptifche Functionen find offenbar impaare oder ungerade Func- 
tionen von ꝙ ($. 18), weil das Differenzial dep durch die Veränderung von 

in — ꝙ das Zeichen verändert, während der Factor, womit dp umter dem 
tegrafzeichen f multiplieirt ift, dadurch nicht verändert wird. 

Wenn die Amplitude ꝙ einen Biertelfreis beträgt, over wenn man ! = 
für die obere Grenze der Integrale nimmt, fo heißen bie elliptifche Funchonen 
vollſtändige, und man bezeichnet fie blos durch: 

F(e), E(c), ICo,.a). 
Wenn die Werthe der elliptifchen Functionen für einen Viertelumfreis, 
d.h. für alle Werthe von ꝙ zwiſchen O und 4 m berechnet find, fo find fie 
wegen ber unter dem ntegrationdzeichen vorkommenden periodifchen Kunction 
sin.? ꝙ auch für alle beliebigen Werthe von ꝙ beflimmt, und man hat z. 2. 


F(e1249)=2F(c) — F(œ, I —- 9), 
F(,@a-+-9)=2F() - Flag), 
F(o3r-gQ)=4AF(lc) — Flair —Y)ı 
F(s22 + p)=4F(l)+- Flop), uff. 

Der Modulus c muß immer größer als 1 vorausgefeßt werden ($. 310), 
and wenn zwei Moduli c, c’ durd die Gleichung e2-H-c/? —1 wit einander 
verbunden find, fo werden fie Complementarmodult genannt. 

‚$. 328. Wir wollen mit 9, %, u bie drei Seiten eines fphärifchen 
Dreieckes bezeichnen, worin ber der Seite 1 gegenüberfiegenve Winkel M dur 
bie Gleichung sin. M = c sin. u gegeben wird; fo daß, wenn man ber Kürze 
wegen 

cs.M = VIcꝛ sin.2 u = Ju 
fest, die Grundformel ver fphärifchen Trigonometrie die Relation 
cos. u 008. 9 cos. W + sin. ꝙ sin. db + Au, (1) 
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und folglich: 
1 40) 
157 
C 
gibt. Wenn man biefe legte Gleichung in Beziehung auf Au auflöft und bie 
Wurzel unberüdfihtigt laͤßt, welche für Au einen negativen Werth geben 
würde, fo findet man: | 
Ayu(1—e? sin.? Qsin.? ) ——c? sin. ꝙ sin. !) cos. @ cos. &- 
+ V 1er los. 2 (pcos.? Y-+-sin.2 psin.? y—e? sin.?2 Qein.? Y). 
Man überzeugt fih aber leicht, daß ſich die Größe unter dem Wurzel» 
zeichen auf: 
(1—e? sin.2 9)2 (1—e2sia.2 P)2 = (Ap)? + (Ay)a 
rebueirt, wenn Ay, Ay Größen bezeichnen, welde reſp. aus ꝙ und & eben 
Ve Anlearmengeiegt find, wie Au aus u. Man bat alfo dieſer Bezeichnung 
zufolge: 


= (08.9 cos. -aein. Psin. 2) + Au)? 


_ Ay . Ay— ec? sin. ꝙ ain. V cos. ꝙ cos. 
MET Tg tt 
und Hieraus ergibt ſich nach einigen Xransformationen: 


sin.? u = c (1—e? sin.? Qsin.? ))2 ’ 
oder: 
rin. u = m prer yAYy Fein Veon pAp (3) 


1—c2 sin.? Qsin.? 
Wenn man biefe Iebte Gleichung bifferenzirt, indem man ꝙ und als 
veränderlich und s. als conftant betrachtet, fo erhält man: 

AJAp (1—c? sin.?2 ꝙ sin.? y)2 Ab) (1—c2 sin gsin.ty)? 
Der Kürze wegen wollen wir bie Function: 

(14-0? sin.2 psin.2 )) eos. pcos. Ay — sin. psin. % 

—- e2sin. ꝙ sin. V (sin.2 ꝙ --sin.2 W — cos. @cos.? ) — c? sin.? pein.? %)) 
mit 2(p,%) bezeichnen. Da die Gleichung (3) in Beziehung auf ꝙ und Y 
ſymmetriſch if, fo braucht man nur ben Eoefficienten von dp zu_ bilden, 
woraus fi alsdanı der von dıl ergibt. Man Fönnte auch der Function 
2Llyp, Y) andere Formen geben, und wir wollen hier bios eine derfelben an- 
führen, woraus die Eigenfchaft diefer Function, daß fie in Beziehung auf bie 
beiven Veränderlihen cp, I ſymmetriſch ift, deutlich erhellet. 

Die Gleichung (4) reducirt fih auf: . 
A —— — — 
F 49 T Ay TV eosin: p + vV1—e sin. Tu 
woraus fich durch Integration ergibt: 
F(c,9)-+-F(e, V) = coust. 
Um die durch biefe Integration eingeführte willführliche Conflante zu beflimmen, 
fest man in der Gleihung (1) !=0O, welches = u gibt, mb ba 
F(c,0)=0 if, fo erhält man zwifchen den Veränverlihen p, und ber 


Conſtanten u, welche ſchon durch die Gleichung (1) mit einander verbunden 
22% 
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find, und die drei Seiten eines ſphäriſchen Dreiedes bilden, worin ber ver 
eonftanten Seite gegenüberliegende Winkel auch conflant iſt, noch die andere 


Gleichung: 
F(e, ) + Fl /) Fec, u). (5) 
Wenn man alfo die Werthe der elliptifchen Function ver erften Art für 
zwei Amplituden 9, Y hat, fo erhält man durch Addition dieſer Werthe den 
Werth der elliptifchen Function verfelben Art für eine Amplitude u, wo u 
durch die Gleichung (1) oder durch die Gleichung (3), welche eine Tran 
formation davon ift, als Function von ꝙ, % beflimmt wird. 
6. 329, Wir wollen feßen: 
u=F(c,9), "=Fle,%), 
und um auszubrüden, daß Y bie Amplituve iſt, für welche bie FZundion F 
den Werth u hat, wollen wir mit Jacobi | 
gZanu 
Schreiben, fo daß die Anfangsbuchſtaben am des Wortes Amplitude ve 
inverfe Function von der bezeichnen, welche durch das Zeichen- E angebeutt 
if, Nach diefer Uebereinkunft fchreibt man au: 
=amv, 
Ag=Aamu, Ab=Jamrv, 
und folglich gibt die Verbindung der Gleichungen (3) und (5): 
sin: am (u —-v) 


sin. amu.cos. amv. Jamv--sin. amv.cos. amu. Jamu 





(a) 

Wenn fih der Modulus co auf Null reducirt, fo verwandelt ſich die vorher⸗ 

gehende Gleichung in folgende: | 
sin. (a--v) = sin, u cos, v-- sin. v cos, u. 


Ebenfo fände mans 


1—c? sin? amu. sin.?2amv 


sin. am (u—v) 
-sin.amu.cosamv. Jamv—sin.amv.cosamu. Jamu 


1—.c? sin.?2 amu.sin.? amrv 

co, am(u+v) 

__ cos. amn,cos.amv.-sin.amu,sin.amv. famu, famr 

— 1—.c? sin.? am u ,siu.? amv ! 
und im Allgemeinen haben alle Formeln, deren ſich die Analyften häufig h 
Transformation der trigonometrifchen Tunctionen bevienen, ihre analogen 
bie Transformation der inverfen elliptiſchen Functionen drr erſten Art, oder 
Tonnen vielmehr als befonvere Fälle der ellintifchen Formeln betrachtet werden 
in welchen der Modulus gleich Null gefept ift, fo daß 


amu=u, Jamu=i1 
iſt. 


Die Entwickelung dieſer merkwürbigen Analogien iſt ber Gegenſtand ter 
fhönen Unterſuchungen von Abel und Jacobi geweſen, welche von ber ge 
lehrten Welt mit vielem Iutereffe aufgenommen wurden. Diefe beiden Geomete 
haben befonders ihren Scharffinn auf die vollflänbige Unterfuchung ber inverfed 
elliptifchen Functionen und auf vie merfwürbigen Kelationen, durch welche 19 
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die Analyfe der Winkelfchnitte an die Theorie der Zahlen und an die höhere 
Algebra anſchließt, gerichtet. 


SG. 330. Dis Function sin. u und alle übrigen trigonometriihen Aunc- 
tionen, welche davon abhängen, find für reelle Werthe der Veränderlichen u 
periodifch, aber fie hören auf, periopifch zu fein, wenn man bie unabhängige 
Beränderlihe eine Reihe imaginärer Werte u Y—1 burchlaufen laͤßt, weil 
fie fih alsdann in Exponentialfunctionen verwandeln, Für die Erponential- 
function er findet das Umgefehrte flatt, und die Kunction sin. am u hat die 
Eigenfchaft, daß fie periodiſch bleibt, man mag die Veränberliche u eine Reihe 
reeller oder imaginärer Werthe durchlaufen laften, fo daß fie die Haupteigen- 
Ichaft der gewöhnlichen trigonometrifchen Funetionen mit der der Erponential« 
functionen in fich vereinigt. 

Wir wollen mit 1 w den Werth von a bezeichnen, welcher der Amplitude 
g=4r entſpricht, ober den Werth der vollfändigen Function F(c), fo 
it (5. 329): | 

sin. am u — sin, am (u 4 20) — sin. am (ua —+ Aw) 
.o..,”»2r,me.d:.°—ı yo» ...Zsiu. am (u--.2i0), 
wo i eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Die Function sin. am u iſt alfo 
erftens periodiſch für reelle Werthe von u, 
Setzt man nun: 


sin.p=Yf —1 +tang. 9, ct —=i1—c, 
fo ergibt fi: 


cos. & 1 ttang?0= -- ! 








c0s.20' _ 
y=vzi._— Pe _ vr. , 
cos. cosı? 0 cos.d 
dp vr zT. —— 


VIreserg Viren 
Fl, 9)=v’'_1+F(e, 0); 
und wenn man: 
F(e,0)=u, F(c, gy=uy—i 
fest, fo folgt (indem man den Modulus zwifchen den Parenthefen auf das 


* 


Zeichen sin. am folgen läßt, um die ſich auf verſchiedene Moduli beziehenden 
Amplituden zu unterjcheiden): 


sin. O —=sin. am (u,c!), tang. 0 — tang.am(a,c’), 
sin. ꝙ — sin. aın (u 1, c) 

und folglich : | 
sin.am(ay —1,c) =y — 1 +»tang. am (u, c), 

Wenn wir den Werth der volifländigen Function F(c‘) mit 4 w! bezeich- 
nen, fo haben wir: 

tang. am (a, ce‘) = tang. am (u+-2w/, c’) = tang. am (u —- Aw}, c') 

..... — taug. am (u--2iw, e), 

wo il eine beliebige ganze Zahl ift, und folglich: 


sin.am(a / — 1) =sin.am[(a + 2i w‘) 1, 
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wo fi die Amplituden in dieſer Ießten Formel auf den Wobulus c beziehen. 
Es iſt folglich: 

sin. am (2ilw’ v-1) —=sin,.am (0) =1, 

cos. am (21! VTXI) —=cos..am(0) —=1, Mam (2Aiu⸗ VXIT 21. 


und wenn man in ber Formel (a) v—2iw'V —1 ſetzt, fo gibt fie vermöge 
biefer legten Relationen: — 

sin. am (n - 2i v- 1) = sin. amu. 
Aber wir haben bereits gefunden: 

sin. am (u 2iw) = sin.amu, 
folglich iſt: 
sin. am u sin. am (n -2ico 4 io! V —1), 
und biefe letzte Formel drückt die beabfichtigte doppelte Periopicität aus, wo 
bie eine Periode ein reelles, und bie andere ein imaginäres Argument hat. 
$. 331. Nah dem Vorhergehenden iſt Yeicht einzufehen, wie man für 

einen gegebenen Wert des Modulus zwiſchen den Grenzen 0 und 4 m ber 
Amplitude eine Tafel der Werthe der Function F berechnen fünnte, ober mas 
noch einfacher wäre, eine Tafel ver Werthe der inverjen Function sin. am u 
zwifchen den Grenzen u—=0, u=iw Wir wollen in ber Formel (a) 
v= öu feßen und du fo Hein annehmen, daß man ohne merflichen Fehler 

sin. am öu — sin. du = Öu, 

cos.am da —co.Ödu=m41, J(öu)—i 
feten kann; fo gibt dieſe Formel: 

sin. am(u -1- Ööu) — sin. am u-1-Öu«cos.amu+-Jamu. 
Seht man in biefer letzten Gleichung: 
u=öu, u=2ödu, u — 3du, ꝛec. 
fo erhält man die Werthe der Function sin. am u für eine Reihe von Werthen 
von u, welche eine arithmetifche Progreffion von der Differenz Hu bilden. 
Diefed Berfahren würde ähnliche Vereinfachungen und BVerificationen geftatten, 
wie die, welche man für bie Berechnung ber gewöhnlichen trigonometrifchen 
Tafeln angibt. Uebrigens würbe man leicht die Tafel der Werthe ver Yunc- 
tion sin. am a umfehren fönnen, um daraus bie Tafel der Werthe der Function 
u * ne p), welche den Bepürfniffen der Integralrechnung beſſer entfpricht, 
zu bilden. 
$. 332. Es kommt nun darauf an, zu zeigen, wie man ohne Wieber- 

bolung des im vorhergehenden $ angegebenen Syftemes von Operationen, bie 
Function F(c, 9) für jeven Werth des Modulus und der Amplitude birect 
berechnen fann, ohne genöthigt zu fein, für jeden Modulus eine fpecielle Tafel 
zu berehnen. Wir wollen daher mit c, c, beliebige Mobuli bezeichnen 
und einen conflanten Eoefficienten k von folder Befchaffenheit zu beſtimmen 


fuchen, daß: 
F(0,9)=kF(c,,9,) 


ober: 
dp dp, 
v1 sin.?2 ꝙ Vie sing, (6 


iſt. Diefer Gleichung Tann auf unendlich viele verfchievene Arten genügt 
werden, wenn man zwilchen den Mobuli c, c, und den Veränderlihen , %,, 
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bie gehdrigen Relationen aufftellt. Ohne die Aufgabe durch birecte Methoden 
zu behandeln, welche zu weitläufige Entwidelungen erforbern würben, wollen 
wir annehmen, es werde 


sio.? p(i—o,? sin 29,)— k2sin.?@, (1—sin.? Y,), (7) 
geſetzt; fo erhält man durch Differenziation: 
sin.Q, c08, p,dp — cos. ꝙd ꝙ 








sin. p(1—c, ꝰ 8in.? ,) — c,?sin.29—-k? (1—2sin.? p,) " 


In den erften Theil diefer Gleichung wollen wir den aus der Gleichung 
(7) abgeleiteten Werth von sin. ꝙ und in den zweiten Theil den aus berfelben 
Gleichung abgeleiteten Werth von sin. p, ſetzen, fo erhalten wir bie Gleichung: 


—“ do, — cos. d ꝙ — 
V ——— 
aus deren Vergleichung mit der Gleichung (6) ſich 
— — _L —— — — 
k? cos. ꝙ vi—3sin2g u V'@2Le, 2 sin.2 Q)!—4k2 sin.2p 
ober: 
k* (1—sin.2 9) (1—e2 sin.29) = (k?-4-c, 2 sin.? @)2 — Ak? sin.? 95 
ort ‚, und wenn biefe lette Gleichung in Beziehung auf 9 identiſch fein fol, 
vi c,* —kte2, 4—2c, ? — k?2 (e2 +-1), 
23V c 2 
,=7.. keys=ire 


fein, und wenn wir diefe Werthe Von c, und k in die Gleihung (7 ) fub- 
ſtitniren; fo gibt fie: 


folglich: 


sin. (29, — Y)=csin.Y. 
$. 333, Der auf diefe Weife beftimmte Werth von ce, iſt immer größer 
als c, und wir wollen nun annehmen, bag man eine Reihe, oder, wie man 
ſich gewöhnlich ausprüdt, eine Scale der Mobuli c,,c,,Czr + ».., welde 
unter ſich und mit dem urfprünglihen Mobulus c durch vie Gleichungen: 
VE We 0 _U% . 
“= ire 9=per .“ 
verbunden find, bis zu_einem wenig von ber Einheit verſchiedenen Werthe c. be- 


vechnen, und außerdem eine Reihe von Amplituden @,, P21 Pa ++... ver⸗ 
mittelft ver Gleichungen: 


sin. (29, — Y)=csia.g, 

ein. (27, — 9), Hin Q,, (d 
sin. (29, — 9,) = 07 8ia.$,, 

u. ſ. w. 


beſtimmen; ſo hat man auch: 


1 
F(e ,$,)= re F(c, P), 
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Fon) EL) Fr): 


Fon) LT) 


u. ſ. w. 


Aber wenn man in ber Scale der Moduli bis zu dem wenig von ber 
Einheit verſchiedenen Gliede c, gelangt iſt (und gewöhnlich braucht man nır 
eine Feine Anzahl von Glievern zu berechnen), fo hat man fehr nahe: 


_[_.W ._ [rArL__ m, 1 
Fleur 9%) =/, vV1-—sn: 9 JO co. Yo log. un (5+; 9) 
folglich : Ä u 
2 2 2 2 zn , 1 
a ee (tz) 1 
Nichts Hindert, die Reihe (b) rüdwärts über c hinaus durch die Glieder 


©_19 ©_27 C_37 «00.7, welche nach demſelben Geſetze aus einander enl- 
Reben, zu erweitern, fo daß man hat: 


_3VYıı .„ _WV iS | _9V 0 





ee 9 
sin. (29 — P_1)c_ı8in. Q_4, 
sin. (29_1—%-.) ==c_ssin. 9-31 (ed) 
u. ſ. w. 


‚ Dan gelangt bald bis zu einem ſehr wenig von ber Einheit verſchiedenen 
Gliede c_., und alsdann hat man nahezu: 


‚ $—_n 
F(c_., 9) =/, dy ⸗ 


folglich: | | 
1-+c_, 1 — 
Fe ie Ibn, (4) 


Unter den Formeln (d) und (d‘) wählt man bie, "welche den Werth von 
F(c,$) am ſchnellſten gibt, und anf dieſe Weiſe find die Tafeln berechnet, 
welche Legendre in feinem großen Werke über bie efliptifchen Functionen 
mitgetheilt bat, | 

Denn man 94m febt, fo geben die Gleichungen (c‘): 

. G-1—T, 9 ZI 1... ger, 
und wenn man folglich bie Grenze, gegen welche das aus unendlich vielen 
gegen die Einheit convergirenden Factoren beftehende Product convergirt, mil 
K bezeichnet, fo iſt der Werth ver vollftändigen Function F(c) =K.. 
$. 334, Gehen wir num zu der elliptifchen Function ber zweiten Art: 
— — 41—c2 sin.2 @)d 

E(c, 9) =-/ ve sin.? + dp en, 
über. Wenn man wieder durch ꝙ, zwei Winfel bezeichnet, welde ber 
Gleichung (1) im 6. 328, und folglich ber Differenzialgleichung: 





343 


genügen; fo hat man: | 


d.E (op) +4-E (of) =2 + 5 - (ing * eio.2ꝙ 2 


= ce? (sin.? ) — sin.? 9) 2 
Nun gibt aber die Gleichung (1): 


JIude+sin.g ein. ) = sin. @ cos. & dp + sin, & cos. p dıb, 
und werm man für da) feinen ans der Gleichung (8) gezogenen Werth fub- 


Au d “sin. g sin. ) = (ein. ꝙ cos. VAp — sin. Y cos. pAY) De (9) 


Außerbem bat man vermöge ber Gleichungen (2) und (3): 
sin. u aein. Qcos. WAY -- sin. W cos. pyAp_, (10) 
Iu  AyAb — ci sin. sin. ð cos. ꝙ cos. u’ | 
und aus ber Verbindung der Gleichungen (9) und (10) ergibt fich Teicht: 





sin. u d>» sin. p sin. = (sin.2 9 — sin.? ı/) T (11) 


Folglich if: 
d+E(,p) + d- El Y) — c? sin. ud» sin. Yin. W,? 
E(e,9) -B (e, ) = const. — c? sin. u sin. psin. Y, 
und wenn man bie willführliche Konflante fo beſtimmt, daß zugleich YO, 
Yu ift, fo hat man: 
E(c,9) + Ele ) = E(c,u) — 6? sin. u sin. Q sin. /. (12) 
Bergleicht man dieſe Formel mit der Gleichung (5), welche für die Func- 
tion F die analoge Formel ift, fo fieht man, weßwegen bie Geometer, welche 
fih mit der Unterfuhung der elliptifchen Functionen befchäftigt haben, bie 
Function F als die einfachere in den erfien Rang gefeht haben, obgleich nach 
ber genmetrifchen Analogie die Function E, welche einen elliptifchen Bogen 
—— — erſt auf die ſcheint folgen zu müſſen, welche einen Kreisbogen 
ausdrůckt. 


$. 335. Betrachten wir nun, wie im $. 332, einen Mobulus c, und 
eine Amplitude p,, welche mit c und 9 durch die Gleichungen: 


2 e 


e ite' sin. (29, — 9) —Zcesin. @. (13) 
verbunden find, fo ergibt fich daraus durch Differenziation: 
— dp , 220% p-- cos. (2p, — 9) 
9, F 2 cos. (29, — Q) 
ober, wenn man für cos. (29, — 9) feinen aus ver zweiten der Oleichungen 
(13) gezogenen Werth Ay feßt: 
a nn 2 1) 


dp, 2.77 


' 
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Aber bie Gleichung (6) gibt: 


de N 1— 0, ?sin.? 9 
mm ' 


dp, — — 








| 49 
oder wenn man für k feinen Werth wieder ſetzt: 
d © —— 
9,=3.5 Y1-e? sin.? Q,. (15) 
Da die Gleichungen (14) und (15) übereinflimmen müſſen, fo muß: 
(1-+e) 1, 2sin.2p, =cco.9-+ Ip. 16) 


fein. 
Wenn wir die correfpondirenden Theile der Gleichungen (14) und (16) 
in einander multipliciven; fo fommt: ’ 


(+ JY 1—e, 2 sin.2p, » dyo, = dp . (e cos. p-+ Ip)? 





Ay 2 
— — 1—e d 
= /Y1-e sin?gp+dp — - at gig; 


folglich, wenn man integrirt: 
AL+oJEl ,y)= Ele) — — «F(o,y) + esin.g. (id) 


Wir fügen Feine willkührliche Conſtante hinzu, - weil alle Glieder dieſer Glei⸗ 
hung für 9=0 einzeln verſchwinden. 
Vermoͤge der Formel (17) wirb bie Function E(e,, p,) durch zwei 
elliptifche Bunctionen, die eine von der erften, und die andere von ber zweiten 
Art, welche denſelben Modulus und diefelbe Amplitude haben, auegebrädt, 
und umgekehrt wird bie elliptifche Kunction der erften Art durch zwei elliptiſche 
Functionen der zweiten Art von verfchiedenem Mobulus und vom verſchiedener 
Amplitude beftinmt, 
Denn man p—rr feßt, fo hat man y, —=4im, 
E(cnr) =2E(co4r)=2E(c), 
F(C,) =2F(eo1m)=2F(c), 
und die Formel (17) ‚gibt zwifchen ven vollfländigen efliptifchen Fuuctionen 
folgende Relation: 
(! + 9JE(e,)=2Ele) — (1 — c?)F Ce). (18) 


$. 336. Wenn man die Scale der Mobuli und der Amplituden, deren 
Geſetz im 8. 333 angegeben if, verfolgt, fo findet man: 


ci} c,)E(e,,g,) = Ele, IE u Flo ,9,)+ e,sin. P., (19) 


1 4 Flop). (20) 


Wenn man F(o, ꝙ) und F(e,, 9,) zwiſchen ven Gfeihungen (17), (19) 
und (20) eliminirt und baun für c, feinen burh c ausgebrüdten Werth {ub- 
ſtituirt; fo erhält man endlich: 





Fl ,$9,)= 
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CHE pe el IR = +-E(c,,9,) 
—.ül c 
— esin. 9 HIV sin. ,. (21) 





Da man biefelbe Redmung beliebig BR fann, indem man bie auf- 
oder abfteigende Scale der Motuli verfolgt, jo Tann man die Function Ei(c, ꝙ) 
immer von zwei andern Aunctionen derfelben Art abhängig machen, für welde 
der Modulus einen fehr wenig von Null oder der Einheit verſchiedenen Werth 
hat. Wenn aber der Modulus e, fehr wenig von Null oder der Einheit ver- 
fchieden iſt, fo hat man ohne merklihen Fehler: 


E(e,,9.) ff" 1— 0,2 sin.?gp + do 2* dpo= Qu 
ober vielmehr: 


E(c„%.) * cos. ꝙ dꝙ rin. ;. 


F. 337. In Beziehung auf die elliptiſchen Functionen ver dritten Art 
wollen wir nur einen Lehrſatz anführen, nämlich den analogen von denen, 
welche in Beziehung auf die elliptiſchen Functionen der erſten und zweiten Art 
burh die Formeln (5) und (12) ausgebrüdt werben. Wenn wir wieber 
mit ꝙ, V zwei veränberlihe Amplituden bezeichnen, welche ven Gleichungen 
(1), (3) und (8) genügen, fo if: 

. I „_.dp sin. d — sin. @ 

TED Fang A-F ana) 
oder vielmehr wegen ber Gleichung (11): 


d+ II lea,g) +d- Ilcad) =—asin. u» 


Wenn man febt: 
sin.psin.V—a, sin2p--sin2y—ß, 
fo verwanbelt ſich der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung in: 
da 
1+aß-ata2 


de+ sin. psin. % 


(1-Fasin.2 p)li-ta sin.? ab (22) 


— asin. U» 


Aus der Gleichung (1) folgt: 
c08.2 ꝙ cos.? cos. u — 2 cos. uAu sin. Q sin. W 
+ (1 — 02 sin.? u) sin,? @ sin.? ı); 
und dba 
008.2 ꝙ cos.? ) — 1-— (sin.? 9 --sin.2 ) + sin? gsin?Y—1—B--a?, 
ift, fo kommt: 
1—P+a?=cos.? u —2acos. uJu+ a? (1 — ec? sin? u), 
folglich: 
8=sin.2 u + 2a cos. uAu + @?c? sin. u, 
und mithin: 
da _ da 
1+aßtato? p+2ga+ rar’ 


346 


wo der Kürze wegen: 
1+asin2u=p, scoo.udAumg, acdsin?u-ta? mr. 


geſetzt iſt. 
Wenn man folglich das Integral: 


2 da 
S: p+2ga+ ra? 
welches fi immer durch Logarithmen ober durch Kreisbogen ausbrüden läßt, 
mit Pa) bezeichnet, fo gibt die Gleichung (22): 
DI (cap) + I Cca,d) = const. — asin. u + O (sin. ꝙ sin. %), 
Aber für V=0 hat mn 9=u, Ilc,a,V)=0, P(0)=0; folglich: 
IICe,o, ) + Ile, d) = Illoya,u) — asia. u + P(ein. @ sin. %), 


Sünftes Kapitel. 


Geometrifche Anwendungen der Berechnung der einfachen beſtimmten 
Integrale. 





l. Quadratur ebener Curven. 


$. 338. Wir haben ſchon mehrere Male zu bemerken Gelegenheit gehabt, 
dag das Integral: 


u fi dx 
die Größe ver Fläche ausdrückt, welche von dem Bogen einer Curve, beren 
rechtwinkelige Coordinaten x und fx find, welcher zwifchen den Coorbinaten 
fx, , fx, liegt, von diefen Ordinaten felbft und von der Are x eingefchlofien wird. 
Diefe Ynwenbung der Integralrechnung bietet ſich fo natürlich dar, daß man 
fie gleich vom Anfange an die Methode der Duadraturen genannt hat, 
und noch jet verfteht man unter der Duadratur ($. 33) die Operationen, 
dur welche man den Werth eines beflimmten Integrales genau oder näherunge- 
weife erhält. Ohne bier den Beweis eines Lehrfages zu wiederholen, mit 
welchem wir fihon vertraut find, wollen wir denſelben auf einige der Curven 
anwenden, welche beſonders unfere Aufmerkfamkeit verbienen. 
Wenn bie Gleichung der gewöhnlichen Parabel auf die Form: 


J=V'%r, 
gebracht ift, fo findet man für die von dem Scheitel aus gemeflene Fläche 
diefer Curve: 


ı=Y%./ Vei&=,V%2V = 
0 


Die Fläche des parabolifchen Dreieckes Omp (Fig. 73) beträgt folglich 
4 von ber Fläche des aus der Ordinate und ber Yhscife des Punktes m con⸗ 
firuirten Rechteckes Opmg. Diefer von Archimedes entvedte Sap iſt ber 
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Gegenfland eines Werkchens dieſes großen Geometerd, worin er biefen Sag 
anf zwei ſehr merfwürbige Arten beweiſt, nämlich einmal durch Säbe aus ver 
Statik, welche ex ebenfalls felbft gefunden hatte, und das andere Mal durch 
die Summation einer abnehmenden geometriſchen Progreflion, worauf alddann 
der Uebergang von dem Endlichen zu dem unendlich Kleinen nad der Art ber 
Alten durch die Zurüdführung auf das Abſurde gerechtfertigt wird ($. 49). 
Wenn man bie auf ihren Mittelpunlt und auf ihre Aren bezogene Eilipfe 
betrachtet, deren Gleichung alſo 
12 — V — x2 


if, I , wird bie Kläche des elliptiſchen Trapezes OpmB (Fig. 77) ausgebrüdt 
burd: 
=,/, Va? —x?.dx, 


und Hieraus Fonnte man fofort, wie es auch in den Elementarwerken über bie 
Kegelſchnitte gefchieht, das Berhälkeip des elliptifchen Trapezes OpmB zu dem 
Kreistrapeze OpnC ableiten. Um aber durch Anwendung ver gewöhnlichen In⸗ 
tegrationsregeln zu demfelben Refultate zu gelangen, te man: 

Vai—_z: = tx, oder x? = a 
folglich: 


— —A—— 


= warm tang. + const. 


2 
= 2 xıV 2 _y 24 a? arc. fang. (= — 


) 4 conet. 
und folglich : u 
S. V a2. x2 =, V — x? + * tag.’ 9, ==) 


=—.ıV% Ze arc. sin. =; 
fo daß man endlich ga: , 
Ve — x? + Zur. sin. == I +7 arc. sin. —. 


m 





Hieraus folgt, daß die Fläche des elliptiſchen Onabranten OAmB durch 
und die der ganzen Ellipfe folglich durch ab ausgebrüdt wird. 
Da * die Fläche des Dreieckes Omp ausdrückt, fo wird bie des ellip- 


bb. 
tiſchen Sectors BOm ausgebrüdt durch > sin. —, 
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6. 339. Wenn man die Gleichung der Hyperbel unter der Form: 
1* > Vz_a , 
a 


anwendet und zur Erleichterung der Rechnung 


— — — 
x2 — 42 — ix, 


ſetzt, fo Hat man: 


2 3 _1 2_a3 ai o ——7 | co 
Jr de=—ıy x +71 I ıt nst. 


ober was daſſelbe if: 
— — erg log. (<x+ Yx —a2) 4 cont., 
wenn man bas Glied: 


log. a? — * log. | + = log. (x \ xt—a?) 
unter der willfärlihen Eonftante mit verfteht. 
Man erhält alfo für den Werth ber hyperboliſchen Fläche Apm (Fig. 84): 


b x 7 bx = ab st va. 
=_/ Vx_ dam Vx — A — 7 le. ( 


xy ab A 
=7-7e(itr)- 
Folglich iſt: 
__ ab x y 
woraus folgt, daß bie Flaͤche zwiſchen der Hyperbel und ihren Aſymptoten 


unendlich iſt. 

Die Fläche der Hyperbel hängt ebenfo von einer Iogarithmifchen Function 
ab, wie die Fläche der Ellipſe von einer Rreisfunction. Die zwifchen ver 
Ellipſe und Hyperbel flattfindende geometrifche Analogie entfpricht der Analogie 
der trigonometrifchen und der Erponentialfunctionen und ihre inverfen Functionen 
den Kreisbogen und den Logarithmen. 

j Da bie Gleichung der auf ihre Aſymptoten bezogenen gleichfeitigen Hy⸗ 
perbel : 


a? 
=), 


2 


it, jo wird die Größe der zwifchen den Drbinaten, welde den Absciffen x,, 
x, entiprechen, Liegenden afymptotifchen Fläche ausgedrückt durch: 


a? x dx a? x 
=5/, 7=7° 0): * 


und wenn man 4 ,/ 2, x, * 1 ſetzt, fo hat man blos n—logx. Die 
Neper'ſchen Logaritimen Eönnen alfo, als durch die Flächen einer gleichfeitigen 
Hyperbel ausgedrückt, betrachtet werben, ans welchem Grunde man fie auch 
feit langer Zeit Hyperbolifche Logarithmen genannt hat, welde Benennung 
aber ganz unſchicklich ft, weil, wenn man ber Conflante a einen ſchicklichen 
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Werth gibt, bie durch die Gleichung (1) beflimmte Kunction u ebenfo gut jedes 
andere Logaritimenfyftem ausprüdt, und in der That ergeben fich die Loga⸗ 
rithmen für eine beliebige Baſis befanntlih aus den Neper’fchen Logarithmen, 
wenn man biefe durch einen für jede Baſis conflanten Modulus multiplicirt 
($. 64). | 

Nah $. 99 findet die Gleichung (1) nicht mehr flatt, wenn der Werth 
x=0, welcher den Coefficienten von dx umter dem Integralzeichen / unend- 
lich macht, zwilchen die Sntegrationsgrenzen fällt, und —*2* fönnte man 
durch dieſe Kormel nicht die Fläche ausprüden, welche zwifchen zwei Ordinaten 
mit entgegengefehten Zeichen, die alfo beiden Zweigen ver Curve angehören, liegt. 

Dan kann immer mittelft Additionen oder Subtractionen gerabliniger Po- 
Iygone zu oder von der Fläche einer auf ein Syftem eradliniger, fehiefer oder 
rechtwinfliger Coorbinaten bezogenen Curve zu der Flache diefer anf ein an- 
deres geradliniges Eoorbinatenfyften bezogenen Eurve übergehen, und hierin 
Viegt der Grund, daß die logarithmiſche Yunction, welche fich bei der Berech- 
nung der Fläche der auf ihre Aſymptoten bezogenen Hyperbel unmittelbar dar⸗ 
bietet, in Folge der verſchiedenen Transformationen wieder erfcheint, wenn 
man bie Opperbel auf ihre Aren bezieht. 


$. 340. Wenn man bie Gleichung der logarithmiſchen Linie auf die Form 
y=e being, fo hat man: 


2 
u= edx=e: —1, “+ , 
1) Gi FEN 


welcher Werth fih für x = — wo auf — 1 reburirt. Folglich Hat die zwi⸗ 
fhen der Ordinate OB (Fig. 79), zwifchen der auf der Geite der negativen 
Adseifien ins Unendliche fortlaufenden Curve BM’ und zwifchen ver ebenfalls 
ins Unendliche fortlaufenden Afymptote OX’ Tiegende Flaͤche einen endlichen 
Werth und Ri der Fläche des aus ber geraden Linie OB confiruirten Qua⸗ 
drates gleich. 

Wenn die Cycloide, wie im $. 176, durch das Syſtem ber beiden 
Gleichungen: 

x RC(ꝙ — ein. ), y=R(i — cos. g), 

ausgedrückt wird, ſo hat man: 


=/ yie=aı / (1 — cos. G)? dp 


=RB39—2sin.9-+ 1sin.29), 


Man nimmt 5* 27 zur obern Grenze des Integrale, um bie zwiſchen 
einen einzelnen Eycloivenbogen und der Bafis der Cyeloide liegende Fläche zu 
erhalten, welde man Sa — 37 R? findet, d. h. fie iſt dreimal fo groß, als 
die Hläche des erzengenden Kreiſes. Die vorhergehende Formel erftredt ſich 
auch auf beliebige Werthe von ꝙ und auf die Duabratur von einer beliebigen 
Anzahl von Cycloidenbogen eingefhloffener Flächen. 


$. 341. Die von einer ebenen Curve eingefchlofiene Fläche iſt eine von 

dem Coordinatenſyſteme, auf welches man die Curve bezieht, mabhaͤngige 

und diefe Faͤche, welche wir wit U bezeichnen wollen, iſt es gewoͤhn⸗ 

Ih, weldhe man in dem Probleme der Quadratur beflimmen wi, Wenn die 

Curve eine algebraiſche iſt, fo gibt ihre Gleihung Flx,y) = 0 wenigftens 

zwei berfelben Abseiffe entſprechende Wurzeln y—=f,x,y=f,x, und in die» 
jem Falle hat man: 


wo fx die Ordinate des Bogens m, n, m, (Fig. 80), f,x bie des Bo⸗ 
gend m, n, m, und x,, x, die Absciſſen der geraden Linien m, p,, m, 
p, bezeichnen, welche die Eurve parallel zu ber Are der y begrenzen. Die 
ogen m, n, m,, m, n, m, könnten übrigens verſchiedenen algebraifchen 
oder nicht algebraifchen Curven angehören, und in ihrem Verlaufe Stetigfeits- 
unterbrechungen der zweiten oder einer höhern Orbnung erfahren. Das In⸗ 
tegral U würde fich Leicht in eine größere Anzahl einzelner Integrale zerlegen 
laſſen, wenn die gefchloffene Eurve verſchiedene Biegungen darböte, wie bie 
in Fig. 81 angegebenen. 
Da das Differemial ber Fläche einer durch Polarcoordinaten ausgedrück⸗ 
ten Curve 
da=4r2dp 


iſt ($. 180) fo wird bie ganze Fläche der Eure durch die Formel: 


e=;/'n 


ausgedrückt, in welche man für r? feinen durch die Polargleichung der Curve 
gegebenen Werth als Function von  fubflituiren muß. Wenn die Eurve eine 
—8 — iſt und der Pol oder der Anfangspunkt der Radienvectoren inner⸗ 
ar verfelben Tiegt, fo dag r? für jeden eigen 0 und 2 liegenden Werth 
von 9 einen einzigen reellen Werth bat, 1 if: 


1 In 
U=— 2d 4 
I, . 


Wenn die Curve wieder geichloffen ift, und ber Pol innerhalb berfelben 
Liegt, fo kann es, wenn fie Biegungen barbietet, gefhehen, daß r2 für bie 
zwiichen gewiffen Grenzen liegenden Werthe von @, drei, fünf, oder über 
haupt eine ungerade Anzahl reeller Werthe hat. Wenn dagegen ber Bol 
außerhalb der von der Curve umfchloffenen Fläche läge, fo würde r? immer 
eine gerade Anzahl reeller Wurzeln haben, und in allen biefen Fällen läßt 
fih das Integral U in verſchiedene einzelne Integrale zerlegen, wovon jebes 
feine befondere Grenzen hat. 


IL SRectification der Eurven. 


$. 342, Das Problem der Nectification der Eurven iſt eine wichtige 
Anwendung der Integralrechmung, und wir glauben daher, hier etwas tiefer 
in diefen Gegenftand eingehen zu müflen, als es gewöhnlich gefchieht. 

Wenn man die Länge bed Bogens einer Curve, deren rechtwinklige 
Eoorbinaten x und fx find, mit s bezeichnet, fo hat man ($. 174): 


d=/f1-+ (ix)? .dx 
und folglich: 


=/, VIFED dr, () 
wo x, bie Absciſſe des Punktes der Curve iſt, von weldem aus ber Bogen 


gemeſſen wird, 

Soll der Eoefficient von dx unter dem Integralzeichen / unendlich were 
den, fo iſt erforberlih, aber auch zureichend, daß fix ebenfalls duch das Un⸗ 
endliche geht; aber ſelbſt in biefem Falle wird die Formel Cs) nicht illuſoriſch, 
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wenn fx einen endlichen Werth behält. Denn es fei S ver Werth von x, 
welcher f!x unendlich macht, jo behält nach dem im $. 322 Gefagten fx ven- 
noch einen endlichen Werth, wenn das Product (x — E&) fix gegen einen end- 
lichen Werth oder gegen Null convergirt, während fi x dem Werthe & immer 
mehr und mehr nähert. Diefe Grenze des Werthes von fx iſt aber feine 
andere, als die des Productes: 


a@—HYy/1+l), 
und folglich bleibt die Formel (s) immer anwendbar, wenn die Ordinate ber 
Eurve einen endlihen Werth behält, obgleich die Tangente derſelben auf ber 
Are der x ſenkrecht wird. 

Diefe Formel würde unbrauchbar werben, aber auf eine andere Weife, 
wenn fx und fx für gewiffe Werthe von x imaginär würben, und die Wur- 
zelgröße „/ 1--(f!x)2 dennoch reell bliebe. Wenn man 3. B. 

x Ve _ 1 
oder ($. 339): 


kx= 5 xy 2 —1— z log. (x + Y x?—1) + const. 
hätte, fo gäbe die Kormel (8): 


x 1 
= xdx = — (x? x,?) 
X, 2 
und der Werth von s würbe fogar für Heinere Zahlenwerthe von x als die 
Einheit, welche f!x und fx imaginär machen, reell bleiben, 


$. 343, Die Wurzelgröße: 
vi +(f!x)2 =R 

muß im Allgemeinen innerhalb der ganzen Ausbehnung der integration mit 
demfelben Zeichen genommen werben, damit ber Werth des Bogens pofitiv iſt, 
wenn feine Endpunkte jenfeitS des zum Anfangspunfte der Bogen genommenen 
Punktes Tiegen und negativ, wenn biefe Endpunfte des Bogens dieſſeits dieſes 
Anfangspunktes Tiegen, oder eh Wenn alfo das Integral unter end- 
licher Form erhalten werben fann, fo muß die wieder darin erfcheinende Wur- 
zelgröße R nicht als mit dem boppelten Zeichen behaftet betrachtet werben ($. 299), 
wogegen die etwa in (f'x)2 vorkommenden Wurzelgrößen, welche von ben viel- 
fahen Zweigen der Curve berrühren, in dem Integrale das doppelte Zeichen 
haben müffen, damit der Austrud für den Bogen der Curve feine ganze All- 
gemeinheit behält und nicht blos auf einen, fondern auf alle Zweige der Curve 
anwenbbar if. 

. Wenn die Eurve in Beziehung auf eine zu ber Are ber x parallele gerade 
Linie zwei fymmetrifche Zweige hätte, fo hätte f!x zwar zwei gleiche und ent- 
gegengeſetzte Zahlenwerthe; aber das Quadrat (F/x)?, welches in dem Inte⸗ 
grale (s) vorkommt, würde nur einen einzigen Werth haben. Wenn fih in 
diefem Halle die beiven Emvenzweige in einem zum Anfangspunfte der Bogen 
genommenen Punkte m, (Fig. 82) vereinigten, fo müßte die Wurzelgröße R 
mit dem doppelten Zetchen genommen werben, damit verfelben Absciffe Op— x 
zwei Bogen m, m, m, m!, wovon ber eine pofitiv und ber andere negativ 
ift, entfprechen koͤnnten. 

Wenn dagegen die beiden im Punkte m, (Fig. 83) zuſammenſtoßenden 
Eurvenzweige nicht in Beziehung auf eine zu ber Are der x parallele gerade 
Linie ſymmetriſch wären, jo wärbe bie Größe (f’x)? eine Wurzelgröße go ent- 

Eournot, Theorie der Functionen ıc. 23 
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halten, und man müßte alsdann in dem Integrale das Zeichen -+ der Wur⸗ 
zelgröße R mit dem, bem Gurvenzweige m, m entfprechenden Zeichen der 
Wurzelgröße o, dagegen das Zeichen — der Wurzelgröße R mit dem, bem 
Eurvenzweige m, m! entiprechenden Zeihen der Wurzelgröße o verbinden, 
und alle übrigen Verbindungen zwifchen den Zeichen dieſer elgrößen müßten 
als unzuläflig verworfen werben, 

Man fieht alfo, daß man, um die analytiichen Formeln den Formen der 
zu rechficirenden Eurven entiprechend zu machen, diefen Formeln bald alle 
algebraiiche Ausdehnung, welde fie nur geflatten, geben, und bald dieſe alge- 
braifche Allgemeinheit befähränfen muß. 


F. 344. Wir wollen zunächſt die Rectificationsformel auf bie - gewöhn- 
Yihe Parabel anwenden, deren Gleichung wir auf folgende Form bringen wollen: 


m [1 
= — +: x?, 
183 


Nimmt man den Anfangspunkt der Bogen im Scheitel der Parabel an, ſo 
hat man: 
Vin x? · dx ⸗ V x? 


45 log. (nt Y1 — m? x2), (2) 


Es ift leicht einzufehen, daß diefer Ausdruck benfelben Zahlenwerth erhält, 
aber das Zeichen verändert, wenn man x in — x verwandelt, was auch mit 
der Lage der Parabel gegen die Aren übereinflimmt. Webrigens fann man die 
Wurzelgröße af 1 m? x? nicht negativ nehmen, weil man fonft einen ima- 
ginären Logarithmus erhalten würde, 

Wir wollen nun die Neil'ſche Parabel ($. 197) betrachten, ihrer Gleichung 








die Form: 
my? — x3 
geben und den Anfangspunft der Eoorbinaten, welcher ein Wendepunft ber 


erften Art ıft, zum Anfangspımfle der Bogen nehmen (Fig. 53); fo gibt Die 
Formel (8): 


x 9 x 8 9 xy 
s= 1-- — + — sdı== _»m _._-_ I . 

IA Ar m d 27 ve -) | 8 
Dieſe Formel gehört unter den im 6. 342 angeführten Ausnahmefall und müßte 
für s imaginäre Werthe geben, fobald x negative Werthe annähme, während 
fie einen reellen Werth für s gibt, jo lange x zwifchen den Grenzen O und — 
- m liegt. 

Bekanutlich iſt die Neil'ſche Parabel die Evolute einer gewöhnlichen Pa⸗ 
rabel ($. 197) und aus der Theorie der Evoluten ebener Curven folgt, daß 
fih der Unterfchied der Krümmungshalbmefler einer algebraifchen Curve für 
zwei verſchiedene Punkte (x,, Yu)» (X, Yı) derfelben, ober was baffelbe 
if, daß fi die Länge des Bogens ver Evolute dieſer Curve zwiſchen ven 
Punkten (Co, Yo)ı (Fir 71), weldhes vie den Punkten (x,, Yo)ı (X, Y,) 
entiprechenden Rrümmungsmittelpunfte der Evolvente find, immer algebraiſch 
ausdrücken läßt, Andererſeits können die Coordinaten &,, 7,5 &,,7, immer 
durch Die Coordinaten xy, *03; X, , Yı algebraifch ausgebrädt werden, und 
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amgelehrt. Folglich müflen alle Curven, welche Evolnten algebraifcher Eurven 
find, wie die Neil’ihe Parabel, rectificabel fein, d. h. bie Länge ihres 
Bogens muß ſich durch eine algebraifche Function der Coordinaten feiner End⸗ 
punkte ansprüden laſſen. 

Der Theil der Are der x, beffen Endpunkte, bie Absciſſen x 0, x = — 


4 m haben und in beffen Ausdehnung die Formel (3) unbrauchbar wird, iſt 
der Krummungshalbmeſſer des Scheiteld der parabolifchen Evolvente. 


$. 345. Alles im legten Kapitel über die Eigenfchaften der efliptifchen 

Function der zweiten Art Gefagte laͤßt fih unmittelbar auf die Bergleichun 
efliptiicher Bogen anwenden. Sp brüdt 5. B. die Gleihung (12) im $. 33 
eine lineare Relation zwifchen den Rängen breier auf derfelben Ellipſe genom⸗ 
mener Bogen, deren Amplituden die drei Seiten eines gewiſſen fphärifchen 
Dreiedes meflen, aus, und vermöge der Kormel (21) wird die Rectification 
einer beliebigen Eflipfe auf die einer ſehr excentrifhen Ellipfe, deren Bogen 
faſt mit Theilen der geraden Linie zufammenfallen, ober umgekehrt auf die 
Rectification einer fehr wenig ercenteiichen Effipfe, deren Bogen faſt mit denen 
des Kreiſes zufammenfallen, zurüdgeführt. 

zb Hr Gleichung der auf ifren Mittelpunkt und ihre Axen bezogenen Hy⸗ 
perbel ift: 


und wenn man 
a3 a 





— oc, x — 
‚a2 —b2 sin. ꝙ 
fest, fo wird die Länge des von dem Scheitel eines Zweiges ber Curve aus 
gezäblten Bogens derſelben ausgebrüdt durch: | 


1 x v x2—a2cı a P KIN m Ip 
NV N Te 
2 
Aber die theilweife Integration gibt: 
dp _ — — cos.ꝰ ꝙdꝙ 
VAR; sin.2 er =— cot.gV 1—o2 .sin.? 9 —c? — 
und andererſeits hat man: 


cos.ꝰ ꝙ 


1 pr Prag vol 1—e? . — — 
game sin.? ꝙ 5* VI-rmeig 
folglich : 

— —* .VAgnray —X 


ſo daß der Bogen der Hyperbel durch zwei elliptiſche Functionen der erſten 
und zweiten Art ausgedrückt wird. 

Bermittelt der Gleihungen (17) und (18) im 6. 335 kann man bie 
Sunctionen F(c,p), FLO fortichaffen, wodurch man erhält: 


— = c00t.9+ N 1—e2sin.29 — 20 sin. 9 + E(c) — E(c,9) 
+2(1+0 E(c,,$,) — (t+-oJE(Ce,). 
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Die Rectification der Hyperbel iſt alfo auf bie zweier Eflipfen von ver- 
a Creentricitäten zurüdgeführt, welcher Lehrfab von Landen ent 
deckt i 

Um zu finden, was in dieſem Falle die Amplitude ꝙ beveutet, wollen wir 
ans dem Punkte O als Mittelpunkt mit ver Halbare OA (Fig. 84) als Halb- 
mefler einen Kreis beichreiben, von dem der Absciffe x entiprechenden Punkte 
m die Orbinate mp fällen und durch ven Fußpunkt p berfelben eine gerade 
Linie ziehen, welche ven Kreis in 6 berührt; fo iſt: 

a " @& 
cos. tOp = sin, BOt ' 
und folglich Winkel BOt = Y. 
Wenn man die Ordinate pm bis zum Durchfchneiden der Afymptote in 


n verlängert und die Länge On = r ſetzt, fo ift: 


folglich: — 
(= SEE + % sin.p —E(c) + E(c,9) 


— 2 (I+oJE(,,9,)+ it ) E(c.). 
Wenn man in biefem Ausdrucke — 0 ſetzt, welches x=— 0 entipridt, 
fo Hat man: 
sin. 9=0, E(ey)=0, 9 0, E(c,9,)=P0, 
während das Glied: 
1—- co. ꝙV 1 — ec? sin.?2@ 
sin. @ 

unter dee Form 8 erfcheint, und fih nad ber belannten Regel auf Null re- 

oducirt. Dean hat alfo in diefem Kalle: 


{—)=(1+0)E(6,)— El). 
d. h., wenn bie Länge Am, On ohne Ende zumehmen, fo convergirt die Dif- 
ferenz On — Am gegen die Grenze: 
-[d+ El) —Efd). 
6. 346. Im 6. 180 haben wir für das Differenzial des Bogens einer 
ebenen Curve, in Polarcoordinaten ausgebrüdt, gefunden: 
ds=yY dr + r2dgp?, 
und hieraus folgt: 
* Vſ · ap oder =/ VRri 
9 r. 
je nachdem man die Veraͤnderliche r ober bie Veränberlide ꝙ vermittelſt ber 


Polargleichung der Eurve eliminiren will. 
Sp verwandelt fi 3. DB. die Gleichung der Lemmiscate: 


= (@—x2), ($. 213) 
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durch Polarcoorbinaten ausgedrückt, in: 

r2 — a? (cos. ꝙ — sin.? p), 
und wenn man ben Punkt A (Fig. 60), wo bie Lemniscate die Are ber x 
ſchneidet, zum Anfangspunkte der Bogen nimmt, fo hat man: 


.__ ® dp | 
=— mm — ccccc— 7 — 2 (4) 
a ST V con? ꝙ —sin.? 1) 





Seht man: 





sin. = * + sin. WW, 
fo verwandelt fi diefer Ausprud in: 
8 1 177 dy 1 ( 1 

u —. fl ! = — FW) 6 

a Vꝛ o viı-— 1 sin.2 ) Vꝛ Vꝛ v) 6 
Die Eigenſchaften der elliptiſchen Function der erſten Art laſſen ſich alſo 
in Eigenſchaften der Lemniscate umſetzen, welche in dieſer Beziehung ſehr 
merkwürdige Analogieen mit dem Kreiſe darbietet. Fagnani iſt der erſte, 
welcher die Lemniscate in dieſer Beziehung unterſucht hat, "und feine Unter⸗ 
fuchungen bilden den Anfang der Theorie der elliptifchen Kunctionen. 

Es iſt zu bemerken, daß die Gleichungen (4) oder (5) die Werthe von s 
nur für die zwiſchen — 47 und I m liegenden Werthe von 9, ober für bie 
zwifchen — 4 rn und 41 liegenden Werte von % geben, fo daß fie ſich 
nicht über den Inflexionspunkt der Lemniscate erſtrecken. 


$. 347. Da die Differenzialgleichung der Eyrloide: 
dy__ V2Ry—y? 
Kay 


it cs. 17D, fo hat man, wenn bie Bogen vom Anfangspunfte der Coor⸗ 
dinaten aus gezählt werben: 


s—Y m." IS 2/ 2R + 2R—.y. 
0 V2R—y 

Diefer Ausdruck von s durch y wird offenbar für negative Werthe von y 
unbrauhber, weil die durch die Formel gegebenen zugehörigen Werthe von 
reell und negativ würden, obgleich fi) die Eurve durchaus nicht auf die Seite 
der negativen y erfiredt. Die legte Formel gibt den Werth von s auch nur 
für einen einzigen Cyeloivenbogen und hat folglich nicht die der geometrifchen 
Deichreibung der Eurve entiprechende Allgemeinheit. Man muß fogar, um bie 
Formel auf einen ganzen Cycloidenbogen zu erfiveden, vie in dem Werthe von 
s vorkommende Wurzelgröße fucceflive mit verfchiedenen Zeichen nehmen, und 
alle diefe Anomalien erklären ſich nach den weiter oben ($. 342 und 343) ge- 
machten Bemerkungen. 

Wenn man y=2R nimmt, fo erhält man die Länge eines halben 
Cyceloidenbogens s — AR, was mit dem bei der Beflimmung der Evolute der 
Cycloide erhaltenen Refultate übereinftimmt ($. 198). 

Der Ausdruck für die Länge des Eyeloidenbogens nimmt eine fehr ein- 
fahe Form an, wenn der Scheitel Q@ (Fig. 42) eines Cyeloidenbogens zum 
Anfangspunkte der Bogen, fowie auch zum Anfangspunfte ver von @ nah 8 
gezählten Ordinaten y genommen wird, ſd. h., wenn man AR — s für s und 
2R — y ftatt y fett, wodnurch man ven Werth: 
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s—2,\ 2Ry 


erhält, welchen man wegen ber Symmetrie der Curve in Beziehung auf bie 
gerade Linie QS mit dem doppelten Zeichen nehmen muß. 

Der Bogen der Iogaritimifchen Spirate, deren Polargleichung r = er 
it (9. 181), wird buch die Formel: 


=/ Virm eneodꝙ = tm (emp empo) — tn . (r—r,) 
ausgedrückt, welche eine fehr einfache Folge von ber charakteriftifchen Eigen- 
ſchaft diefer Spirale ift, daß fie alle Rabienvectoren unter einem conflanten 


_ m ’ 
MWinfel durchſchneidet, deſſen Cofinus = — iſt. 

F. 348. Es fein y—=fx, 2 fx, die Gleichungen einer Curve im 
Raume, und x, fei die Absciffe des Punktes der Curve, welder zum An- 
fangspunfte der Bogen genommen wird, fo hat man ($. 223): 


= N VI (ef: de, (8) 


Es’ iſt Mar, daß bie Wurzelgröße nicht blos in dem Kalle, wo fix und 
fix imaginär, aber ihre Quadrate reell find, ſondern auch in dem Falle, wo 
die imaginären Theile von (fix)2, (fx)? , abgefehen vom Zeichen, einander 
gleich find, reell bleiben Fann. Alsdann wird die Formel für die Rectification 
ber Curven von doppelter Krümmung ebenfowohl unbrauchbar, als die Formel 
für die Rectification ebener Curven. 

Um von der Formel (S) eine Anwendung zu geben, wollen wir bie 
Schraubenlinie nehmen, welhe nah $. 234 durch das Syflem der brei 
Gleichungen: 

x—Rcos.9, y=Rsin.g, z=aßRy, 
ausgedrückt wird, woraus folgt: 
d«=—Rsin.ydy, dy—BRcos.gdy, ds=aldy, 
und folglich if; 
a 


y dz 
fx = — = — ot. =_=2— 3 
“ik 9 Pr dx sin. ꝙ 


‚= RV ia? I} dy=RY'Ia2:(9-—9,) 


Denfelben Ausdrudk hätte man auch direct erhalten koͤnnen, wenn man erwägt, 
daß ſich die Schraubenlinie in eine gerade Linie verwandelt, wenn man bie 
cylindriſche Fläche, in welcher fie fich befindet, abwidelt. 





Im. Cubatur ber Rotationgkörper. 


‚..% 349. Die Beftimmung des Volumens eines Rotationskorpers Läßt ſich 
leiht auf bie Duabraturen over auf die Integration der Differenzialfunctionen 
mit einer einzigen veränberlihen Größe zurüdführen; denn wenn man die Ro- 
tationsare für Die der x nımmt und y — fx die Ordinate der Meribiancurve, 
v bas Volumen einer Schicht des Körpers, welche zwifchen zwei auf der No- 
tationsare ſenkrechten Ebenen liegt, deren Absciffen refp. die Conſtante x, und 
die Veränberlihe x find, bezeichnet; fo Liegt das Sinerement Ar zwiſchen dem 
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Sylinder, deſſen Volumen = wy2Ax, und zwiſchen dem Cylinder, beffen 
Bolumen = n(y-+ Ay)? Ax if, wenigftens wenn man Ix ho flein nimmt, 
daß die Ordinate y in dem Intervalle Ax beftändig zu⸗ oder befländig ab⸗ 
nimmt. Nun iſt aber: 

ny? dx 





kim. =1; 
folglich: 
lim. dr —1, oder drzamy?dz, 
ny? Ix 
und mithin: 


‚= x /” (fx)?dx, 


Die Iehte Formel wirb bei geometriſchen Anwendungen unbrauchbar, wenn 
eine veelle Größe bleibt, wenngleich fx einen imaginären Werth an⸗ 
nimmt. 

Die Meridiancurve fei die Ellipſe: 

b2 
1* 7 (a? — x?), 


und wir wollen x, = 0 feßen, fo erhalten wir ben Ausdruck: 


b2 x zb? x? 
a.) m —r)de= (ar ' 


welder für beliebige Werthe von x reell und für Meinere Werthe von x, als 
ay 3, pofitio bleibt, während ſich die Meriviancurve nicht über die Absciffe 
a hinauserſtreckt. Die Kormel gibt das Volumen des ganzen Rotationsellig- 
ſoides — +nab2, 

Wir wollen nun noch das Volumen des ringförmigen Körpers zu beftim«- 
men fuchen, welcher durch die Umdrehung des Kreifes MNMI/N’ (Fig. 73) um 
die in der Ebene dieſes Kreifes gezogene und zur Axe der x genommene gerabe 
Linie PP’ befchrieben wird. Die Are der y legen wir durch den Mittelpunkt 
des Kreiſes von dem Halbmeffer r, indem die Ordinate des Mittelpunftes durch 
R bezeichnet wird, fo daß: 

y,=R+ Vr —, 
y, —-R—_VYn_x ‚ 


bie Ordinaten der Halbfreife MNM’, MN‘M: find, und alsdann wird das 
Bolumen des Ringes ausgebrüdt durch: 


—a ern d)imar / Vrr—ı.d, 
Aber nah F. 338 iſt: 

Vo n xY/ RZe4- FR + are. ein. = + const.; 
folglich: 


‚— 27?r2R, 
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IV. Quadratur der Rotationsoberflädhen. 


5. 350. Wenn man in den Merebiandurchichnitt einer Rotationsober- 
fläche ein Vieleck befchreibt und fich daſſelbe mit der umfchriebenen Curve um 
die Rotationdare drehen läßt, fo befchreibt jede Bieledisfeite vie abwidelbare 
Fläche eines abgeftumpften Kegeld. Nun verfteht man aber unter dem Flächen- 
inhalt einer Rotationsfläche die Gränze, welcher fih tie Summe diefer Regel- 
flächen ohne Ende nähert, wenn die Seiten des eben "erwähnten Vieleckes ohne 
Ende abnehmen, oder wenn ſich das in die Meriviancurve befchriebene Bieled 
diefer Curve immer mehr und mehr nähert und zulett damit zufammenfällt. 
Diefe Definition ift der analog, weldhe wir im $. 174 von der Länge frummer 
Linien gegeben haben, und wir werben in dem folgenden Kapitel, wo von ber 
Beftimmung des Flächeninhaltes beliebiger Frummer Flächen die Rede fein wird, 
wieder auf dieſen Gegenſtand zurüdfommen. 

Wenn wir alle Bezeichnungen im vorhergehenden $. beibehalten und mit 
u ben Flächeninhalt des Theiled der Rotationsfläche bezeichnen, weldher zwi- 
fchen den beiden auf der Are der x fenkrechten Ebenen liegt, fo wirb ber 
Flaͤcheninhalt der Kegelfläche, welhe durch die die beiden Punkte (x,y), 
(x+ Ix, y -Ay) verbindende Seite des eingefchriebenen Vieleckes erzeugt 
wird, ausgedrüdt durch: 


any +Ay)Y I +42, 
und bie Grenze ihres Verhältuiffes zu dem Incremente Ax if: 


Nach der Definition ver Größe u hat man alfo: 
du _ * dy? 
75* any 1+ Furt) 


u=2n ey 1 + (f!x)2 - dx, 
x, 


woraus folgt: 


Diefe Formel kann bei geometrifchen Anwendungen für gewiffe Werthe von x 
unbrauchbar werben, wenn die Function unter dem Integralzeichen / reell 
bleibt, während fx imaginäre Werthe annimmt. 

Wenden wir diefe Formel auf das weiter oben betrachtete Rotationsellip- 
foid an, fo Haben wir: 


— — — 


ut. "Vene 
a 0 a? 


Bir wollen zuvörderſt das Ellipſoid laͤnglich oder a > b annehmen und 
a2 — b2 





= c2 feßen, fo kommt: 


Man Tünnte der Beränverlihen x Werthe beilegen, welche größer als = 
und Eleiner als — find, ohne daß der Ausbrud von u aufpörte, reell zu fein; 
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allein man würbe alsdann bie Grenzen ber geometriſchen Bedingungen ber 
Aufgabe überfchreiten.. Die vorhergehende Formel gibt für Die ganze Ober- 
flaͤche des laͤnglichen Ellipſoides: 


2r(b? + = arc. sin. c), 


arc, sin. c 


Wenn e—0 if, fo bat man ab, 


befannten Ausdruck für die Kugeloberflaͤche wieder. 
Wir wollen zweitens das Ellipfoiv abgeplattet oder a < b annehmen und 


S — 42 
= c? ſetzen, ſo erhalten wir den Ausdruck: 


ar 14 Ve, —* bex CE: 
le rn / 


welcher für beliebige Bertie von x ect bleibt, und woraus * die ganze 
Oberfläche des abgeplatteten Euipſowee | 


2m [+ 2; les. (@ =] 


ergibt. Wenn c = 0 ift, fo —* man, daß der Ausdruck: 


log. (5) 





— 1, und man erhält den 














= 2 


ift, und man fommt auf biefe Beife wieder auf den befannten Ausdruck für 
bie Rugeloberfläche. 

Die durd die Umdrehung des Kreifes MNMIN‘ (Fig. 73) erzeugte ving- 
formige Fläche wird ausgedrückt durch : 


uf v4 +,V 1+2]e 


= — — — 2rR 
af —— = umtrß, 
b. — das Product der beiden Kreisumfänge, deren Halbmeffer r und 
R . 


— — — — — — 


Sechstes Kapitel. 


Vielfache beſtimmte Integrale. — Geometriſche und phyſikaliſche An⸗ 
wendungen derſelben. — 





$. 351. Es ſei f (x,y) eine Function mit zwei unabhaͤngigen Veraͤnder⸗ 
lichen x,y, welche nach ver Vorausſetzung imerhalb der Grenzen x,, X5 Yor 
y immer enbliche Werthe behält; fo Tann man zunächft bie Summe der un« 


—— 


endlich Heinen Werthe von f (x,y) dy zwiſchen den Grenzen y,, y nehmen, 
und diefe Summe oder das beflimmte Integral: 


JS, * flxy)dy 
Ye 


iſt alsdann eine gewiffe Function von x. Wenn man hierauf die Summe ber 
unendlich Fleinen Werthe von: 


(/, Kxy)dy )dx 


zwifchen den Grenzen x,, x, ober das doppelte beflimmte Integral: 


Se (/, f(x,y)dy )dzı 


oder, indem man ber Kürze wegen die Klammern wegläßt: 


YA - SE K(x,y)dydz, (a) 


nimmt, fo ift diefe Summe offenbar die Summe aller unendlich Heinen Werthe 
der zweiten Ordnung, welche bie Funetion: 


f(x,y)dydx 

annimmt, wenn man darin x fich zwifchen den Grenzen x,, x nach nnenbli 
Heinen Inerementen dx, und y zwifchen ben Grenzen y,, y ſich nach unenb- 
fih Heinen Incrementen dy ändern läßts 

Mit andern Worten, wenn man das Intervall x — x, in m gleiche Theile 
Ax, und das Intervall y—y, in n gleiche Theile Iy theilt und die Summe 
aller Werthe der Function: 

f(x,y) Aydx (b) 
nimmt, indem man alle Wertbe von x in der Reihe: 
X X) + Ax, X) +24x,...x, + (m — 1) Ax 

mit allen Werthen von y in ber Reihe: 


Jr ytfsı 9» +21... yo te —1)Ly 
verbindet; fo convergirt diefe Summe deſto mehr gegen eine-gewifle Grenze, 
welche der genaue Werth des doppelten Integrales (a) ift, je größer die Zah⸗ 
len m und n, oder je Heiner die Differenzen Ax, Ay genommen werben. 
Hieraus folgt, daß die Ordnung der Integrationen auf den Werth des 
doppelten Integrales Teinen Einfluß hat und dag man folglich ohne Unterfchied 


S. * * f(x,y)dydx, ober \ * * * f(x,y) dxdy 
X, Yo JoV X 


ſchreiben kann. 


$. 352. Wemn man die Fläche conſtruirt, deren rechtwinklige Coordina⸗ 
ten x, y ınd z= f(x,y) find; fo drückt die Größe (b) das Bolumen eines 
rechtwinfligen Barallelepipedums aus, welches das Product x + Ay zur Orunb- 
fläche und die Drbinate z zur Höhe hat. Die Durchfchnittslinie der Seiten- 
flächen dieſes Parallelepipedums mit der Frummen Oberfläche bilden ein frumm- 
liniges Biere‘, deſſen Projection auf die Ebene ver xy das Rechteck Ax + Ay 
iR. Das Bolumen zwifchen dieſen Seitenflächen, der Grunbflähe des Pa⸗ 
rallelepipedums (b) und der Alähe == f(x,y) iſt von dem Bolmmen bes 
Parallelepipepums (b) nur um ein gewifles Bolumen (3), Heiner ale 
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Az +» Ay» (Aa) verfhieden, wo. (Is) den Unterſchied der aͤußerſten Werthe 
bezeichnet, welche die Ordinate z für die Punkte der krummen Oberfläche an- 
nimmt, die fi auf der Ebene der xy in das Innere oder auf ben Umfang 
des Rechtedes AxAy projiciren. Wenn die Function = feine Unterbrechung 
der Stetigleit von ber erften Ordnung erfährt; fo if (2) eine Größe von 
derfelben Größenorunung als Ax, Ay. Ben allo Ax, Ay fehr Ffeine 
Größen ber erfien Ordnung find, in welchem Falle das Bolumen bes Pa- 
rallelepipedums (b) eine fehr Kleine Größe ber zweiten Ordnung iſt; fo reducirt 
fih das Bolumen (8) auf eine fehr Heine Größe der britten Ordnung. Das 
Integral (a), welches die Grenze iſt, gegen welche die Summe der Größen 
(b) ohne Ende convergirt, wenn bie Dimenfionen Ax, Ay ohne Ende ab» 
nehmen, ift alfo das Maß des Bolnmens, weldes von der Ebene ber xy, 
von der krummen Fläche und von vier Ebenen begrenzt wird, wovon zwei in 
ben Entfernungen y,, y zu der Ebene ber xz parallel gelegt find. 
Der Duotient: 


J. ü J: " Hlay)dedy J * fEy) dydx 


— — — — —— 5 RE NEE 


VAR y dydx (x—x,) (—YJ,) 
X Yo 

drückt auch das Mittel aus allen unendlich vielen Werthen aus, welche die 
Höhe =, oder alfgemeiner, die Function f(x, y), welche irgend eine genmetrifche 
oder phyficalifche Bedeutung haben Tann ($. 33) für alle Punkte ver Ebene 
der xy annimmt, welche interhalb des Mechteddes Liegen, welches burch ben 
—— dieſer Ebene mit den vier oben erwähnten ſenkrechten Ebenen ge⸗ 
bildet wird. 


$. 353. Wenn man die in dem Ausdrucke (a) angebeuteten beiden In⸗ 
tegrationen verrichtet hat, fo iſt das erhaltene Refultat eine Function ber 
obern Grenzen x, y, welches wir mit F(x,y) bezeichnen wollen, fo daß nad 
der Definition: 


dF (x y dF (x x 
en = H f(x,y)dy, u = S f(x,y) dx, 


d?F(x,y) _ d?F(x,y) _ 
dd — dydx Ey) (e) 





Wenn man durch irgend welches Mittel eine Function F (x, y) finden 
fönnte, welche der Gleichung (e) genügte, fo würde, wenn bie Function 
f(x,y) gegeben it, jede andere Zunction von ber Form: 


F(xy) + I, | (e;) 
wo 9, % ganz willfürliche Functionen bezeichnen, der Gleichung (c) ebenfalls 
Genüge leiten. Denn wenn man von ber Function (e,) die partielle Ablei- 
tung ın Beziehung auf x nimmt, fo verfchwinbet die Funchon y, und wenn 
man hierauf von der Function: 

dF (x,y) dyx 

— rar 
die partielle Ableitung in Beziehung auf y nimmt, fo verſchwindet die Function 
S, und das Reſultat würde ganz daſſelbe fein, wenn man die beiden Dif⸗ 
ferenziationen in umgelehrter Ordnung verriähtete. 0 
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Um eine $unction F(x,y) zu finden, welde ber Gleichung (e) Genüge 

leiftet, braucht man zuvörderſt nur das unbeftimmte Integral: 
Stx,y)dy 
zu nehmen, indem man x als eine Eonftante betrachtet, und nachdem man das 
erhaltene Refultat mit dx multiplicirt hat, wieder das unbeſtimmte Integral 
von diefer Differenzialfunction zu nehmen, indem man bei ber zweiten Inte⸗ 
gration x als veränderlih, und y als conftant betrachte. Man ventet diefe 
doppelte Operation durch : 
JS Sy) dydx (d) 


an, und wenn man bie unbeftimmten Integrationen in einer umgelehrten Drb- 
nung vornähme, wie ed der Ausdruck: 


SS tay)dxdy 
andentet, fo Fönnte fih die erhaltene Function F, (x,y) von ber im erfien Halle 
erhaltenen Function F(x,y) nur dur das Hinzufommen der Glieder von 


der Form: 

px + %Y%y-- const., 
welche durch zwei partielle Differenziationen, die eine in Beziehung anf x und 
die andere in Beziehung auf y verjchwinden, unterfcheiven. Der Ausdruck (d) 
ift der eines doppelten unbeflimmten Integrales. 


$. 354. Kommen wir num wieder auf die beflimmten Integrationen zu⸗ 
rück, welche den fpeciellen Gegenſtand dieſes Kapitels bilden. Statt das 


Integral: 

SiyIdy 
zwifchen Orenzen y,, y, zu nehmen, welche fich nicht mit x ändern, Fünnte 
mau es zwiſchen veränderlihen Grenzen Y,x, P, x nehmen, und alsdann 
wäre das beflimmte Integral: 


NP 


ebenfalls noch eine Function, worin die Veraͤnderliche x allein vorfäme. Wenn 
man in Beziehung auf x zwifchen den Grenzen x,,x, ein zweites Mal inte- 
grirte, fo erbielte man das boppelte beflimmte Integral: 


NS f(x,y)dydx=V, 
% PoX 


und um fi) von dem Refultate diefer Operation einen Haren Begriff zu bil⸗ 
den, kann man fich vorftellen, daß die Grenzwerthe x,,x, durch die Abscıfien 
Op,, Op, (Fig. 80), die Functionen 9, x, 9, x durch bie Ordinaten ber 
Linien m,n,m,, m,n,m, ober ihrer heile, und enblih bie Function 
f(x,y) = z dur die auf der Ebene der xy fenfrechte Ordinate einer Frummen 
Oberfläche dargeftellt werden; fo drückt nach dem im vorlegten $. Geſagten 
das integral V das Volumen aus, welches von der Ebene der xy, von der 
frummen Fläche, deren Ordinate z ift, und endlich von einer cylinbrifchen 
Br A deren Normaldurchfchnitt der Umfang m,u,m,n, if, eingefchlof- 
en wird, 

Allgemeiner, wenn A die von biefem Umfange eingefchloffene Flache be- 


zeichnet, fo drückt das Verhaͤltniß z dad Mittel aus allen unenblih vielen 
Wgthen aus, welches die Function f(x,v), die eine beliebige geometriſche oder 


363 


phyfikaliſche Bedentung haben kann, für alle Punkte (x,y), welche in dem von 
diefem Umfange eingefchloffenen Raume Iiegen, annimmt. 

Uebrigens kann das Integral V veell fein, obgleich bie Function f(x,y) 
imaginäre Werthe annimmt, oder felbft innerhalb der Integrationsgrenzen be- 
ftändig imaginär bleibt, und alsdann hat dieſes Integral Feine geometrifche 
oder phyſikaliſche Bedeutung mehr. 

Zu der Are der x wollen wir bie geraden Linier n, quo, n, q,, parallel 
iehen, welche den Umfang begrenzen und mit y,,y, die Drbinaten Og,, Ogyr 
Somie durch W,J, Y y bie Werthe ber Absciffe x als Function von y für 
die Linienflüde n,m,n,, n,m,n, bezeichnen; fo haben wir offenbar: 


LIE f(x,y)dxdy =/, VAR f(x,y)dyd«x=V. 


$. 355. Wenn die Function f(x,y) innerhalb der doppelten Integra⸗ 
tionsgrenzen durch das Unenvliche geht, fo Tann das Integral nicht mehr als 
eine Summe von Elementen betrachtet werben und alle fich auf dieſe Be— 
trachtungen gründenden Schlüffe werben unzuläſſig. So hat 3. B. Cauchy 
uerft bemerkt, daß Die doppelte Integration in biefem Falle verſchiedene —* 
* geben kann, wenn man die einfachen Integrationen in verſchiedener 
Ordnung verrichtet. 

Wir wollen z. B. das doppelte Integral: 


— — x? 
—— 
nebmen, für welches der Coefficient von dxdy ni wird, wenn man 


—0, y=0 fest. Integrirt man zuerfi in Beziehung auf die Beränver- 
liche x, fo “ man: 


2 —x — x? 1 Por — x2 2 
a rem) ERS IEn 
und wenn man alsdann in Beziehung auf y integrirt, fo erhält man: 


I dy _ 
2 J- 1 iry zT 
Wenn die Integrationen in einer umgefehrten Orbnung verrichtet werben, 
fo erhält man dagegen: 


db 4 — onst Vox x y=——_ 
Se + y2)2 7 5 2 3, te SL @ryy® 1+x2 


dx 
-2/7 ee *— *5 


ſo daß der Unterſchied der beiden erhaltenen Werthe — 2" iſt. 
Wir wollen durch F(Xx,y) eine Function von Folder Defchaffenheit be= 
zeichnen, d 
m) = f(x,y) 
xdy 

it, und e8 fei: 

dF dF 

en = Y(x,y), Zr = Ylay), 
oder, was daſſelbe iſt, 


yy)=sHy)dy, VayY)=lStay)d, 
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_ Um eine Function F(x,y) zu finden, welde ber Gleihung (ec) Gewüge 

leiftet, braucht man zuvörderſt nur das unbeftimmte Integral: 
Stay)dy 
zu nehmen, indem man x als eine Eonftante betrachtet, und nachdem man das 
erhaltene Refultat mit dx multiplicirt hat, wieder das unbeſtimmte Integral 
von dieſer Differenzialfunction zu nehmen, indem man bei ber zweiten Inte⸗ 
gration x als veränderlih, und y als conftant betrachtet. Man ventet Diefe 
doppelte Operation durch : 
JS xy) dydx (d) 


an, und wenn man bie unbeflimmten Integrationen in einer umgekehrten Drb- 
nung vornähme, wie es der Ausdruck: 


SS Ixıy)dxdy 
andeutet, fo Fönnte fich vie erhaltene Function F,(x,y) von der im erſten Falle 
erhaltenen Function F(x,y) nur durch das Hinzukommen der Glieder vor 


der Form: 

px + dy-}+- const., 
welche durch zwei partielle Differenziationen, die eine in Beziehung auf x und 
die andere in Beziehung auf y verichwinden, unterfcheiven. Der Ausdruck (d) 
ift der eines doppelten unbeflimmten Integrales. 


$. 354. Kommen wir nun wieder auf bie beftimmten Integrationen zu⸗ 
rüd, welche den fpeciellen Gegenfland dieſes Kapitels bilden. Statt das 


Smtegral : 

Siy)dy 
zwifchen Grenzen y,, y, zu nehmen, welche ſich nicht mit x ändern, Fünnte 
mau es zwiſchen veränberlichen Grenzen Y,x, 9, x nehmen, und alsbann 
wäre das beflimmte Integral: 


ebenfalls noch eine Function, worin die Veränderliche x allein vorfäme. Wenn 
man in Beziehung auf x zwifchen ben Grenzen x,,x, ein zweites Mal inte- 
grirte, fo erhielte man das boppelte beflimmte Integral: 


Se WAR f(z,y)dyd=V, 
Xo PoX 


und um fi) von dem Refultate dieſer Operation einen Haren Begriff zu bil⸗ 
ben, fann man fich vorftellen, daß die Grenzwerthe x,,x, durch die Abseiſſen 
Op,, Op, (Fig. 80), die Functionen 9, x, 9, x durch die Ordinaten ber 
Linien m,a,m,, m,n,m, ober ihrer Theile, und endlih bie Function 
f(x,y) = z durd die auf der Ebene der xy ſenkrechte Ordinate einer krummen 
Oberfläche dargeftellt werden; fo drückt nach dem im vorlehten $. Gefagten 
das integral V das Volumen aus, welches von der Ebene der xy, von der 
frummen Fläche, deren Ordinate z ift, und endlich von einer cylindrifchen 
Fläche, deren Normalburchfehnitt der Umfang m,n,m,n, if, eingefchlof- 


fen wird, 


Allgemeiner, wenn A die von biefem Umfange eingefchloffene Fläche be- 
zeichnet, fo drückt das Verhaͤltniß M dad Mittel aus allen unendlich vielen 
Wgthen aus, welches bie Function f(x,y), die eine beliebige geometriſche oder 
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phyfilaliſche Bebentung Haben Fann, für alle Punkte (x,y), welde in dem von 
biefem Umfange eingefchloffenen Raume Liegen, annimmt. 

Vebrigens Tann das Integral V reell fein, obgleih die Function f(x,y) 
imaginäre Werthe annimmt, oder felbft innerhalb der Integrationsgrenzen be- 
fländig imaginär bleibt, und alsdann bat dieſes integral Feine geometrifche 
oder phyſikaliſche Bedeutung mehr. 

Zu der Are der x wollen wir bie geraden Linier n, q,, n, q,, parallel 
iehen, welche den Umfang begrenzen und mit y,, y, bie Ordinaten Og,, Oq,, 
Sowie durch Y,y, %,y die Werthe ber Absciſſe x als Function von y für 
die Linienfläde n,m,n,, n,m,n, bezeichnen; fo haben wir offenbar: 


SS, an ızay =fr YA f(xz,y)dydx = V. 


$. 355. Wenn die Function f(x,y) innerhalb der doppelten Integra⸗ 
tionsgrengen durch das Unendliche geht, fo kann das Integral nicht mehr als 
eine Summe von Elementen betrachtet werben und alle fich auf diefe Be⸗ 
trachtungen gründenden Schlüffe werben unzuläffig., So hat z. B. Cauchy 
uerft bemerkt, daß bie doppelte Integration in biefem Falle verfchiebene Res 
ltate geben Tann, wenn man bie einfachen Integrationen in verfchiebener 
Dronmg verrichtet, 

Wir wollen z. B. das doppelte Integral: 


J?—H — x2 
SAS ER ® 
nehmen, für welches ber Coefficient von dxdy —* wird, wenn man 


x—0O, y=0 fest. Integrirt man zuerſt in Beziehung auf die Veraͤnder⸗ 
liche x, fo * man: 


y? — x2 x 1 Por — x? 2 
SEHR Fr "amt ont, /_ (Fr Iry 
und wenn man alsdann in Beziehung auf y integrixt, fo erhält man: 


1 dy 
2 —__ MT 
⸗T 


Wenn die Integrationen in einer umgekehrten Ordnung verrichtet werden, 
ſo erhaͤlt man dagegen: 


2 — x? __ y 1 y —* __ 2 
VIGESD, = x? + y?2 dem, [a + y2)2 = i+x2 


2 1 dx _ n 
I 18” ' 


daß der Unterfchieb ber beid Itenen W 
"Malente dan eg) cr Bo vn Tier Beffnet l- 


zeichnen, da 
m) ST) = fay) 
xdy 
iſt ‚und es ſei: 
dF dF 
wen =o(xJ), ze = Ylay)ı 
ober, was daſſelbe iſt, 


(V) nd, yan=s' — SE(z,y)dx, 
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fo kann das doppelte Integral: 


J. “f? f(x,y)dydx 
X, Yo 


SE [y&,y,) — ylaıy.)ldx, 


ſowohl durch: 


als durch: 
RIEDEL 7 292) 


ausgebrüdt werben, fo daß im Allgemeinen, wofern f(x,y) nicht durch das 
Unendfiche gebt, innerhalb der Ausdehnung der doppelten Integration 


J: 1 (plz) — plzy,)Idx = I [oz y) — Ylx m)ldy 


Wir wollen nun annehmen, daß f(x,y) für x—&,y= n menbdlich wird 
und durch e eine pofitive Zahl bezeichnen, welche ohne Ende gegen Null con- 
vergirt; fo bat man nach der vorbergehenden Gleichung: 


Van [p(X,y,) — plzy,)ldx + " IPCY.) — p(xy,)ldx 


== N "RM UELEr + ME) — Ylamldy 
= JR) — Yaım)lar — N pn +en) — pE—er)lI; 
Yo Ye 


und an der Grenze bat man: 


JS. “ [y(x,y,) — Yy(zy,)]dx = Y, ’r [bez ,T) — Ve y)lds 
— im "EHEN — KE— alas 


YA N:  Mam)dydx — SS f(x,y) dxdy 


= lim. / " [HE + a7) — VE — ay)ldy. 


Um die angebeutete Grenze zu erhalten, nu man erſt nach verrichteter 
Integration in Beziehung auf y die Größe e=0 fehen, weil die Function 
b(x,y) nad der Borausfegung für einen zwifchen den Jutegrationsgrenzen 
segenden Werth von y unendlich wirb ($. 323). 

In dem weiter oben angeführten DBeifpiele Hat man: 


oder: 


Ux,y) = — E=0 
28 


VEN) —- YyE—ay)= Ar! 
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1 “ 
2 S_ ı ar dy = 2 —* tang, - — arc.tang. (- 3) , 


welcher Werth fih an der Grenze auf 277 rebucırt, wenn man &—0 febt, 
wie man durch direrte Berechnung des doppelten Integrales findet, indem man 
die einfachen Integrale fucceffive in verfchievenen Ordnungen nimmt, 

Das einfache Integral: 


9 [WE + ar) — ME— ey)ldy 


gehört zu denen, welche man fingulärs genannt hat, und da bie Größe e 
als unendlich Hein betrachtet wird, fo find alle Elemente dieſes Integrales 
Null, mit Ausnahme des einzigen, welches dem Werte y=n entſpricht, für 
welchen der Evefficient von dy unendlich wird. 

Wenn man in einer umgekehrten Ordnung integrirte, fo fäme man auf 
das finguläre Integral: 


JS. pam +) — play — lı=— 2x. 


Wenn innerhalb der boppelten Integrationsgrengen mehrere Syſteme von 
Werthen von x,y vorfommen, für welche die Function f(x,y) unendlich wird, 
fo beſteht der Unterſchied zwifchen den beiven Werthen, welche man für das 
doppelte Integral nach den verfchiedenen Ordnungen der einfachen Inte⸗ 
Bee erpält ‚, aus fo vielen fingulären Integralen, als es Syſteme folcher 

erthe gibt. 


$. 356. Wenn die Linie m,n,m,n, (Fig. 85), welche bie Ausbehnung 
bes doppelten Integrales: 
Vv=/S[tx,y)dydx 


begrenzt, durch eine Gleichung r—=fp zwiſchen Polarcoorbinaten gegeben ifl, 
fo fann man für das Flächenelement, in deſſen Ausbehnung die doppelte In⸗ 
tegrationen verrichtet wird, flatt des unendlich Fleinen Rechteckes dydx die 
Fläche muvn nehmen, welche von zwei Rabienvectoren Omn, Ouv, die einen 
nnendlich Heinen Winkel dp mit einandre bilden, und von zwei Kreisbogen 
mu, av, wovon der eime mit dem Halbmeſſer Om r und der andere mit 
Dem Halbmefler On = r + dr beſchrieben iſt, eingefchloffen wird, Der Flä- 
cheninhalt dieſes Teiles des Kreisausfchnittes wird ausgedrückt durch: 
4dgl[(r + dr)? — r2], 

oder bios duch rdr dp, wenn man bie unendlich Fleine Größe der dritten 
Ordnung vernadhläffigt. Wenn man folglich mit F(r,p) ven Werth von f(x,y) 
nah der Subftitution der durch r,Y ausgebrüdten Werthe von x,y bezeichnet, 


ſo erhält man: 
v- IA / 0 F(r,p)rdrdy. 
0 0 


Wenn die Function F(r,p) fi auf die Einheit reducirt, fo drũckt das In⸗ 
tegral V bios die von der Curve r— fp begremte Flaͤche aus, und man hat: 


2 
vol 0 " (fy)?dyp, 


was mit 6. 180 übereinftimmt. 
Der Einfachheit wegen haben wir vorausgeſetzt: 1) daß der Anfangspunft 
ber Radienvertoren innerhalb der von der Curve r — fp eingefchlofienen Fläche 


866 





liegt, und 2) daß der Radiusvector für jeden Werth von ꝙ nur einen einzigen 
reellen und pofitiven Werth bat, Wenn diefe Bedingungen nicht erfüllt wer- 
den, fo müflen die Integrale zwifchen andern Grenzen genommen werben, 
welche fich in jedem befondern Falle Leicht angeben laſſen. 


$. 357. Im Allgemeinen Tann es gefchehen, daß durch die Vertaufchung 
der VBeränderlichen, welcher im geometrifhen Sinne einer Coorbinatenverwand- 
fung entfpriht, die Beflimmung des Integrale V vereinfacht wirb, und in 
jedem Falle iſt e8 von Wichtigkeit, zu unterfuchen, was dieſes Integral durch 
eine Vertauſchung ver Veraͤnderlichen wird, Es feien baher a, 6 zwei neue 
Veraͤnderliche, welche mit x,y durch bie Gleichutgen: 
x= laß), = asp) 
verbunden find, und wir wollen fehen: 
f(x,y) =F(a,P) 
dx op,da+ p,dß (e) 
dy=Y,da + Y,dB. 6 
Um zunähft das Differenzial dy aus dem Integrale V wegzufchaffen, bemerfe 
man, daß bei der Beftimmung dieſes Differenziald x ald conſtant betrachtet 
und folglich dx gleih Null oder 
y,da+g,4# =0 
geſetzt iſt. 


Zieht man ans dieſer Gleichung den Werth von dd und ſubſtituirt denſelben 
in die Gleihung (N); fo hat man: 

dy= VY,Pp—V9ı de, 
welches gibt: 9 

dydx = 9 Yı9ı dadx, 


9; 
v=/ fra) . an ur dadx, 


Nun muß man das Differenzial dx nehmen, indem man «x als eine conflante 
Größe betrachtet, ober in der Gleichung (e) das Differenzial da S 0, allo 
dx = 9,dß fest; und folglich if: 

V=/SSFaB) + (Yı9 — Yıypı)dadß. 

Wenn man bie Differenziale dx, dy in einer umgelehrten Ordnung eliminitt 

hätte, fo würde man ben Ausdruck: 

V=/SSFla,ß) + (9%, — 9,%V,)dadp 
erhalten haben, welcher fih von dem vorhergehenden nur durch das Zeichen 
unterfcheivet. Da nun das zwilchen benfelben Grenzen als V genommene 


Integral: 
JAydx=Sf(Pı%, — Yyı%,)dadß 
bas Maß einer Fläche iſt, welche felbft die Ausvehnung des Integrales V 
mißt, fo muß man nur den abfoluten Werth dieſes Integrales betrachten und 
das Zeichen des Factors y,Y, — 9, %, iſt gleichgültig. 
Wenn man: 
a=r, B=9Y9, x=rco.gY, y=rsin.gp 


fest, fo hat man: 
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9, =00.@, y, sing, 9, =—rs8ing, W,Zrcoa.gp; 


folglich: 

, V, — 9%, Zreos?g-rsn?gmr, 
wie man durch geometriſche Betrachtungen, welche zu einfach ſind, als daß ſie 
ſich nicht Hätten zuerſt darbieten ſollen, direct gefunden hat. 


F. 358. Um ein Anwendungsbeiſpiel von ber Berechnung der doppelten 
Integrale auf die Eubatur der von beliebigen krummen Flächen begrenzten 
Körper zu geben, wollen wir das Volumen des Ellipſoides mit drei ungleichen 
Aren beftimmen, deſſen Oberflähe, auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren be= 
zogen, durch die Gleihnug: 


x y? 22 _ _ 7 Me) — 
msi Vy Tan 


ausgedrückt wird. 
‚Die Gleichung des Durchſchnittes der krummen Fläche mit der Ebene ver 
xy iſt: “ 
= + — va — x?, 
a 


und wenn man folglich der Kürze wegen 
b Va —x’ u 
a 


ſetzt; fo wird die Schicht des Ellipſoides zwiſchen gel zu ber Ebene der yz 
parallelen und den Absciſſen x,, x entfpredhenden Ebenen ausgebrüdt durch: 


va NT ara. 
b Xo — u 
Run iſt aber: 


ya 1. — a" „= ,b 3 __y?2 
S-. a y y=Za 3 — (@ x2), 


folglich: 
be 


x 1 | 
ven — . (a? — x?2)de=nbe [x — zu (* -,)]. 


Der Werth von V bleibt für beliebige Werthe von x,, x veell; aber er ver- 
fiert feine geometriſche Bedeutung, wenn man ben Größen x,, x größere 
Zahlenwerthe beilegt, ald a, und wenn man xz,—=— a, x=a ſetzt, fo er- 
baft man dad Bolumen des ganzen Eilipfoives = 3 mabe. 


IL. Beftimmung des Slächeninhaltes beltebiger krummer Flächen. 


$. 359. Wenn eine beliebige krumme Fläche S gegeben iſt, und man 
legt durch einander ſehr nahe Tiegende Punkte derſelben Berührungsebenen an 
fie, fo vurchſchneiden fih diefe Ebenen gegenfeitig und bilden ein Polyeder 
mit ſehr Meinen Flächen, welches die Frumme Fläche S umfhließt und fich ver- 
felben vefto mehr nähert, je näher die Punkte, an welche man Berührungs- 
ebenen gelegt hat, einander liegen. inem begrenzten Xheife ber krummen 
Fläche S, wie er z. B. von einer cylindriſchen Fläche davon abgefhnitten 
wird, deren gerader Durchfchnitt mit der Ebene der xy eine gefchloffene Curve 
ift, entfpricht auch ein begrenzter Theil der umgebenden polyeberfchen Fläche, 

Eournot, Theorie der Functionen ıc. 24 
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nämlih ber Theil, welcher von berfelben eylindriſchen Fläche davon abge- 
fhnitten wird, Nun verfteht man aber unter dem Flächeninhalte des betrach⸗ 
teten Theiles der krummen Flache die Grenze 2, welder ſich ver Flächen⸗ 
inhalt des correfpondirenden Theiles der umfchließenden polyederſchen Fläche 
ohne Ende nähert, wenn die Flächen ber letztern in Folge der unbegrenzten 
gegenfeitigen Annäherung der Berührungspunfte der Frummen mit der polyeber- 
fhen Fläche ohne Ende abnehmen. 

Wir wollen in dem Punfte (x, y,z) an die krumme Fläche S eine Be- 
rührungsebene legen und die Projection dieſes Punftes auf die Ebene ver xy 
für eine der Winkelipigen des Rechteckes, veffen Seiten Ax, Ay refp. zu den 
Aren der x und der y parallel find, nehmen ($. 352), fo fihneiven vie durch 
die Seiten diefes Rechteckes ſenkrecht auf die Ebene der xy gelegten Ebenen 
auf der krummen Flähe S ein Stück IQ und auf der Berührungsebene im 
Punkte (x, y, 2) ein Parallelogramm ab, deſſen Flächeninhalt nach einem be- 
Tannten geometrifchen Lehrſatze durch: 

Aydx 


cos. V 


ausgedrückt wird, wo » den ſpitzen Winfel bezeichnet, welchen die Berührunge- 
ebene mit ver Ebene der xy bildet, oder vielmehr durch: | 


Yıtrg +» Aydı 
Folglich Hat man nach der Definition der nun als Function der umab- 
hängig veränderlihen Coordinaten x,y betrachteten Größe sr: 


IR—YA - p2 +gq: . dydx, (w) 
2= I INTFR HR + Ad, (2) 


Aus der Gleichung der krummen Fläche leitet man die Werthe der par- 
tiellen Ableitungen p, q als Annetionen von x,y ab, und bie Grenzen der 
doppelten Integration werden durch den Umfang der Linie beſtimmt, welche bie 
Brojection des Theiles der krummen Oberflache, deſſen Flächeninhalt 2 man 
beftimmen will, auf der Ebene der xy umfchließt. 

Die Elemente dS2 können unendlich Feine Größen ber zweiten Ordunng 
fein, felbft wenn die Ableitungen p, q unendlich werben, wenn nur die Or- 
dinate z einen envlichen Werth behält ($. 342), ober wenn fie feine Etetig- 
feitöunterbrerhung der zweiten Ordnung erfährt. 

Die Ordinate z und die partiellen Ableitungen p, q fünnen imaginäre 
Werthe annehmen, ohne dag die Elemente 42 aufhören, reelle Werthe zn 
gaben , und alddann wird die Formel (I2) für geometrifihe Anwendungen un- 
rauhbar. 

Wir betrachten vie Gleihung (w) als die Definition der Function 2, 
ganz ebenfo, wie wir die Gleichung: 


ds= Vi —- y’2 + dx 
ald die Definition der Function s betrachtet Haben. Die phyſiſche Definition, 
welche man von der Länge eines Curvenbogens gibt, indem man fich dieſe 
Curve ald einen vollfommen biegfamen und unansvehnbaren Faden, oder viel- 
mehr als einen Faden, deſſen Steifigfeit und Ausdehnbarkeit unmerllich find, 
vorſtellt, Täßt fich nicht auf EFrumme Flaͤchen auspehnen, wofern es nicht ab- 
wickelbare find, und hieraus ſelbſt fünnen wir fchließen, daß fie nicht die wahre 
Definition der Function a iſt; denn die mathematische Analogie zwiſchen den 


> 





alſo: 
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Zunctionen s, 2 muß ſich in ven Definitionen biefer beiden Größen wieder 
vorfinden, wenn ſich dieſe Definitionen auf das Wefeutlihe der Natur ver 
definirten Größen, und nicht auf ein zufälliges over ſecundaͤree Merkmal der- 
felben gründen. 


$. 360. Wir wollen nun nah der Formel (2) den Ansdruck für den 
FSlächeninhalt der frummen Daerfläche eines beliebigen Ellipſoides: 


x? y? a2 — 


fuchen, fo haben wir: 


ſodaß, wenn bie Ansdehnung des Integrales in ver Ebene dor xy durch den 
Umfang der Ellipſe: 


begrenzt und der Fläheninhalt des auf der einen Seite ber Ebene der xy 
liegenden Theile der krummen Oberfläche oder die Hälfte des Klächeninhaltes 
der Oberfläche des ganzen Ellipſoides durch 42 bezeichnet wird, man hat: 


1-(1-5). 
ee ae 


Wir wollen annehmen, daß a > b> c ift, wodurch die Allgemeinpeit 
der Auflöfung nicht wird, und 


2 
-=#, L=p, 1 =0. 1 =: 


fegen, woraus folgt: 
a<il, B<1, B<a, (i) 
fo haben wir: 


2=u / fr —— «dnd£, 


ſodaß die Defemmung von 2 auf die des boppelten Integrales 


—— ——— — 


zurückgeführt iſt, wo bie Hülfsgröße & durch Die Gleichung: 











—— 1— ad _— Bin: 
— 1—&—n: 
ober: | 
(a) + a — PP)? —i (2) 
beftimmt wird. 


Aber nichts hindert, die neuen Beränverlihen &, 7, & als rechtiinklige 
Coordinaten zu betrachten, und alsdann kann das Integral v auch als ber 
24? 


3 


endlich Heinen Werthe von f (x,y) dy zwifchen ven Grenzen y,, y nehmen, 
und dieſe Summe oder das beſtimmte Integral: 


JS; " f(z,y)dy 


ift alsdann eine gewiffe Kunction von x. Wenn man hierauf die Summe ver 
unendlich Heinen Werthe von: " 


( J; ” Koy)dy )ax 


zwifchen den Grenzen x,, x, ober das doppelte beſtimmte Integral: 


YA ( J, ” Kay)dy )ax, 


oder, indem man ber Kürze wegen bie Klammern wegläßt: 


YA - JS. „ f(xy)dydx, (a) 


nimmt, fo ift biefe Summe offenbar die Summe aller unendlich einen Werthe 
der zweiten Dronung, welche bie Function: 


f(x,y)dydx 
annimmt, wenn man barin x fidh zwifchen den Grenzen x,, x nach anenblif 
Heinen Incrementen dx, und y zwifchen den Grenzen y,, y ſich nad mens 
lich Heinen Incrementen dy aͤndern läßts 

Mit andern Worten, wenn man das Intervall x — x, in m gleiche Theile 

Ax, und das Intervall y— y, in n gleiche Theile Iy theilt und die Summe 
aller Werthe ver Function: 

f(x,y) AyAx " (b) 
nimmt, indem man alle Werthe von x in ber Reihe: 

Xor X + Ix, x, +2fx,...x, + (m— 1) fx 

mit allen Werthen von y in ber Reihe: 


Jr no tIı 9 A +(a—1)4y 
verbindet; fo convergirt diefe Summe deſto mehr gegen eine- gemiffe Grene, 
welche der genaue Werth des boppelten Integrales (a) iſt, je größer die dh 
len m und n, oder je Fleiner die Differenzen Ax, Ay genommen n. 
Hieraus folgt, daß die Ordnung der Integrationen auf den Werib tel 
doppelten Integrales keinen Einfluß hat und daß man folglich ohne Unterfhin 


S. * I. * f(x,y)dydx, ober \ ? * ICxSy) dxdy 
X yo Yo X) 


fhreiben kann. 


F. 352. Wemn man die Fläche conflruist, deren rechtwinklige Eoorime 
ten x, y und z=f(x,y) find; fo drüdt die Größe (b) das Volumen eined 
rechtwinkligen Parallelepipedums ans, welches das Probuct 1x + Ay zur Grund⸗ 
fläche und die Ordinate z zur Höhe hat. Die Durchſchnittslinie der Seiten 
flächen dieſes Parallelepipedums mit der krummen Oberfläche bilden ein frumm 
Yiniges Viereck, veffen Brojection auf die Ebene der xy das Rechteck Ax LT 
if. Das Bolumen zwifchen dieſen Seitenflächen, der Grundfläche des Pr 
rallelepipedums (b) und der Klähe z=f(x,y) ift von dem Volumen bed 
Parallelepipedums (b) nur um ein gewiffes Bolumen (3), Heine als 








361 


Az + Ay + (Se) verſchieden, wo (=) den Unterſchied ver Außerften Werthe 
bezeichnet, welche die Drbinate = für bie Punkte der krummen Oberfläche an- 
nimmt, die ſich auf dev Ebene der xy in das Innere oder auf ven Umfaung 
bes Rechteckes AxAy projiciren. Wenn die Function = feine Unterbrechung 
ber Stetigfeit von der erfien Ordnung erfährt; fo if (Az) eine Größe von 
berfelben Größenorunung als Ax, Ay. Wenn alſo Ax, Ay fehr Feine 
Größen der erfien Ordnung find, in welchem Falle das Volumen des Pa— 
tallelepipedums Cb) eine fehr Heine Größe ber zweiten Ordnung ift; fo rebucirt 
fih das Volumen (A) auf eine fehr Feine Größe der dritten DOrbnung. Das 
Integral (a), welches Die Grenze iſt, gegen welche die Summe der Größen 
(b) ohne Ende convergirt, wenn bie Dimenfionen Ix, Ay ohne Ende ab» 
nehmen, ift alfo das Maß des Volumens, welches von der Ebene ber xy, 
von der krummen Fläche und von vier Ebenen begrenzt wird, wovon zwei in 
ben Entfernungen y,, y zu der Ebene der xs parallel gelegt find. 
Der Quotient: 


x y x y 
JS. JS. f(x,y)dxdy SI J, f(x,y)dydx 
Xo Yo _U X Yo 
x 


VAN: @—2,)0-70) 
X Yo 

drückt auch das Mittel aus allen unendlich vielen Werthen aus, welde bie 
Höhe =, ober alfgemeiner, die. Function f(x, y), welche irgend eine geometrifche 
oder phyſicaliſche Bedeutung haben Tann ($. 33) für alle Punfte ver Ebene 
der xy annimmt, welche innerhalb des Rechteckes Liegen, welches durch ven 
Pr Alu diefer Ebene mit den vier oben erwähnten fenfrechten Ebenen ge- 
ildet wird. 


$. 353. Wenn man bie in dem Ausbrude (a) angedeuteten beiden In⸗ 
tegrationen verrichtet hat, fo iſt das erhaltene Refultat eine Yunction ber 
obern Grenzen x, y, welches wir mit F(x,y) bezeichnen wollen, fo daß nach 
ber Definition: 


dF (xy) = yA * f(x,y)dy, dF(x,y) — S x f(x,y) dx, 
dx Yo dy X, 


d?2F(x,y) d?2F (x,y) 
u) TEN) — 
dxdy dydx 7) (e) 


Wenn man durch irgend welches Mittel eine Function F (x, y) finden 
fonnte, welche der Gleichung (ec) genügte, fo würde, wenn bie Function 
f(x,y) gegeben if, jebe andere Function von ber Form: 

F(xy) + 9x Yyı | (e;) 
wo 9, % ganz willlürliche Functionen bezeichnen, der Gleichung (e) ebenfalls 
Genüge leiften. Denn wenn man von ber Function (o,) die partielle Ablei- 
tung in Beziehung auf x nimmt, fo verſchwindet die Function Yy, und wenn 
man hierauf von der Function: 

dF(x,y) dꝙx 

— rar 
bie partielle Ableitung in Beziehung auf y nimmt, fo verſchwindet die Function 
, und das Reſultat würde ganz daſſelbe fein, wenn man bie beiden Dif- 


ferenziationen in umgelehrter Ordnung verriähtete. 0 


> 
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Um eine Function F(x,y) zu finden, welde ber Gleihung (ec) Genüge 

leiftet, braucht man zunörberft nur das unbeflimmte Integral: 
S tzıy)dy 
zu nehmen, indem man x als eine Eonflante betrachtet, und nachdem man bas 
erhaltene Refultat mit dx multiplicirt hat, wieder das umbeflimnte Integral 
von diefer Differenzialfunction zu nehmen, indem man bei ber zweiten Jute- 
gration x als veränderlih, und y als conftant betrachtet. Man deutet dieſe 
doppelte Operation durch : 
SS tx,y)dydx (d) 


an, und wenn man bie unbeflimmten Integrationen in einer umgelehrten Ord⸗ 
nung vornähme, wie e8 der Ausdruck: 


SS Iay)dxdy 
andentet, fo Fünnte ſich die erhaltene Function F,(x,y) von ber im erften Falle 
erhaltenen Function F(x,y) nur duch das Hinzufommen der Glieder von 


der Korm: 
Yx + %y-- const., 


welche durch zwei partielle Differenziationen, die eine in Beziehung anf x uud 
die andere in Beziehung auf y verjchwinden, unterfcheiven. Der Ausdruck (d) 
ift der eines doppelten unbeflimmten Integrales. 


$. 354. Kommen wir nım wieder auf bie beftimmten Integrationen zu- 
rück, welche den fpeciellen Gegenftand dieſes Kapitels bilden. Statt das 


Integral: 

Sicx,y)dy 
zwilchen Grenzen y,, y, zu nehmen, welche ſich nicht mit x ändern, Fönnte 
mau es zwilchen veränderlihen Grenzen Y,x, 9, x nehmen, und alsdann 
wäre das beflimmte Integral: 


Nu P% 


ebenfalls noch eine Kunction, worin die Beränderliche x allein vorkäme. Wenn 
man in Beziehung auf x zwifchen den Grenzen x,,x, ein zweites Mal inte- 
grirte, fo erhielte man das boppelte beflimmte Integral: 


S. WAR f(xy)dydı= V, 
X, 0X 


und um fich von dem Refultate diefer Operation einen Haren Begriff zu bil- 
den, kann man fich vorftellen, daß die Grenzwerte x,,x, durch die Absciffen 
Op,, Op, (Fig. 80), die Functionen 9, x, 9, x durch die Drbinaten ber 
Unten m,o,m,, m,n,m, ober ihrer heile, und endlich die Yunction 
f(x,y) = z burd die auf der Ebene der xy ſenkrechte Ordinate einer rummen 
Oberfläche vargeftellt werden; fo drückt nach dem im vorletten $. Geſagten 
das Integral V das Volumen aus, weldhes von der Ebene der xy, von der 
frummen Aläde, deren Ordinate z ift, und endlich von einer cylinprifchen 
Bir A deren Normaldurchfchnitt der Umfang m,n,m,n, if, eingefchlof- 
en wird, 

Allgemeiner, wenn A die von dieſem Umfange eingefihloffene Fläche be- 


V 
zeichnet, ſo drückt das Verhaͤltniß 1 das Mittel aus allen unendlich vielen 
Wgthen aus, welches bie Function f(x,y), die eine beliebige geometriſche oder 
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pbyfifaliihe Bedeutung Haben kann, für alle Punkte (x,y), weldhe in bem von 
dieſem Umfange eingefchloffenen Raume liegen, annimmt. 

Hebrigens kann das Integral V reell fein, obgleich bie Function f(x,y) 
imaginäre Werthe annimmt, oder felbft innerhalb der Integrationsgrenzen be- 
fländig imaginär bleibt, und alsdann Hat dieſes Integral Feine geometrifche 
oder phyſikaliſche Bedeutung mehr. 

Zu der Are der x wollen wir die geraden Linier n, q,, n, 9, , parallel 
iehen, welche den Umfang begrenzen und mit y,,y, bie Orbinaten Og,, Og,, 
* durch Y,y, Vy die Werthe der Absciſſe x als Function von y für 
die Linienflüde n,m,n,, n,m,n, bezeichnen; fo haben wir offenbar: 


NS f(x,y)dxdy = A Aa f(x,y)dydx = V. 
Yo o7 X, PoX 


$. 355. Wenn die Function f(x,y) innerhalb der doppelten Integra⸗ 
tionsgrenzen durch das Unendliche gebt, fo kann das Integral nicht mehr als 
eine Sunme von Elementen betrachtet werden und alle fi auf diefe Be- 
trachtungen gründenden Schlüffe werden unzuläfig, So hat 3. B. Cauchy 
uerft bemerkt, daß die doppelte integration in biefem Kalle verfchievene Re- 
Sltate geben fann, wenn man die einfachen Sntegrationen in verfchievener 
Ordnung verrichtet. 

Wir wollen z. B. das doppelte Integral: 


1 I y—xr2 
JS pop ed 
nehmen, für welches der Eoefficient von dxdy unendlich wird, wenn man 
x—0, y=O fegt. Integrirt man zuerſt in Beziehung anf die Veränder- 
liche x, fo bat man: 
y? — x2 _ x u vor ,_ 2 
(x? -4-y?)? *5 45* + con, /_ 1(8 +y?)? = 14 5* 

und wenn man alsdann in Beziehung auf y integrirt, fo erhält man: 


2 YA id zn. 
—ı1+72 
Wenn die Integrationen in einer umgelehrten Drbnung verrichtet werben, 


fo erhält man Dagegen: 
y? — x? y? — x2 2 


— J 1 — 
ee a Ha a ie 


1 dx 
nu 2 /_ ‚Im 0m 
fo daß ver Unterfchieb der beiden erhaltenen Werthe — 27 ift. 
ie wollen durch F(x,y) eine Function von ſolcher Befchaffenheit be- 
zeichnen, daß 
en ET) = 1a) 
xdy 
ft, und es fei: 
dF (x7) 
dx 
oder, was daſſelbe ift, 


yr)=stan)d, VASE) 


—6y), nr = ya), 





en 
fo kann das doppelte Integral: 


J. SIE f(x,y)dydx 


JS. * IPC,Y.) — Yylayo)ldx, 


fowohl dur: 


ale dur: 
64 [dx 7) — Ylzoy)ldy 


ausgedrückt werden, fo daß im Allgemeinen, wofern f(x,y) nicht durch das 
Unendliche geht, innerhalb der Ausvehnung der boppelten Integration 


J. Werd — Yard f " uam) — Hauer 
i 
r Wir wollen nun annehmen, daß f(x,y) für x &,y=n menblih wird 
und durch e eine pofitive Zahl bezeichnen, welche ohne Ende gegen Null com- 
vergirt; fo hat man nach ber vorhergehenden Gleichung: 


Ser) — yanoldx +/,,, plan) — Harold 
=), "md UELI + ME EN) — Ylam)ldy 


= JS. "Tl y) — Ya m)lar — N = BHE+ EN) — WE—eN))dy; 
Yo Yo 
und an der Grenze hat man: 
* [y(x,y ı) — p(zy,)]dx = yA " [Y(x,,y) — ılx ,y)ldy 


— lim. / “ [VE + Ey) — UE— ay)ldy 


J. f" eixy)dydx — JA 7 " E(x.y) axqy 
7) Yo Yo X, 


= im. / 7° [HE + Ey) — HE — ay)ldy. 


Um bie angeventete Grenze zu erhalten, man nach verrichteter 
Integration in Beziehung auf y die Größe Fa ben wei die Function 
b(x,y) nah der Borausfegung für einen zwifhen den Jutegrationsgrenzen 
tegenden Werth von y unendlich wird (6. 323). 

In dem weiter oben angeführten Beifpiele hat man: 


oder: 


xy) = A757 520 


VEN) - VE—-)= ar ' 
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I _ 1 1 
2 I_ ı ar, dy = 2 E tang, ra arc. bang. (— 9 


welcher Werth ſich an der Grenze auf 27 reducirt, wenn man s— 0 ſetzt, 
wie man durch direrte Berechnung des doppelten Integrales findet, indem man 
die einfachen Integrale ſucceſſive in verfchienenen Ordnungen nimmt. 

Das einfache Integral: 


JS: RUEL+ EN) — YE— ey)ldy 


gehört zu denen, welhe man fingulärs genannt hat, und da die Größe e 
als unendlich Hein betrachtet wird, fo find alle Elemente dieſes Integrales 
Null, mit Ausnahme des einzigen, welches dem Werte y= 7 entipricht, für 
welchen der Coefficient von dy unendlich wird. 

Wenn man in einer umgefehrien Ordnung integrirte, fo Time man auf 
das finguläre Integral: 


JS. pn +) — play — ji=— 2m. 


Wenn innerhalb der boppelten Integrationsgrengen mehrere Syfteme von 
Werthen von x,y vorfommen, für welche die Function f(x,y) unendlich wird, 
fo befteht der Unterfchien zwifchen ven beiden Werthen, welche man für das 
doppelte Integral nach den verfchiedenen Ordnungen ber einfachen inte 
grationen erhält, aus fo vielen fingulären Integralen, als es Syſteme folder 
Werthe gibt, 


$. 356. Wenn die Linie m,n,n,n, (Fig. 85), welde die Ausdehnung 
des doppelten Integrales: 
V=/f[t(x,y)dydx 


begrenzt, durch eine Gleichung r—= fp zwiſchen Polarcoorbinaten gegeben iſt, 
fo fann man für das Flächenelement, in deſſen Ausdehnung die doppelte In⸗ 
tegrationen verrichtet wird, flatt des unendlich Feinen Rechteckes dydx bie 
Fläche muyn nehmen, welche von zwei Rabienvectoren Omn, Ouv, die einen 
unenblich Meinen Winfel dp mit einandre bilden, und von zwei Kreisbogen 
mus, nv, wonon ber eine mit dem Halbmefler Om — r und der andere mit 
dem Halbmefler On = r + dr beſchrieben iſt, eingefchloffen wird. Der Flä- 
cheninhalt viefes Theiles des Kreisausfchnittes wird ausgedrückt durch: 
4dyl[(r + dr)? — r2], 

oder bios durch rdr dp, wenn man bie nnendlich Feine Größe der dritten 
Ordnung vernachlaͤſſigt. Wenn man folglich mit F(r,p) ven Werth von f(x,y) 
nach der Subſtitution der durch 7,9 ausgebrüdten Werthe von x,y bezeichnet, 


fo erhält man: 
v- S 7 ro F(r,p) rdrdꝙ. 
0 0 


Wenn die Function F(r,p) ſich auf die Einheit reducirt, fo drückt das In⸗ 
tegral V blos die von der Curve r == fp begrenzte Fläche aus, und man bat: 
1 


2r 
ve 7 (fy)?dy, 
10] 


was mit 6. 180 übereinflimmt. 
Der Einfachheit wegen haben wir vorausgefegt: 1) daß der Anfangspunkt 
der Radienvertoren innerhalb der von ber Curve r — fY eingefihloffenen Fläche 
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liegt, und 2) daß der Radinsvector für jeden Werth von ꝙ nur einen einzigen 
reellen und pofitiven Werth hat. Wenn dieſe Bedingungen nicht erfüllt wer- 
den, fo müflen die Integrale zwifchen andern Grenzen genommen werben, 
welche fich in jedem befondern Falle leicht angeben laſſen. 


$. 357. Im Allgemeinen Tann es gefchehen, daß durch die Bertaufhung 
der Veränderlichen, welcher im geometrifchen Sinne einer Eoprbinatenverwand- 
lung entfpricht, die Beflimmung des Integrale V vereinfacht wirb, und in 
jedem Kalle ift es von Wichtigkeit, zu unterjuchen, was dieſes integral durch 
eine Bertaufhung der Veränderlihen wird. Es feien daher a, 6 zwei nen 
Beränderliche, welche mit x,y durch die Gleichungen: 
x g(aß), J=Waıp) 
verbunden find, und wir wollen ſetzen: 
f(x,y) =F(a,ß) 
dx y,da+ g,dß (e) 
dy=Y,da+ %,dß. (M 
Um zunachſt das Differenzial dy aus dem Integrale V wegzufchaffen, bemerke 
man, daß bei der Beflimmung dieſes Differenzials x als conflant betrachtet 
und folglich dx gleich Null oder 
9,da+g9,4B =0 


efegt iſt. 
Sicht man aus biefer Gleichung den Werth von dA und ſubſtituirt denſelben 
in die Gleichung (N); fo Hat man: 


y= v9 —V,P9, de, 


welches gibt: 
dydx = YMp—dı9 dadx ‚ 


—2 
v=/ ra) MIT FR: aaa. 


Nun muß man das Differenzial dx nehmen, indem man a als eine conflante 
Größe betrachtet, over in ber Gleihung (Ce) das Differenzial da SO, allo 
dx = 9,dß ſetzt; und folglich if: 

V=/SS Faß)» (W,p, — Y,9,)dadh, 

Wenn man bie Differenziale dx, dy in einer umgekehrten Ordnung eliminit 

hätte, fo würde man ven Ausdruck: 

v=/SfSF(a,B) (9%, — Pı%V,)dadß 
erhalten haben, welcher ſich von dem vorhergehenden nur durch das Zeichen 
unterfcheive. Da nun das zwifchen denfelben Grenzen als V genommene 


Integral: 
JS Aydx = Sf (y,Y, — YyıV,)dadß 
das Maß einer Fläche iſt, welche felbft die Ausdehnung des Integrales V 
mißt, fo muß man nur den abfoluten Werth viefes Integrales betrachten und 
bas Zeichen des Factors 9, Y%, — 9, %, ift gleichgültig. 
Wenn man: 
a=r, B=9, x—mrca.g, J=rsin.p 


fest, fo hat man: 
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9, =c08s9@, y, =sin.g, 9, =—rsing, V r cos. ; 


folglich: 

9%, — 9%, Zreosntgpg-rsin?gmr, 
wie man durch geometriſche Betrachtungen, welche zu einfach find, als daß fie 
ſich nicht Hätten zuerft darbieten follen, direct gefunden bat, 


$. 358. Um ein Anmwenvungsbeifpiel von ver Berechnung der doppelten 
Integrale auf die Eubatur der von beliebigen krummen Flächen begrenzten 
Körper zu geben, wollen wir das Bolumen bes Ellipfoides mit brei ungleichen 
Aren beftimmen, deſſen Oberfläche, auf ihren Mittelpunkt und ihre Aren be» 
zogen, durch die Gleichung: 


ge en — 
x2 2 22 c b2 a?— x?) 


außgedrüdt wird. 
‚Die Gleichung des Durchſchnittes ver krummen Fläche mit ver Ebene ver 


xy iſt 


2 — x? 


b 
y=+t-Va / 


und wenn man folglich der Kürze wegen 
b Va: — =u 
a 
ſetzt; fo wird bie Schicht des Ellipſoides zwifchen zwei zu der Ebene der yz 
parallelen und den Abscifien x,, x entfprechenden Ebenen ausgedrückt dur: 


vol!“ Vae_y + dydxz, 
b/x,J/ —u 
Run ift aber: 


van Tut 
S-. u y yzzu 3 = (@ x?), 


folglich: 
be 


x 1 
ven 7 (a? — x2)dx =nbe [*-.— 2, (X 2). 
Der Werth von V bleibt für beliebige Werthe von x,, x reell; aber er ver— 
liert feine geometrifche Bedeutung, wenn man den Größen x,, x größere 
Zahlenwerthe beilegt, ald a, und wenn man x, —=— a, x=a feht, fo er- 
haͤlt man das Volumen des ganzen Ellipſoides = 4 wabe. 


D. Beſtimmung des Slächeninhaltes beliebiger krummer Flächen. 


$. 359, Wenn eine beliebige krumme Fläche S gegeben iſt, und man 
legt durch einander fehr nahe Tiegende Punkte derfelben Berührungsebenen an 
fie, fo durchſchneiden ſich dieſe Ebenen gegenfeitig und bilden ein Polyeder 
mit fehr Heinen Flächen, welches die frumme Fläche S umfchließt und ſich der— 
felben deſto mehr nähert, je näher die Punkte, an welche man Berührungs- 
ebenen gelegt hat, einander liegen. Einem begrenzten Theile ver krummen 
Slähe S, wie er z. B. von einer cylindriſchen Fläche davon abgefchnitten 
wird, deren gerader Durchfchnitt mit der Ebene der xy eine gefchloflene Curve 
ift, entipricht auch ein begrenzter Theil der umgebenden polyeverfchen Fläche, 

Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 24 
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nämlich ber Theil, welcher von »erfelben cylinprifhen Fläche davon abge- 
fihnitten wird. Nun verſteht man aber unter dem Alächeninhalte des betrach⸗ 
teten Theiles der frummen Fläche die Grenze 2, welcher ſich ver Klächen- 
inhalt des correfpondirenden Theiles der umfchließenden polyederſchen Fläche 
ohne Ende nähert, wenn die Flächen der letztern in Folge der unbegrenzten 
gegenfeitigen Annäherung der Berührungspunfte der krummen mit der polyeder- 
fchen Fläche ohne Ende abnehmen. 

Wir wollen in dem Punkte (x, y,z) an die frumme Fläche S eine Be— 
rührungsebene legen und die Projection dieſes Punktes auf die Ebene ver xy 
für eine der Winfelfpigen des Rechteckes, deſſen Seiten Ax, Ay refp. zu den 
Aren der x und der y parallel find, nehmen ($. 352), fo fehneiden die durch 
die Seiten dieſes Rechteckes ſenkrecht auf die Ebene der xy gelegten Ebenen 
auf der frummen Flaͤche S ein Stüd IQ und auf der Berührungsebene im 
Punkte (x, y, =) ein Parallelogramm ab, deſſen Flächeninhalt nach einem be- 
Tannten geometrifchen Lehrfage durch: 

Aydx 


cos. V 


ausgedrückt wird, wo » ben fpiden Winfel bezeichnet, weldhen dig Berührungs- 
ebene mit ver Ebene der xy bildet, oder vielmehr dur: 


Vırptg + AyAz. 
Folglih Hat man nach der Definition der nun als Kunction der umab- 
bängig veränberlichen Coordinaten x,y betrachteten Größe 2: 


49 = Yi 4 p2 4 g2 + dydx, (w) 
alſo: 


2— IN IFP + · dydz. (2) 


Aus der Gleihung der frummen Fläche leitet man die Werthe der par- 
tiefen Ableitungen p, q als Functionen von x, y ab, und die Grenzen der 
doppelten Integration werden durch den Umfang der Linie beftimmt, weldge die 
Brojection des Theiles der krummen Oberflache, deſſen Flaͤcheninhalt 2 man 
beftimmen will, auf der Ebene der xy umfchließt, 

Die Elemente dO können unendlich Heine Größen der zweiten Orbnnng 
fein, felbft wenn die Ableitungen p, q unendlich werben, wenn nur die Or- 
dinate z einen envlichen Werth behält (F. 342), oder wenn fie feine Etetig- 
keitsunterbrechung der zweiten Ordnung erfährt. 

Die Orbinate z und die partiellen Ableitungen p, q fünnen imaginäre 
Werthe annehmen, ohne daß die Clemente d2 aufhören, reele Werthe zu 
baben und alsdann wird die Formel (2) für geometrifihe Anwendungen un- 
rauchbar. 

Wir betrachten tie Gleihung (w) als vie Definition der Function Q, 
ganz ebenfo, wie wir die Gleichung: 


de=Yf1--y2 dx 
als die Definition der Function s betrachtet haben. Die phyſiſche Definition, 
welche man von der Länge eines Curvenbogens gibt, indem man ſich dieſe 
Curve als einen vollfommen biegfamen und unausdehnbaren Faden, oder viel- 
mehr als einen Faden, veſſen Steifigkeit und Auspehnbarfeit unmerklich find, 
vorſtellt, laͤßt fich nicht auf krumme Flächen ausvehnen, wofern es nit ab- 
wickelbare find, und hieraus felbft fünnen wir fehließen, daß fie nicht die wahre 
Definition der Function s iſt; denn die mathematische Analogie zwiſchen dem 
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Zunctionen s, 2 muß fih in den Definitionen biefer beiden Groͤßen wieber 
vorfinden, wenn ſich diefe Definitionen auf das Wefentlihe der Natur der 
definirten Größen, und nicht auf ein zufälliges oder fecundäret Merkmal der⸗ 
felben gründen. 


$. 360, Bir wollen nun nah der Formel (I) den Ausorud für den 
Flaͤcheninhalt der frummen Daerfläche eines beliebigen Ellipſoides: 
x2 y? ä 2 — 
turn 


ſuchen, fo haben wir: 





ſodaß, wenn die Ansdehnung des Integrales in der Ebene dor xy durch den 
Umfang ber Ellipſe: 


begrenzt und der Flächeninhalt des auf der einen Seite ver Ebene ber xy 
liegenden Theiles der Frummen Oberfläche oder die Hälfte des Flächeninhaltes 
der Oberfläche des ganzen Ellipſoides durch Q bezeichnet wird, man hat: 


DE, GE ER 


Mı - "N _hı_ 2X 
= ff ' ( DE s —* dydx, 
12726 


Wir wollen annehmen, da a> b> iſt, wodurch die Allgemeinheit 
der Auflöfung nicht beſchränkt wird, und 


fegen, woraus folgt: 
a<i, B<1, B<a, (1) 
fo Haben wir: 


_ 1I-ah_—_ Bin 
2 za //ı Tiopgm dydd, 
ſodaß die Belfnmung von 2 auf die des doppelten Integrales 


_ 1-ai—Bm | 02 _ 

=//V 1— em dyd& = SfCdydE 

zurüdgeführt iſt, wo die Hülfsgroße & durch Die Gleichung: 
‚„yTSeRzRn 


1—&— nr 














oder: 
(51 - 42) + — Pl —1 (2) 
beftimmt wird. L 
Aber nichts hindert, die neuen Beränderlihen &, n7, & als rechtwinflige 
Coordinaten zu betrachten, und alsdann Tann das Integral v auch als ver 
24? 
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Ausdruck des Volumens betrachtet werben, welches von der Ebene der & 7, 
von der cylindrifchen Fläche: 
+? =1 (3) 

und von ber als pofitiv betrachteten Ordinate I der Slädhe (2) begrenzt wird. 
Läßt man num eine Ebene in ver Richtung der pofltiven 5 parallel zu ber 
Chene der &7 fortrüden, fo teifft diefe Ebene wegen ver Ungfeichheiten (1) 
bie Flaͤche (2) innerhalb der cylindriſchen Fläche (3) nur fo lange, ald C <1 
if, Wenn C = 1 wird, fo berührt die bewegliche Ebene die krumme Fläche 
in einem auf der Are der 5 Liegenden Punkte, und alsdann durchſchneidet fie 
diefelhe nach einer Reihe von Ellipfen, deren Halbaren gleich: 


und für 5 o unter fih und ver Einheit gleich werben. 

Hiernah Tann man auch das Volumen v beflimmen, indem man zum 
Bolumenelemente der unendlich Feinen Unterſchied zwifchen zwei Cylindern von 
der gemeinfhaftlihen Höhe C und deren auf der Ebene der Sy Tiegenben 
Grundflächen Ellipfen find, deren Flächen refp. durch: 


n+EH, a(au + = dd) 





ds 
ausgedrüdt werben ($. 338), nimmt. Dean hat alfo: 
© „d+ ZH 
vn rn dl 


und durch dieſe finnreiche Betrachtung Catalan's wird das doppelte Integral, 
welches den Werth von v ausprüdte, auf ein einfaches zurüdgeführt. *) 
Nun gibt aber die theilweife Integration: 


JR U=i — f zua 


KR) Kl) 
"Ve-n)a-m SVezae- 








Es fei: 
a 


"sin. p' 





fo fommt: 
1)  _ Pr (in2g—a2)dp 
Ira — N Bin 29 
va — ß? sin. ed 
=(1—Pp? — — — — —— Ai, 
-6 ——— ⸗ sin.? ꝙ 


AZ: Rein tgrip__ VRR _ igdip 


sin.? 9 Var Bing 














*) Bergl. das Journal de mathematiques de M. Liouville, tom. IV. pag. 323, 
et ton. V. pag. 11). 








371 


Durch ſchickliche Subftitutionen findet man, daß der Werth des beflimmten 
Integrales — aus zwei Theilen befleht, wovon ver eine bie außerhalb des 


Integrationszeichens / flehende Größe ift, welche dem Unterfihiede der Werthe 
gleich iſt, welche die Kunction: 
(a? 48? 009.2 9 — 1) sin.p 
cos. yY a: — 42 sin? ꝙ 
annimmt, wenn man an ber obern Grenze sin. = 0, und an ber untern 
Örenze sin. = a ſetzt. Diefer Unterfchien rebucirt ſich auf: 
vaanti—_on —_ % 
1-e)1—P)= on. 
Der andere Theil befleht aus dem Integrale: 
—(t— 2) —— — * cos.? Pe _ 
a? — P? sin.?2 ꝙ a? — ß? sin.? 9 
— — V7 sin.?o »+do — (1 — a? V—e— 
* ET ga 
welches ebenfalls zwiſchen den Grenzen sin. $ = 0, sin. y= oder ꝙ 0, 
= u genommen wird, indem sin. u bie Conſtante a bezeichnet, welche 
einer iſt, als die Einheit. Wenn wir die Orbnung der Grenzen umlchren 


und die Bezeichnungen der elliptifchen Functionen anwenden, indem wir ber 
Einfachheit wegen: 
I ß _a Ye 


Cu Werger:; 


ſetzen, fo wird diefer Theil des Werthes von — ausgedrückt durch: 














1— a2 


a+E(ku) + — F(k,u), 
oder, wenn man für a feinen Werth wieber feht, durch: 
- Nr, [a — 2) E(ku) + 2 Flku)]. 


Die Oberfläche des halben Ellipſoides wird alſo ausgebrüdt durch: 











2a — . [a2 — 02) E(k,u) . c2 F(ku)]. 


6. 361. Wir wollen num noch bie convere Oberfläe eines fchiefen 
Kegels mit Freisförmiger Bafis zu beftimmen fuchen, und zu dem Zwecke bie 
Spite des Regels in den Aufangspunkt der Eoorbinaten, und feine Grund⸗ 
fläde in eine zu ber Ebene der yx parallele Ebene fallen laſſen (Fig. 86) 
fo daß der Mittelpunkt C biefer Grundfläche in die Ebene der xy fait; fo 
find die Gleichungen der Grundflähe des Kegels: 


x—E=0, 2+y— M—o!=0, 
und bie ber eonveren Oberflaͤche veffelben if: 
&122 4 („x - Ey)? —_— oo! —(. (4) 
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Bir wollen bie Abseiſſe OP oder die Höhe des Kegels mit &, die Ordinate 
PC des Mittelpunftes der Grundflähe mit 7 und ven Halbmeffer CR, —=CR, 
mit o bezeichnen; fo erhalten wir, wenn wir aus ber Gleihung (4) bie 
Werthe von p?, q? ableiten: 
—_1 Erotx2 + [ex — 7m — Ey) NE 44x 
— IA 0? 22 — (nx — Ey)? ) 
Wenn wir zur Erleichterung ber Integration y= ax feßen, wo a eine neue 
Beränderliche bezeichnet ($. 357), r haben wir dy —xda + adx, und 
wenn man y fich ändern läßt, während x als conflant betrachtet wird, fo iſt 
dy=xda, folglich: | 


a=4.// STE? riet — nm dal - gs SFR zaraa. 


Verrichten wir die integration in Beziehung auf x zwifchen den Grenzen 
x—O, x S, und verdoppeln das Refultat, um den Flächeninhalt der bei- 
den Theile der krummen Oberfläche zu erhalten, welche zu beiden Seiten der 
Ebene der xy liegen; fo kommt: 


—— — 


De x=Ewy=n+o,y=n—o entſprechenden Grenzen bes In⸗ 
tegrales ſind: 


amıte 7—0 


& 
Man erhielte einen einfachern Ausdruck, wenn man: 
n—Ea—=pco.9p . 


feste, woraus folgt: 
== N VERT(e—ye. 93 +dp, 


und es iſt Teicht einzufehen, daß diefes Integral zu denjenigen gehört, welche 
fih durch elliptifche Functionen ausprüden laſſen. 

Allgemein, die Duabratir der Kegelflächen läuft, wie bie der Rotations- 
oberflächen, auf die Beſtimmung eines einfahen Integrales hinaus; denn da 
die allgemeine Gleichung der Oberflächen ver erſten Art, wenn man, wie es 
erlaubt iſt, den Mittelpunkt derfelben in den Anfangspunkt ver Coordinaten legt 


= (L), 
iR (8. 249), fo bat man: 
2-10): berQ) 


und nachdem man, wie oben: 
 y=ax, dy=xda& 
gelett bat, kommt: 
2=/SVY IF dba — aa)? + (a)? + xdxda 
=1/V IF (da—aryta)? I (Va)? »x2da, 
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E | 
. 11. Dreifache Integrale. 


F. 362. Durch rein geometriſche Unterſuchungen wird man nicht auf die 
Betrachtung dreifacher Integrale von der Form: 
M = SffElx,y,z)dadydx 
geführt; aber Dagegen tft einleuchtend, daß Integrale diefer Art bei alfen phy— 
fifalifchen Unterfuchungen vorkommen müffen, wo es nicht erlaubt ift, von 
einigen Dimenfionen der Körper zu abflrahiren. Wenn es z. B. darauf an- 
fommt, das Gewicht oder die Maffe eines Körpers zu beftimmen, beffen, von 
einem Punfte zum andern veränderlihe Dichtigfeit für den Punkt, deſſen recht- 
winflige Eoordinaten x, y,z find, durch f(x, y,z) ausgebrüdft wird; fo wird 
dieſes Gewicht oder diefe Maſſe durch das Integral M beflimmt, deſſen Gren- 
zen jo gewählt werden müflen, vaß es genau den von dem Körper eingenom- 
menen Raum umfaßt. Wenn man die Maffe M des Körpers dur fein Vo— 
lumen oder durch das zwiſchen denfelben Grenzen genommene Integral: 


V=/S/fılzdydx 

dividirt; fo erhält man bie mittlere Dichtigfeit des Körpers oder den mittleren 
Werth der Funetion F innerhalb der Grenzen ber dreifachen Integration. Diefe 
Definition beruht auf ebenſo vielen offenbaren Folgerungen aus der Definition 
ter Function f felbft ($. 130) und aus der vorausgefeßten Stetigfeit der 
Materie, und in der Folge werden wir die Modificationen näher erörtern, 
welche dieſe Theorie erfahren muß, wenn man bie Körper als Syſteme von 
einander gelrennter materieller Theilchen betrachtet. 

Wenn die Function f eine Temparatur ausdrückte; fo wäre das Verhaͤltniß 


— pie mittlere Temparatur des Körpers u. f. f. 


Die erfte Integration in Beziehung auf = findet jwifchen Grenzen ftatir 
welhe Functionen der beiden andern unabhängigen Veränderlichen x,y find 
und welche die auf der Ebene ver xy fenfrechten Ordinaten der den Körper 
begrengenven Flächen oder Flächentheile ausdrücken. Die Ausdehnung ber bei- 
den folgenten ntegrationen in Beziehung auf x und auf y wird durch bie 
der. Fläche beftimmt, welde auf der Ebene der xy von tem Durchſchnitte 
diefer Chene mit einem, die Oberflähe des Körpers berührenden Eylinder, 
deſſen Erzeugungslinien zu der Are der z parallel find, eingefchloffen wird. 

Die Ordnung ber einzelnen Integrationen iſt gleichgültig, wenn bie 
Function f(x,y,z) innerhalb der Grenzen der dreifachen Integration nicht durch 
das Unendliche geht; aber wenn diefes der Fall fit, fo fommt man anf ähn« 
liche Singularitäten, wie bie bei den doppelten Integralen erwähnten. 


$. 363. Um innerhalb der Ausdehnung des von einem Körper einge- 
nommenen Raumes ein beflimmtes breifaches Integral zu nehmen, iſt es oft 
zweckmäßig, für das Syſtem rechtwinkliger Coorbinaten ein Syſtem von Po- 
lareoordinaten zu fubftituiren, deffen Anwendung übrigens durch die Bedürfniſſe 
der Aftronomie und Geographie ganz matürlih an die Hand gegeben wird, 
Wir wolen uns eine durch den Anfangspunft der Radienvectoren gelegte feſte 
Ebene und in derfelben einen feſten Radiusvecten denken, fo iſt die Lage eines 
Punftes im Raume beftimmt, wenn man 1) die Länge r des Radiusvectors, 
2) ven Winfel 0, welchen der Radiusvector mit einer auf der feflen Ebene 
ſenkrechten geraden Linie bildet, und 3) den Winfel u), weichen die Projection 
des Radiusvectors auf der fetten Ebene mit dem Lie Radiusvector bildet, 
kennt. Wenn man zu der feſten oder Fundamentalebene, wie ſie einige 
nennen, die Ebene der xy, und für den feſten Radiusvector die Halbaxe der 
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pofitiven x nimmt, fo geht man vermittelft ber Folgenden drei Formeln von 
rechtwinfligen Coorbinaten zu Polarcoordinaten über: 
x—rsin. O cos. U, Irsin. O sia. U, z=rcos 0, 


In dem Syſteme der geographiſchen Coordinaten entſpricht der Winkel ı 
der geographiſchen Länge, und ber Winkel 9 iſt das Complement der geogra⸗ 
phifchen Breite, wenn der Pol oder der Anfangspunft der Radienvertoren im 
Mittefpunfte der Erde liegt. Der Rabiusvector befchreibt einen Meridian, 
wenn man den Winfel ‘9 varliren Täßt, indem der Winkel conſtant bleibt, 
und er befchreibt einen Parallelfreis, wenn der Winkel 6 conflant bleibt, und 
der Winfel I ſich ändert. 

Wir wollen uns eine KRugelfläche denken, deren Mittelpunft im Anfangs⸗ 
punkte O (Fig. 87) liegt und deren Halbmeffer OR —r ıft, und auf ber 
Oberfläche derſelben wollen wir zwei einander unendlich nahe liegende Punkte 
m,» betradten, fo daß man. von dem Punkte m zu dem Punfte » übergeht, 
indem man 9 fih um AP, und um dıb ändern läßt. Die Punkte m,v 
find zwei entgegengeſetzte Winkelſpitzen eines fphärifchen Viereckes, welches von 
zwei einander unendlich nahe liegenden Merivtanbogen mır, nv, und von zwei 
einander ebenfalls unendlich nahe liegenden Parallelfreisbogen mn, un, gebildet 
wird. Es iſt mu nvu = rd und mn, weldhes von wa nur um ein unend- 
lich Kleines der zweiten Ordnung verfchieden ft, = mpdıy — r sin. Odd, 
Sa wird der Flaͤcheninhalt des fphärifchen Viereckes, welches man als ein 

echte? betrachten fann, wenn man bie unendlich Heinen Größen von ven 
böhern Ordnungen als von der zweiten vernadhläffigt, durch r2 sin. HdAdı) 
ausgedrüct, und wenn man dieſen Flacheninhalt mit dr multiplicirt; fo erhält 
man das Volumen eines Elementes der Pyramide Omnvu, und bie ganze 
Maſſe des in folhe Elemente zerlegten Körpers wird folglich ansgebrüdt buch: 

| M=/S/SIFCrO,Yp)r? dr sin. HdOdW, 
wo F(r,O,V) den Ausbrud bezeichnet, in welchen fi die Function £lx,y.z) 
verwandelt, wenn für bie Coorbinaten x,y,z ihre dur r,6, ausgevrüdten 
Werthe fubflituirt werden. Das Volumen des Körpers oder die Ausdehnung 
des Integrales wird ausgedrückt durch: 
VZS/SS v2 de sin. HdHdY, 

Wenn der Anfangspımft der Radienvectoren oder der Bol innerhalb des 
Körpers Tiegt und diefer Körper von einer Oberfläche begrenzt wird, welche in 
allen ihren Punkten conver ift, over wenigflend von jedem Radiusvector nur 
in einem einzigen Punkte getroffen werden kann; fo tft bie Gleichung biefer 
Oberfläche von der Form: 

r=f(9,%), 


wo bie Function f für jedes Werthefyftem von ©, nur einen einzigen reellen 
und pofitiven Werth hat, und folglich iſt in dieſem Falle: 


. M = AA As F (Ob) r? dr sin. OdOdıb, 
0 0/0 


‚= + \ er Ki [FC]? sin. HdAdıy, 


Wenn bie den Körper umfchliegende Oberfläche eine andere Form, ober 
der Anfangspunft der NRabienvectoren eine andere Lage hätte; fo müßte man 
bie Grenzen ber drei einzelnen Integrationen für jeden Fall befonders beftim- 
men, was übrigens Feine Schwierigfeiten barbieten Tann. 


fi 
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Der Werth des doppelten Integrales 


- VAR A sin. Hdddıb 
10) 0 


iſt S An, d. h. gleich der Rugeloberfläche von dem Halbmefler = 1, wie es 
fein muß. 


$. 364. Die Beflimmung eines dreifachen Integrales laͤßt fich durch eine 
ſchickliche Wahl der veränderlihen Größen oder der Coordinaten fehr verein- 
fachen. Es feien daher a,d,y drei neue veränderlihe Größen, welche mit 
x,y,a durch die Gleichungen: 
x gadNı TEIBNı = wear): 
verbunden find, und wir wollen 


f(x,y,:) = FC(G,6,), 


d«=g,da-+g,dß--9,dy (£) 
dy=yYy,dae+Y, dd %Y,dy Ch) 
de=w, da+w,dß- w,dy (i) 


fegen. Um nun zunächſt das Differenzial dz aus dem Integrale M fortzu- 
ſchaffen, bemerfe man, daß die beiden Coordinaten x,y bei der Beftimmung 
deſſelben als conftant betrachtet find, und daß folglich x—=0,dy= 0, oder: 

g,da+gp,d-+-g9,1y=0 

Y, da Y, dd Y,dy—0 
iſt. Leitet man aus diefen beiven Gleichungen die Wertfe von da, dd ab, 
und ſubſtituirt fie m die Gleichung Ci); fo erhält man: 

oO 


dı= — —— 
9, —V,$ı 


0 d 7 N 
wo der Kürze wegen 


V=9V,0, — 9,0, + Y0,9 -Yp,%3 4+ 0 1:90, Wr P; 
gefest if. Man erhält alſo: 


© 
M= ß, — ⸗ 
EN gg, 


Aber die Coordinate y muß bei den Integrationen in Beziehung auf y und x 
als eine Eonftante betrachtet werben, wodurch die Gleichungen (x) und Ch) 
auf die Gleichungen (e) und (f) im 6. 357 rebueirt werben, und nach dem 
in biefem 6. Bewiefenen hat man: 


folglich: ſUdxdy XVCO, vd, — V, ,) daud, 
d M=JSJJ/F Ca,8,y) + Odadfdy, 
und: 


v=/ff Odadhdy, 

Das Polynom © Tann wegen feiner fommetrifhen Zufammenfegung das 
Zeichen nicht verändern, wenn man die Elimination der Differenziale dx, dy, 
dz in einer andern Ordnung verrichtet; aber außerdem ift das Zeichen von © 
auch gleichgültig, und man muß bloß den Zahlenwerth dieſes Factors in De- 
tracht ziehen, weil das Integral V ein Volumen mißt, welches feinerfeits bie 
Ausdehnung des dreifachen Integrales M mißt. 


dxdydy. 
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Wenn man: 
e=r, =, y=% 
x)="1rsin.Ocos. &, yrsin.dsiny, z=rcos. Od 

fest, fo kommt: 

Y, =sin.Oco.%, Q,=rco.Acoa.Y, G,—=——rsin. sind, 

Y, —sin.Osin.d), Y,=—rco.Osin.Yy, %,—rsin.Ocos db, 

w,=cos6, w=—sin.®, 9,0, 
woraus O—r? sin. 9 folgt, wie man au direct durch geometriſche Eon. 
firuetion findet. 


$. 365. Die Theorie der doppelten und dreifachen Integrale läßt ſich 
leicht verallgemeinern und auf vierfache, fünffache, ꝛe. Imtegrale ausdehner, 
und man fieht leicht ein, daß die Aufgaben der mathematischen Phyöſik oft auf 
mehrfache als dreifache Integrale führen müflen. Wenn 3. B. die Wirkung F 
eines Körpers M auf einen Körper M’ die Summe der Wirfungen ift, welde 
jeves Element von M auf jedes Element von M’ ausübt; fo hat man, wenn 
man die SIntenfität ver Wirkung, welde das Clement m bes Körpers N, 
deſſen Coordinaten x,y, find, auf das Clement m! des Körpers M', deſſen 
Coordinaten x’,y',2’ find, mit I(x, y, 23 x',y/,2‘) bezeichnet: 
= SSSSIS ICx, 31 2;x',y',2') dxdydzdx'ly'dz’, 
d. 5. der Werth von F hängt nothwendig von einem fechsfachen Integrale ab, 
welches jedoch in gewiflen Fällen durch eine ſchickliche Wahl der Coordinaten 
auf ein weniger vielfaches Integral zurücdgeführt werden fann. 


— — — — — 


Siebentes Kapitel. 


Theorie der Variation der Integrale. — Principien der Methode, 
welche in&befoudere die Dariationsrechnung gruaunt wird. 





1. Neber die Variation der Integrale. 
6. 366. Ein beftimmtes integral: 


’ | Se f(x,a)dx 


ändert fih mit dem Werthe, welchen man dem in der Function f(x,a) vor⸗ 
fommenden Parameter a beifegt. Es ift eine neue Function von a, woran 
die DVeränderlihe x verfchwunden ift, uud welche wir durd Fa bexeichnen 
fönnen. Nehmen wir nun an, daß « ein unendlich kleines Incremput da 
erhält; fo haben wir: 


« b . 
Fx--d.-Fa =/, [fo -1- an dajdx, 
. a daR 
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hrfrd» 
d.Fa=/, [an |ix, 
a da 


oder endlich, da fich der Factor da nicht mit x ändert: 


de * = f(x,c) dx 


und wenn man für Pa "einen Werth ſett 
d WARS: f(x,a)dx y. er 2 1210) 
— * —Zedx 


woraus erhellet, daß man F vor dem Sntegraneichen S beſindliche Differen⸗ 
ziationszeichen d unter das erſtere treten laſſen kann, und umgekehrt, wenig- 
ſtens wenn die Integrationsgrenzen von dem veränderlichen Parameter unab- 
haͤngig find. 

Wenn man bagegen 


oder: 





a ga, b=da 
da pla+de, db = la .da 
hätte; fo wäre in dem Falle, wo das Integral als eine Summe von Diffe- 
renzialelementen behandelt erben fönnte: 


Fa+d-Fa= ” Tex,a ‚a) 4 d HR? 10] dx 
_ =/! Licx,a) + 9. &@) Em da] dx — ffla,.) + Tare) 22 da]da 
+ [flba) + 1a) (ie), aldb, 


woraus folgt, wenn man die unendlich Feinen Größen der zweiten Orbnung 
vernachlaͤſſigt und für a, b, da, db ihre Werthe febt: 


Fa-+d+Fu = fr If(x,c) 4 20) da]jax 


— f(ga,a) + gada-- flıba,a) +» Wade, 
und folglich: 
* A ne) dx — f(ga,e) 0 4 (V,a) + Ya, 
Qu 


Diefe Rechnung kat voraus, daß die Function flx,a) zwiſchen den 
Grenzen des Integrales nicht unenvlih wird, und bie erhaltenen Reſultate 
werben durch graphiſche Conftruction anſchaulicher gemacht. Es fei daher MN 
(Fig. 88) die Curve, deren Absciſſe x und deren Ordinate flx,a) ift, fo daß 
das beftimmte Integral Fa den Inhalt der zwifchen ver Curve MN, der Are 
der Absciſſen und den den Absciſſen OP=a, OQ=b entfprecjenben Dre 
binaten MP, N@ liegenden Fläche ausdrückt. Durch bie Bariation ber ver⸗ 
änberlichen Orbinate (die Absciffen der Endpunkte bleiben ungeänbert) geht 
bie Eurve in IM’KN’ über, und die Släche nimmt um das Frummlinige Viereck 
MNEI zu. Durch bie Beränverung ber Grenzen a, bina+da=oOP,, 
b-1.db — OQ! nimmt die Fläche, indem die laufende Orbinate ungeändert 
bleibt, um das Biered NQQ’K! zu und um das Viereck MPP'I' ab. Diele 
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drei als unendlich Meine Größen ver erften Ordnung behandelte Vierecke wer- 
den refp. gemeſſen durch: 


brd» 

VI BE de | dx, fla,a)da, flb,a@)db 
a da 

und die Vierecke MIM/L, NKN’K! werben durch bie unendlich Fleinen Größen 

der zweiten Drbnung: 


4 Far) aan, Aber) — 
da da 
emeflen, welche man aber bei ber Beflimmung der Totalveraͤnderung ber 
Küche Fa durch die gleichzeitige Veränderung ber Taufenden Orbinate f(x,c) 
und der Grenzen a, b vernachläfligt. 


$. 367. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daß bie Grenzen 
a, b von a unabhängig find; fo fann man nad dem Zahlenwerthe des Pa- 
rameters @ fragen, welcher das beftimmte Integral: 


b 
a 


zu einem Maximum oder Minimum macht. Wenn ſich die Function Fa 
algebraiſch ausdrücken ließe, fo würde der Aufgabe genügt, wenn man für a 
die Wurzel der Gleihung Fra —O nähme, und da nad dem Vorhergeben- 


ben auch: 
bd+» 
Fa=f a), 
a da 


iſt; fo iſt blos erforderlich, daß man das Integral im zweiten Theile dieſer 
letzten Gleichung unter algebraiſcher Formel erhalten kann, damit ſich die in 
Rede ſtehende Aufgabe durch die gewöhnliche Methode der Maxima und Mi- 
nima auflöfen läßt. In dem enigegengefeßten Falle aber, einige Fälle aus 
genommen, wo ſich die Bedingungen des Marimums oder Minimums unmit- 
telbar aus der Form des Integrales ergeben, muß man die Curve, deren 
Absciſſe © und deren Orbinate Fa ift, vermittelfl der mechanischen Duadra- 
turen durch Punkte conflrniren, indem man alsdaun die Marima und Minims 
der Ordinate grapbifch beftimmt, 


$. 368. Wir wollen num annehmen, daß « nicht mehr eine 'in ver 
ganzen Ausdehnung der Integration in Beziehung auf x conflante, fondern 
eine mit x veränderlihe Größe bezeichnet, und um dieſen Umftand beſſer an- 
zudeuten, wollen wir für ven Buchflaben = ven Buchflaben y feßen, wodurch 
man gewöhnlich eine Function von x zu bezeichuen pflegt. Man kann alsdann 
fragen, was für eine Function y von x fein muß, wenn fie das beftimmte 


Integral: 
b 
VI fxy)dx di) 


zu einem Marimum over Minimum macht, und alsdann gefchieht es fogar, 
dag fih diefe Aufgabe, welche von der vorhergehenden fehr verfchieben iſt, 
ohne vorhergegangene Integration auflöfen läßt. Denn wenn man den Werth 
von y als Function von x durch die Gleichung: 


— 
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beftimmt; fo erhält jedes Clement des Integrales feinen größten over kleinſten 
Werth, welchen e8 annehmen kann, fo dag das Integral felbfi, welches vie 
Summe dieſer Elemente bildet, feinen größten oder Fleinften Werth bekommt. 
Diefer Schluß fest jedoch voraus: 1) daß man das Integral ald eine Summe 
von Elementen betrachten Tann, fo daß die Function flx,y) innerhalb der In⸗ 
tegrationsgrenzen nicht unendlich wird, und 2) daß der aus der Gleichung (2) 
abgeleitete und durch eine Function von x ausgebrüdte Werth von y bie 
Functivn flx,y) befländig zu einem Marimum oder Minimum mact, und 
zwar in ber ganzen Ausbehnung der ntegrationsgrenzen. Die Aufgabe würde 
ihre Natur ganz verändern, wenn dieſe Bedingungen nicht erfüllt würden. 


II. Srincipien ver unter vem Namen der Variationsrechnung bekannten Methode. 


$. 369. Hierdurch werben wir auf die IUnterfuchung eines allgemeinen 
Falles geführt, welcher weit wichtigere Anwendungen geftattet, nämlich auf bie 
Unterfuchung des Falles, wo bie Function unter dem Integralzeichen f nicht 
blos die als Function von x betradtete Größe y, fondern auch ihre Ablei- 
tungen y’, y“, ꝛc. enthalt, und wo es darauf ankommt, den Werth von y als 
Function von x anzugeben, welder das gegebene Integral zu einem Maximum 
oder Minimum macht. Dffendar fann man innerhalb der Integrationsgrenzen 
nicht die Functivnen y= yx angeben, ohne dadurch die abgeleiteten Functionen 
ıx, px, x. zu beflimmen, und ebenjo wenig kann man biefe Function ver- 
ändern, ohne daß alle Ableitungen berfelben entiprechende Veränderungen er- 
fahren. Die Bartation ober Veränderung des Integrales iſt alfo implicite 
durch die Veränderung der Function y allein beftimmt und die ganze Schwie- 
rigfeit der Aufgabe befteht darin, den Zufammenhang der Variation von y mit 
den fubordinirten Variationen der Ableitungen y’, y', ꝛc. unmittelbar anzuge- 
ben. Diefes ift die Aufgabe, wovon Lagrange durch Anwendung eines be= 
fondern Algorithmus, welden man die Bariationsrehnung genannt hat, 
nnd welcher im Grumde nichts anderes iſt, als eine glückliche Modification des 
Differenzialalgorithmus bei feiner Anwendung auf die Variation der Integrale, 
worin eine unbefannte Function mit ihren verfchiedenen Ableitungen unter dem 
Integralzeichen / vorkommt, die elegantefte Auflöfung gegeben hat. 


$. 370. Man wird in der Analyfis fortwährend auf die Betrachtung von 
Zunctionen geführt, welche befondere und von einander unabhängige Variationen 
oder Beränderungen erfahren, und alle Functionen mit mehreren von einander 
mabhängigen veränderlichen Größen gehören zu diefem Falle; allein nichts if 
mehr Dazu geeignet, die Coexiſtenz mehrerer verfchiedener Arten der Berän- 
derung zum beutlihen Bewußtfein zu bringen, als die Betrachtung der Be— 
wegungen eines materiellen Syſtemes. Wir wollen uns einen biegfamen, nicht 
efpannten und an feinen beiden Enden befeftigten Faden denken, welcher feine 
dane und Form verändert, und blog der Einfachheit wegen annehmen, daß die 
Curve, weldhe der Faden bildet, immer in derfelben Ebene Tiegt; fo werben 
die Coordinaten x, y jedes auf fefte Aren, welche in dieſer Ehene liegen, be— 
zogenen Punktes des Fadens, die Richtung der Tangente in dieſem Punkte, 
fowie die Größe und Richtung des Krümmungshalbmeflers in Folge der Korm- 
veränderung des Fadens verändert, nnd man muß diefe Veränderungen nicht 
mit denen verwechfeln, welche bei dem Uebergange von emem Punfte des 
Fadens zu einem andern unendlich nahe liegenden ſtattfinden. 
Algemein, es ift zur Befeitigung jeder Zweibeutigfeit zweckmaͤßig, die 
fih auf diefe beiven Veränderungsarten beziehenden Veränderungen durch ver⸗ 
ſchiedene Zeichen anzubenten. Sp fünnte man 3. B. durch d.z, d,z die in 





330 


Beziehung auf x und y genommenen Differenziale einer Function = mit zwei 
unabhängigen veränderlichen Größen x,y bezeichnen ($. 118), und wenn ma 
bie Indices der Differenziale dz gewöhnlich Hinwegläßt, fo gefchieht dieſes 
wegen der dieſe Differenziale faſt beftändig begleitenden Nenner dx, dy, welche 
gewiflermaßen wie die Indices jebe Zweibeutigfeit befeitigen. 

Bei der in Rede ſtehenden Aufgabe, wo es einzig und allein darauf an 
fommt, aus dem Audbrude der Bariation eines Jutegraled vie fuborbinirten 


® U [2 ⸗ d — ⸗ 
Variationen, wie die von ri ober von dy, zu eliminiren, bamit man blos 


noch die Variationen behält, welche unabhängig umd willkürlich bleiben, wie 
die von y, betrachten wir diefe Baration von yauf eine ganz allgemeine Weiſe 
und nicht in Beziehung auf eine beflimmte andere veränderliche Größe als ı, 
wovon y abhängen würde, und alsdann fann man das von der Veränderum 
der Absciffe herrührende Differenzial dy weder durch Indices, noch vurh 
Nenner von der andern Veränderung von y, welche vom der Formverändermg 
der Function y= gyx herrührt, unterfeheiden, obgleich man fich diefe Jorm 
veränberung als von der Veränderung eines in der Function x vorkommen 
den beliebigen Parameters herrührend vorftellen kann. Man iſt daher übe 
eingefommen, die von der Kormveränderung der Function herrührenden unentlid 
Heinen Veränderungen durch das Zeichen d anzudeuten, und indbefondere Ba: 
riationen zu nennen, indem man die durch das Zeichen d amgebeuteten Ber: 
änderungen, welche von ver Veränderung ber Absciffen oder von dem lieber 
gange von einem Elemente des matertellen Syſtemes zu dem nächften herrühren, 
auch fernerhin Differenziale nennt. 


$. 371. Wir wollen daher annehmen, daß die Curve MN (dig. 8) 
in Folge der dur das Zeichen 5 angebeuteien Bariation in bie Eure AN 
übergeht; fo entſprechen die Puncte m‘, m’, der zweiten Curve den Puxcter 
m,m, ber erften, und biefe den Absciſſen x, x dx. Nun ift aber: 

wp=y, mp, =y7dy, mp=y-+4öy 

m’, p, =m,p, tö mp, Zmp' +d-mip‘, 
ober vielmehr: 

td +ößH+d)=y+6y+dg + dy), 
und folglich: 


ödy — döy. 3) 
Man hat alfo au: 
öd?y == dödy == d2öy, 
und allgemein: 
Öödty==d.öy, 


vermöge welcher Relation man immer das Zeichen Ö hinter das Zeichen d 
fegen kann. Üebrigens fieht man leicht ein, daß diefe Relation auch flattfinder 
wärbe, wenn d,ö feine unendlich Heinen, fondern endliche Veränderungen at 
denteten, oder vielmehr, daß diefe Relation nur deswegen an der Grenze der 
unendlichen Kleinheit der Veränderungen ftattfindet, weil fie für endliche Ver⸗ 
änderungen ftattfindet. Ueberdies ift die Formel (3), wofür man 

ödz = döz 


ſetzen kann, nach den oben gegebenen Erflärungen gleichbebeutend mit der iM 
$. 123 bewiefenen Formel: 
d,d,z==d,d,z, 
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Die Schläffe im $. 366, vermöge welcher man bie Ordnung der Zeichen 
‚, A umfehren darf, find auch auf die Umftellung der Zeichen /, Ö anwendbar, 
und man hat folglich: 


ö “U yax N öV «dx, 
X, X, 


In dieſer Transpofition der Zeichen beſteht die erſte Grundregel der Methode 
der Barlationen. 


$. 372. Wenn ed nun darauf anlommt, die Variation eines beſtimmten 


Integrales 
* “U yaz, N 
Xo 


worin V eine Function von x,y,y4,yÜ, ıc., oder was auf daſſelbe hinausläuft, 
eine Aunction von x, J, dy, d2y, ꝛc. ift zu finden, und wenn bie Entwirelung 
der Variation ein Glied von der Korm: 


* HNody 


X, 


gibt; fo verwandelt man dieſen Ausdruck zuvoörderſt in: 


VAR 2döy. 
X, 


Alsdann hat man, wenn man theilmeife integrirt, und den Werth einer Func- 
tion U an der obern Grenze des Integrale weniger ihrem Werthe an ber 
untern Grenze mit 

[U] 


J. ni 2döy = [2öy]! -/ dß2 + öy. 
x, X, 
Ebenfo fände man durch zwei fucceffive theilweiſe Integrationen: 


V. *t Qodey — / X Qdıöy 
{! Xo Xo 


— [2ödy]i — [UR5y]} N 1202.8y, 
X, 


u. ſ. f., fo daß unter dem Integralgeihen SF nur noch Glieder Bleiben, welche 
mit der Bariation dy multiplicirt ſind, und die Bariationen ödy, öd?y, x. 
auf vie im 6. 369 angegebene Weiſe fortgefhafft find. Diefe Reductionen 
bifven die zweite Grundregel der Variationsrechnung. 


6. 373. Die Variation des beflimmten Integrales (V) erhält man auf 
die alfgemeinfte Weiſe, wenn man nicht blog die Function y und ihre Dife 
ferenziale dy, d?y, sc, fondern auch die Beränberlihe x und ihr Differenzial 
dx zu gleicher Zeit variiren Jäßt, was auf die Annahme hinauslaͤuft, daß fich 
jever Punkt des im $. 370 betrachteten biegfamen Fadens fowohl in dem 
Sinne der Absciffen x, als in dem der Ordinaten y auf eine beliebige Weiſe 
verrüdt, oder verrüden Tann. Dieſes vorausgefegt, fei 


dV — Xdx 1 Ydy -+ YOdy! + YDdyl 2 YOdy!U + x, 
wo X, Y,Y»,Y®, Y@), sc. Functionen von x, y, y’, y', y’%, x. find, welche 
man durch Differenziation findet, fobald die Function V gegeben iſt; fo hat man 
dY - + ! 


Fo 
— ⸗ r . 


Ar * 


bezeichnet 
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òV = Xox + Yöy 4 YMdy! + YDöyıt ν + x, } 
und nach dem eben Gefagten, 


af“ Var Voax + /" axoV 
Xo X) X, . 


— [Vöx]i + S. X (dxöV — dVöx), 
X, 
Die Werthe von dV und ÖV geben: 
dxöV — dVöx = Y(dxöy — dyöx) —- Y(!)(dxöy’ — dy’öx) 
t YOldxdy" — dy!öx) 4 YOldxöy! — öy!öx) 1. 
Andererfeits bat man: 


— —y 
yo dy — dxödy — dyödx — döy — y’döx 
dx dx? dx 
— y 
— d(öy—y x) ylöx, 
dx 
d(oy — y'!öx) d2(öy — y/öx) 
U 22 —7 — wi — u ui 
3(öv — yl 
öyılı —— 4- yllöx, ıc. 

dx 


Wenn man aljo der Kürze wegen 
öy — ylöx = Öu 
febt; fo erhält man durch Subftitution : 


ö V. T Yax = [Vöx]ı 
Xo 


N % Yaxdu 4 YOdda 1 Yy@a. U, yag. Ede 
x. dx dx? 


Nach der Regel im vorhergehenden $ verrichtet man nun fo viele theilweile 
Integrationen, als erforberlih find, um alle Differenzialzeichen d der Baria- 
tion da unter dem Zeichen / fortzufchaffen. Subftituirt man alsdann für du 
feinen Werth wieder und läßt immer das Zeichen 5 auf das Zeichen d folgen; 
fo erhält man die folgende Formel: 

dY@) dg2y@ 


x 
vax— a, er _ 
ö *  Ver=[Vört AO 4 ar 807 — 10 





+9 — ‚I + 2.(d&y—ylöx) + 2]i ; (A) 
2. . 33 





dd da v 4ay60 
+/, 0-45 a + 107 — One. 


dx dx? 

diy@ 
die 

dx! 

Functionen y, y y“, ꝛe., welche in Ye) vorkommen konnen, als unentwidelte 

Functionen von x betrachtet find, fo daß dieſe Ableitungen nicht würden ver- 


(winben fönnen, ſelbſt wenn die Veraͤnderliche x nicht explicite in YA) vor- 
me, 





Es iſt zu bemerken, daß bei ver Beſtimmung der Ableitungen 
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Sol nun das Integral (V) ein Marimum vder Minimum werben, 
fo muß feine Bariation verfchwinden, von welcher Beichaffengeit die durch Sx, 
öy bezeichneten und mit x innerhalb der Ausdehnung des Integrales beliebig 
veränderlichen \incremente auch fein mögen. Es muß alfo jedes Element des 
Iniegrales, welches im zweiten Theile der Gleihung (A) bleibt, einzeln ver- 
ſchwinden, und folglich: 

| dyı) day?) dsy®) 

x dx dx? dx3 x. 0 (@) 
fein. | 

Wenn fih der erfle Theil der Gleichung auf eine Eonflante oder anf eine 
bloße Function von x reducirt; fo fann fie nicht mehr zur Beflimmung einer 
Function y=gx dienen, welche der Bedingung des Marimums oder Mini⸗ 
mumd Genüge leiftet, und die Aufgabe iſt unmöglih. Im Allgemeinen kann 
die Gleichung die Größen x, y, y'r.... yCc) enthalten, wenn 70) die höchſte 


nY(n) 
in V vorkommende Ableitung if; denn alsdann iſt + * das letzte Glied 


des erſten Theiles der Gleichung (a), und wenn y) in Yo) vorkommt, fo 
entfteht durch die Bildung diefes Gliedes die Ableitung yEe), weil nach dem 
eben en yo wie eine unentwidelte Function von x behandelt wer- 
ben muß. 


$. 374, Ehe wir weiter geben, wollen wir bemerken, ba, wenn x feine 
durch 5 ausgedrückte Variation erführe, oder wenn öx== 0 wäre in der For⸗ 
mel (A), die Beringung, daß die unter dem Zeichen f befindliche Größe 
Element für Element verſchwinde, auf biefelbe Gleichung (a) führen würde; 
es würde nur bie Form der Glieder, welche fich auf die Integrationsgrenzen 
beziehen, verändert, fo wie die Gleichungen, welche man daraus ableitet, wenn 
man biefe Glieder SO fett, damit die Totalvariation des Integrales ver- 
ſchwinde. Diefes Täßt fih durch geometriſche Betrachtungen erflären und direct 
beweifen. Denn es ſei MN (SFig. 88) die Curve y=yx und MIN’ die 
Eurve, in welche die eben erwähnte in Folge der Bariation von y und von x 
übergeht. Dan kann ohne Unterfchied annehmen, daß ein beliebiger zwifchen 
den Endpunkten der erften Eurve liegender Punkt m derſelben auf der varlirten 
Curve einem Punkte m’ entipriht, deſſen Absciffe und Ordinate von ber 
Absciſſe und Drdinate des Punktes m verſchieden find, oder einem Punkte u, 
welcher viefelbe Absciſſe al8 der Punkt m hat, und deſſen Ordinate blos ver- 
ändert iſt. Aber wenn die Endpunkte M, N nicht dieſelben Absciffen haben, 
als die Endpunkte MM, N’, fo muß man annehmen, daß ſich die Absciffen und 
Ordinaten an den Grenzen gleichzeitig geändert haben, Dan muß aljo auf 
diefe Veraͤnderlichkeit der Absciffen in ven Grenzgleihungen Rüädficht nehmen, 
wenn bie Abseiſſen der Endpunkte nach der Natur der Aufgabe nit unver- 
änderlich find, und da es gleichgültig iſt, ob man zwilchen den Grenzen darauf 
Rückſicht nimmt, over nicht, fo muß bie Gleichung, welche die Eure zwifchen 
den Grenzen beſtimmt, biefelbe bleiben. 

Wenn man der Absciffe x eine Variation ertheilt, fo iſt die Variation 
öy nicht mehr = up— np, wie wenn die Absciffe unveränberlich ift, fon- 
dern = mp! — mp, Man hat alio: 

up = m/p! — m/v — m/p! — in, 
wenigſtens, wenn man mi — um feßt, oder bie unendlich Feine Größe ber 
zweiten Ordnung döy vernadhläfligt. Folglich ıft: 
up =y-+ 07 — y'öx, 
Cournot, Theorie der Functionen ıc, 25 
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and man muß mithin in den in ber Borausfeßung der Ilnveränverlichkeit von 
x abgeleiteten Formeln öy r y’öx für öy fegen, um vie Variation von xu 
—— p given. Aus demfelben Grunde muß man öy’ — y'öx für öy 
eßen u. 1. f. 


5. 375. Man erhält die gefuchte Relation y=gyx, welde ver Be 
dingung des Marimums oder Minimums genügt, wenn man bie Gleichung (a) 
integrirt, d. 5. wenn man von dieſer Gleihung zwifchen x, y, y/,.... y2 zu 
der Gleichung zwiſchen x, y, woraus fie abgeleitet iſt, und welche die Form: 

D(x, Y a, A, an )==(0, (2) 
bat, WO Aa, , A,yr..A2,n willkürliche Conſtanten „der Parameter find, yurüd- 
geht ($. 164). Die Integration der Differenzialgleichungen werben wir fpäte 
abhandeln, und für den Augenblid genügt es, anzugeben, wie bie durch be 
Integration eingeführten willfürlihen Conftanten nach den Daten der Aufgake 
beflimmt werben. 

Wenn man ven zweiten Theil ber Gleichung (A) nach Hinweglaffung dei 
Gliedes mit dem Zeichen /, welches vermöge der Gleichung (a) verſchwädet, 
gleich Null ſetzt; ſo erhält man vie Gleichung: | 

(2) 2y(3) 
[Vöx + a0 — I + IT — 0) dr — 100 


dx? 


ra — —* +2) (65 — y'öx) + 20] =0. () 


welche man auf die Form: 

3,6x,+ Y,öy, + F,Wöy, +...4 Y,0705y,0-0 
— (3,52,+ Ydy, + HWöy,t..+ K,E-P 55,0 MI)=0, 6) 
bringen Tann, wenn man burch: 


Fr F,ı YO, Yen, (c,) 
befannte Functionen der Anfangswerthe x,, Yo Jo, 2%. und buch: 
3, FF, F%,... Fe» (e,) 


Bunetionen bezeichnet, welche auf diefelde Weife reſp. aus den (Enbwerihen 
X, Yır Yır?. zufammengefegt find. Wenn nun die Werthe der Enbgrößer: 


X A535 Yor Jı5 Yoı 193 ꝛc. (4) 


Eonflanten find, welche unmittelbar durch die Bedingungen ber Aufgabe ge 


geben werben; fo find ihre Bariationen: 


ÖX,, ÖX,5 Öyyr öyı5 Öyor Örı5 ⁊. (e) 


Null, die Gleichung (F) wird von ſelbſt erfüllt, und man hat zur Beim 
mung der in bem Integrale (a) vorfommenden willkürlichen Eonſtanten eben 
viele Gleichungen von der Form: 

D (xy Yor Br Ay. u)0, 

® (x, Jr ar Ay. am)—0; 

Dix, Yor Vor Ayr Ayr ++) —0), 

Dix, Yır Yır Ar Ay an) 0; ⁊. 
wo bie Funchon O durch die unmittelbare Differenziation ber Function 0 
erhalten wird u. f. f. 

Wenn Feiner der Werthe der Größen (d) gegeben ift; fo find ihre Dr 

riationen unbeftimmt und unabhängig. Man kann alfo der Gleichung (2) MM 
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dadurch genügen, daß man jeden der Factoren (c,), (e,), einzeln gleich Null 
ſetzt, und die fo erhaltenen Gleichungen vertreten die Stelle derer, welche bie 
Werthe der Größen (d) direct geben würden, fo daß man immer zur Be— 
flimmung der in dem Integrale (a) vorkommenden willfürlichen Conſtanten die 
binreihenden Bedingungen hat. 

Wenn endlich zwifchen den Größen (d) eine gewiffe Anzahl von Be⸗ 
bingungsgleihungen f, =0,f, —=0, ꝛc. flattfinden, fo leitet man daraus nach 
6. 154 die Relationen zwifchen den durch: 

" öf, =0, oͤf, =0, U. () 
ausgedruͤckten Variationen (e) ab, eliminirt aus der Gleichung (2) vermittelſt 
der Gleichung (CF) fo viel Variationen, als die Anzahl der Gleichungen (f) 
Einheiten hat, und fest dann die Multiplicatoren der nicht eliminirten und 
willfürlich gebliebenen Variationen einzeln gleih Null, wodurch dieſer Fall auf 
bie beiden zuerſt betrachteten zurückgeführt wird. 


6. 376. Auch ift zu bemerken, daß die Function V einen ober mehrere 
der Grenzwerthe (d) enthalten Fönnte, weldhe in ver Gleichung (A) noth- 
wendig vorkommen. Alsdann muß man, indem man die Variation öV nimmt, 
die fraglichen Größen variiren laſſen, wofern ihre Werthe nicht nach den Be— 
bingungen der Aufgabe conflant find, Wenn z. B. x,, in V vorläme und 
* = 6 wäre; fo wäre die Variation von V in Beziehung auf dieſe Größe 

0 
= Oöx,, und wenn man die Function SOdx mit © bezeichnete, fo hätte man 
in der Gleichung (A) und folglich in der Gleichung (A) ein neues Glied: 
(9, — O,)0x, ' 


aber die Gleichung (a) bliebe unverändert. 


$. 377. Wir wollen nım annehmen, daß bie Function V zwei Func⸗ 
tionen y,z der Beränderlihen x und ihre Ableitungen y, z'; y', 2"; ıc. ent- 
halte, wie dieſes bei den Aufgaben über die Linien von doppelter Krümmung 
vorkommt. Wenn man 


dV = Xdx + Yay + YDay! 1 YOdyı 4 YOdyu ı, 
+ Zdz + ZUldz! 1 Z2Ddz! + ZWddzitl I. :c, 
fegt, fo kann man, ohne bie Rechnungen zu wieberholen, welche bie Formel 
(A) gegeben haben, ſetzen: 


ö JA " Vdx = [Vöx]ı ] 


dY(2) dy(a) 
+ [70 +26.) (87782) + (X a = +) (dr y"ör)tieli 


dz%) — +10.) (öz!—öx)+1c.]! (B) 





+ (20T _ +10.) (d2— dx) + (za 
dx dx 
2. DW Ay ZW 
N tr a Hl Or rd 
x, d2) d2z9) d328 ; 
fe ER IE nano 


Diefe Formel führt zunächft auf die beiven Gleichungen: 
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YO) Ara dsy® 


Y— _ — — — — 
dx + dx? dx? + 0 
420) 4220 d3Zz13) 
2 — — — — — ‚= 
dx r dx? dx3 r# 0 


welches im Allgemeinen fimultane Differenzialgleichungen find ($. 165), deren 
Integration fi, wie wir gefeben haben, auf die einer gewöhnlichen Diffe- 
venzialgleichung mit zwei veränderlihen Größen zurüdführen laͤßt. Geſegt, 
biete integration wäre verrichtet, und man hätte die buch x ausgebrüdten 
Werte von y,z gefunden, welche bei der gehörigen Anzahl willfürlicher Con- 
le ben vorhergehenden Gleichungen auf bie allgemeinfle Weiſe genügen, 
o blieben noch die Werthe dieſer willfürliden Conftanten vermittelſt der ſich 
auf die Integrationsgrenzen beziehenden Bedingungen zu beflimmen, und es 
ift nicht nöthig, hier über dieſe Ausdehnung der weiter oben ($. 375) ange- 
deuteten Rechnungen ein Mehreres zu fagen. 


$. 378. Die Beränberlicen x, y, 2 fönnen dur eine Gleichung: 
F(x, y, 3) = 0 (£) 
mit einander verbunden fein, wie bei ven Aufgaben über Linien, bie in einer 
gegebenen Flache Liegen müffen, fo folgt: 


dF dF dF 
5845 õy 75060. 


Vermittelſt dieſer Gleichung ſchafft man öz ans der Formel (B) fort, und 
wenn man den unter dem Integralzeichen befindlichen Eoefficienten von öy oder 
von Öx nah der Subflitution = 0 feßt; fo erhält man die Differenzial- 
gleichung: 
dF dYi) dF dzi) 

(r- te)- (2 - te =, 


dz dx dx 


worang man z vermittelft der Gleichung (g) fortfehaffen Fann. 


$. 379. Wenn die Anzahl der VBeränverlihen und die der Bebingungs- 
gleichungen beträchtlicher wäre, fo würde die Eliminationgrechnung durch An: 
wendung ber Methode der unbeflimmten Multiplicatoren eleganter gemacht 
($. 154); aber die Anwendung diefer Methode ift befonders dann bemerfend- 
werth, wenn die Bebingungsgleichungen nicht blos bie Veränderlichen x, y,z.. 
fondern auch ihre Ableitungen y’,y',... a2, 2%,...2:c. enthalten, und es kommt 
alsdann darauf an, die Variationen der abgeleiteten Functionen blos von denen 
der urfprünglichen Functionen abhängig zu machen. 

Es fer alfo: 

Felx,yyly"yorr 22,2%...) 0 . (h) 
eine ſolche Gleihung, fo hat man ÖF=O ımd auch AÖF=O, wo A einen 
unbeftimmten Multiplicator bedeutet, und da diefe Gleichung für alle zwiſchen 
ben Sntegrationdgrengen liegende Werthe von x,y,2,... flattfinden muß, fo 
at man andh: 


"AöFdx— 0; ch 
aber alsdann bezeichnet A einen Factor, welcher ſich mit ber Absciſſe ver⸗ 


aͤndern Tann, oder eine unbekannte Function von x iſt. Die Gleichung Ci) if 
die Summe unendlich vieler Gleihungen, wie AöFdx = 0, wo die Beränder- 
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lichen x,y,2,... und ber Eoefficient A für ale biefe Gleichungen im Allge⸗ 
meinen verfchievdene Werthe haben, 
Die Werthe von y,a,... als Functionen von x, welche das Integral: 


JS Vdx 
Xe 


verſchwinden machen, rebuciren alfo auch das Integral: 
* (8 + Vdx > AöFdx). (k) 


auf Null. 

Nah den Regeln der Elimination durch bie Methode der unbeflimmten 
Multiplicatoren muß man nach ver Einführung des unbeflimmten Factors A, y,z 
als von einander unabhängige Functionen von x betrachten, ſo bag man, 


wenn man 
dF Xdx + rdy + rWdy! + May + ıc. 
+ zds — X 
und nach der Anwendung der gewöhnlichen Methode der Variationen auf das 


en (k) die Sactoren von öy, Ööz unter dem Zeichen einzeln — 0 fest, 
erhält: 








dx) d?Y@ d+Arl) _ d2.Ar® 
Y 1 CE  — — A ——— — . — 
u trag etriro * 0 | 
z__ 120 | d?Z@ Fa dis) 2.20 og Ci) 
dx dr IC. zn de — — 2 — Vs 








Werben bie drei Gleichungen (Ch) und CI) gleichzeitig integrirt, fo geben fie 
die Werthe von A,y,z als Functionen von x und ben willkürlichen Eonftanten, 
und durch Elimination von A Tann man die Werthe von y,z als Functionen 
von x und der durch die Integration eingeführten Conftanten einzeln erhalten. 
Werden die Grenzgleichungen auf eine ähnliche Weiſe behandelt; fo beflimmen 
fie die Anfangs- und Endwerthe der Function A,y,= und ihrer Ableitungen, 
und folglih die durch die Integration eingeführten willkürlichen Conflanten. 
Beſonders bei den Anwendungen ber Berechnung der Variation der Integrale 
auf Probleme der Mechanik, wo man die Körper als continnirlihe Maffen 
betrachtet, ift diefe Theorie der veraͤnderlichen Deultiplicatoren von hoher Wich- 
tigfeit, worüber man insbefonvdere die Mecanigue analytique von Lagrange 
zu Rothe ziehen muß. Bei den Aufgaben viefer Art iſt die Function A nicht 
mehr eine blos zur Bequemlichkeit der Rechnung eingeführte Hülfsveränberliche, 
fondern fie bezeichnet eine gewiffe befondere Größe, deren Werth unumgäng- 
lich nothwendig angegeben werden muß, wenn bie Auflöfung ber Aufgabe voll- 
fändig fein foll. 


$. 380. Diefes führt uns anf die Erörterung der Theorie der rela- 
tiven Marima und Minima. Man fagt, man ſuche ein relatives Marimum 
oder Minimum, wenn es darauf antommt, bie Function y — px zu beftim- 


mem, welche das Integral N Vdx zu einem Darimum oder Minimum 


macht, mit dee Bedingung, daß ein anderes integral YA *T Ldx r welches 
° 


von derſelben Function y abhängt, einen conſtanten Werth behält. Diefes ift 
im Allgemeinen die Aufgabe, welche man fich bei den iſoperimetriſchen 
Problemen ſtellt, welde darin beftehen, unter den Eurven von berfelben 
Länge, d. h. unter denen, für welche das Integral: 
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einen conflanten Werth behält, diejenige zu beftimmen, beren Oxbinate y bie 
Eigenfchaft Hat, das integral: 


Se Vdx 
X, 


zu einem Marimum ober Minimum zu machen, 
In einem ſolchen Falle find die Variationen dee Coordinaten x,y durch 
die Beringungsgleichung : 


f Ldx =0 
Xo 


mit einander verbunden, und wenn man das Eliminationsverfahren bar bie 
unbeftimmten Multiplicatoren anwenbet; fo ergibt ſich daraus: 


ef Vax +15 /,"' Lix — 0 


wo A einen conflanten Eovefficienten bezeichnet, ober: 
af (VMDMdX O. (u) 


Der Eoeffieient A iſt conflant, weil man bier nur eine Bebingung 
gleihung Kat, welche ſich auf den Werth eines Integrales bezieht, und nicht, 
wie im vorhergehenden 5, unendlich viele Bedingungsgleichungen, wovon jede 
für die Coordinaten in Beziehung auf ein Element des Integrales fattfinbel, 
Terner ift einleuchtend, daß, wenn das Integral: 


X} 


einen größten over Heinften Werth hat, und das Integral: 


Se Ldx 
Xo 


sonftant bleiben muß, die Summe: 


YA Var +1 /,” Ldx =/ (V-L-ALyar, 


wo A eine eonftante Zahl bezeichnet, auch einen größten ober kleinſten Bert) 


hat. Die Function y=yx, welde man beftimmt, wenn man bie gewöhnt | 


lichen Regeln ver Variationsrechnung auf die Formel (m) anwendet, enthält 
bie unbeflimmte Conſtante A, deren Werth man durch die Bedingung beftinml, 


daß das Integral /_"* Läx, worin y und folglich A vorkommt, einen cm 
flanten und gegebenen Werth hat. | 


‚ 3a demfelben Refultate kann man auch auf folgende Weife gelangen 


Wir wollen 
SLdx = z, ober n-®_o (2) 
dx 


fegen; fo iſt = eine Function von x, welche man vermittelft der Gleichung (") 
als mit y und mit x verbunden betrachten kann. Man muß alfo in vielem 
Salle die Methode im 5. 379 anwenden, indem man bie Gleichung (e) alt 
eine Bebingungsgleigung behandelt, wodurch man erhält: 
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Sc [ö ‚ Vex--Aö» (u — )de} 0, 


SI 1 Er "Nds 4 
X, dx x, 
gibt durch theilweiſe Integration: 


Das Glied: 


Die Beränderlihe = kommt übrigens weber in V, noch in L vor, fo daß 
das Glied mit der unabhängigen Bariation ös nicht verfchwinden Fönnte, 
wenn nicht: 

Mo, ober A == const, 
dx 
wäre, 

Man bat au: 

Aöz]i = A(dz, —6s,)=0, 
weil A ceonflant und nach der Vorausſetzung die Größe: 


Xı 
2, —2, =/, Ldx 
X) 


ebenfalls conftant ift, To daß man nur noch die Variation bes Integrales: 
Norm, 


wo A einen conftanten Eovefficienten bezeichnet, verſchwinden zu laſſen braucht. 
Diefe Analyfe erſtreckt fich fogar auch auf ven Fall, wo man eine größere 
Anzahl von Integralen hätte, die conflante Werthe behalten müſſen. 


$. 331. Bisher haben wir nur die gemeinfchaftlichen Bedingungen des 
Marimmms oder des Minimums betrachtet; allein ed müßten auch die Mittel 
zur allgemeinen Unterjcheivung des Maximums und Minimums und zur Er- 
Iennung der Ausnahmefälle, wo die Variation des Integrales verfchwinden 
fann, ohne daß deswegen ein Maximum oder Minimum ftattfindet, angegeben 
werben. 

Nach ven allgemeinen Prinzipien über bie Marima und Minima ($. 91 
und folg.) fieht man fofort ein, daß fich diefe Analyfe der Beflimmung ver 
Bariationen der zweiten Ordnung eines Integrales oder der Variationen feiner 
Bariationen anfchließen muß; allein bei den gewöhnlichen Anwendungen braucht 
man in diefe complicirte Analyfe nicht einzugehen, weil fih aus der Natur 
ber Aufgabe die Unmöglichkeit des Maximums öder Minimums erfennen läßt; 
fo daß über den Sinn des erhaltenen Refultates Feine Zweideutigkeit flattfin- 
den kann, wenn gleich man blos die Variationen der erften Orbnung betrachtet. 

Auch iſt zu bemerken, daß wir uns nicht mit der Beflimmung des Maxi⸗ 
mums oder Minimums eines beflimmten Integrales befchäftigen, wenn bie 
Function unter dem Integralzeichen / zwifchen den \ntegrationsgrenzen durch 
das Unendliche gebt, fo daß vie Integrale nicht mehr als Summen unendlich 
Heiner Differenzialelemente betrachtet werden Tonnen. 

In dem folgenden Kapitel wollen wir zur Erläuterung der vorhergehenden 
allgemeinen Theorie einige Beifpiele betrachten. 


nn 
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Adtes Rapitel, 


Inwendungen der Berechnung der Variationen einfacher Integrale. — 
Ansdehnunug ber Methode ber Variationen auf Doppelte Integrale, 





I. Anwendungen ber Beflimmung ver Variationen einfacher Integrale auf Probleme 
über die Darima und Minima. 


$. 382, Bon ber fürzeften Linie auf einer gegebenen Ober- 
fläche. — Da die von einem Punkte auf eine Linie ober Fläche gefällte 
Normale die kürzeſte oder Yängfte gerade Linie if, welche man von biefem 
Punkte nach diefer Linie oder Fläche ziehen kann; fo ift Teicht einzufehen, daß 
bie längfte ober fürzefte Linie, welche zwifihen zwei Linien oder Flächen ge: 
ogen werben fann, die gemeinfchaftlihe Normale dieſer beiden Linien oder 
ächen if. Wir begnügen uns, die Anwendung der allgemeinen Formeln des 
vorhergehenden Kapiteld auf einen folchen einfachen Fall anzudeuten , und geben 
zu der Aufgabe über, welde zum Zwecke bat, die Fürzefle Linie zu beflinmen, 
bie man auf einer gegebenen Dberflähe zwifchen zwei feften Punkten oder 
zwifchen zwei feften krummen Linien auf der gegebenen Oberfläche ziehen Tann. 
Dffenbar würde die Aufgabe Feine Anflöfung geftatten, wenn man bie Be 
bingung des Marimums für die des Minimums fubftituirte, wofern man feine 
— 53* hinzufügte, wie z. B. bie, daß die geſuchte Curve eine ebene 
ein muß. 
Das Integral, welches zu einem Minimum gemacht werden ſoll if; 


VAR V'iFy2 +32. de, 
I =, 


worang folgt, wenn man „/ 1 y2 +22 =V fest: 
x, __ föx-H-y/öy-+- zöz]! 
IR Vix - | 


0 
y" za’ 
x, q (5) d (5) 
+ S. „Kl Orr); (ddr) |. 
‚ & ſei F(x, y, 2) S 0 die Gleihung ber Oberflähe, auf welcher ſich 
bie gefuchte Linie befinden muß, fo hat man: 
dF dE dF 
7z*845 y+,.e=0 
woraus folgt, wenn man dx unter bem Zeichen / wegſchafft und bie Mul 
tiplicatoren von öy,ö2=0 feßt: 

y’ 
dF_, om 1) ‚dF _ 
dx ’ı% vr: dy Tax 

j (1) 


zi y 

di dl - 
JdF' j (5 dF ) 
dz ) dx J ds dx ' 














X 
dy 
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Aber da fich die gefuchte Curve auf ber gegebenen Oberfläche befinden muß; 
fo find die Ableitimgen y’, =’ durch die Gleichung: 


dF dF dF 
— ı_ I. 


mit einander verbunden, und die beiven Gleichungen (1) werben ibentifch, wie 
es der Fall fein muß, und nehmen die Form an: 


Yy! z' 
ar 5) dF d (5 
dz d« dy dx (2) 


Zu diefe letzte Gleichung müßte man bie aus ber Gleichung ber gegebenen 
Dberflähe abgeleiteten Werthe von =, x! ald Aunctionen von x,y,y’ fubfti- 
iuiren und integriren; allein wie wollen unter Beibehaltung der Allgemeinheit 
der Function F aus der Gleihung (2) den Beweis einer charakteriftiichen 
Eigenſchaft der Curven ableiten, welche den Bedingungen der Aufgabe Genüge 
leiſten. Wenn man, wie gewöhnlich, mit s den Bogen ber Curve bezeichnet; 
fo Hat man die Gleichungen: 

y' __dy »' dz 

vs.’ Va 
vermöge welcher. fich die Gleichung (2) in die Proportion: 


dy dz 
va, 1) 
ds 


ds 


———n — I nd 
v . 


dy  dz 
verwanbelt, worand wegen der Symmetrie folgt: 


dx dy dz 
dF ‚dF dF_ ' 2) ° =) ’G z 
Fri iS er el Ser Per Sue Pu, 3) 
Aber wenn man durch A, u, »; Al, u,» die Winkel bezeichnet, welche bie 
Normale der gegebenen Oberfläche und der Rrümmungshalbmeffer der gefuchten 
Linie mit den Parallelen zu den pofitiven Coordinatenaxen bilden; fo geht bie 
Proportion (3) über in: | 
cos.A : cos. : cos.» :: cos. Al: cos. ul : cos. vl. ($, 228 und 237.) 
Folglich HA—=A, M, v—=vi, Alſo if die Dsculationsebene der auf 
der gegebenen Oberfläche fo gezogenen Linie, daß fie zwiſchen zwei beliebigen 
Punkten fürzer iſt, als jede andere Linie, welche in derſelben Fläche liegt, 
und durch biefelben beiden Punkte geht, auf ber gegebenen Oberfläche beflän- 


dig normal. 

8. 383. Die Grenzgleichung: 

FHTET 
_ io 1 | =0 
V 0 
wird von ſelbſt erfüllt, wenn die beiben Enppunfte ber gefuchten Curve be- 
flimmt und der Lage nach gegeben find, denn man hat alsdann: 
öx,—0, 5y,=0, 6.,=0; 6x, =0, ödy,=0, 5, =0. 

Wir wollen nım annehmen, baß bem nicht fo fei, ſondern daß jeber ber 
beiden Endpunkte ſich in einer auf der gegebenen Oberfläche gezogenen gege- 
benen Curve befinden müſſe; fo hat man in jebem biefer beiden Endpunfte, 
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‚wenn man ber Einfachheit wegen bie fie partieularifirenden Indices 0,1 hin- 


wegläßt: 
öx 4 ylöy—+ s/d2 0, 
ober: 


öy Öz _ 
| I+/'/2 tr". = . (4) 
Da fih nun ver Endpunkt (x,y, =) auf einer gegebenen Linie befinden muß, 
fo find = 7, = „ Größen, welche durch dieſe Linie beflimmt werben, und die 


eigenometiien Zangenten ber Winfel meflen, welche bie Prozectionen ver 
Tangente. dieſer Linie im Punkte (x,y, x) auf die Ebenen ber xy und ber zz 
mit der Are der x bilden. Andererſeits find y‘, 2“ die trigonometrifchen Tan 
genten der Winkel, welche die Projectionen der duch den Endpunkt der kürze⸗ 
ften Linie gezogenen Tangente auf dieſelben Ebenen y derfelben Are bilder. 
Die Gleichung (4) drüdt alſo aus, daß die Färzefle Linie die beiden auf der 
gegebenen Oberfläche Tiegenden Linien, auf welchen ſich ihre Endpunkte reſp. 
befinden follen, unter rechten Winkeln durchſchneidet. 


384. Ueber die Rotationsoberflähe von dem Fleinfen 
gtäßeninbalte — Man foll in der Ebene der xy die durch zwei gege- 
bene Punkte (x,,yo), (X,,y,) gehende Curve beftimmen, welche bei ihrer 
Umdrehung um die Are der x eine Rotationsoberflähe von dem Heinen 
er erzeugt. Das Imtegral, deffen Variation verfchwinden muß, iſt 
nad $. 3 


X, — — 
ν. ax @ 

und die Gleichung (a) im 6. 373 verwandelt fih in diefem beſondern Falle in: 

d IM __ d dy 

— vıirye 

—— oder 1 — — = 
Wenn man s zur unabhängigen Beränderlichen nimmt, fo — dieſe Glei⸗ 
chung die gem 

_ IN? _ ‚er_ 

1- (7) - I =(7 — rer) 2 (9 


Aber in berfelben Vorausſetzung hat man: 
dx dx dy diy __ 
m tan 
fo daß fi die Gleichung (6) in: 
dx 
dx dy  .dix _ ar 2) 


de ds 17 de? ds * 
verwandelt. Hieraus folgt: 


dx 
*— 8 
‚.=b (8) 


0, (Ü) 
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b eine willfürlihe Conſtante bezeichnet, und lich bat f 
zum Dunbente erhebt, nnd für de ea Berth Me Dal wan, wenn Tun 





bdy 
d= — —— 
yvan' (9) 
und endlich gibt eine nene Integration: 
„»__dy ‚tVYir—b 
x— x, _b — _blg{j — — . 
j Je ya? —b8 ae) 


Da die Coordinaten ber beiden Endpunkte gegebene Conſtanten find, fo 
wird die Grenzgleihung von felbft erfüllt. 

Nach ver Sleihung (8) drückt die Conflante b den Werth der Orbinate 
y für den Punkt ver Curve aus, worin die Tangente zu der Are der x pa- 
rallel ift, und der Werth derſelben koͤnnte näherungsweife beflimmt werden, 
wenn man die Wurzel der transcendenten Gleichung: 


x, — x, =blg. (tee) 
ytYyn—b 
Durch ſucceſſive Annäherungen berechnete. 

Um der Gleichung der Curve, welche ber Aufgabe Genüge leiſtet, die 
einfachfte Form zu geben, wollen wir die Are ber y durch ven Punkt der Curve 
gehen laſſen, worin die Tangente zur Are der x parallel iſt, was darauf hin- 
ausläuft, die Gleichung (9) unter der Borausfehung zu integriven, daß man 
zugleich x—= 0 und y—b hat; fo kommt: 


x blog. (HE), NEyTuee, 


folglich : 





‚=> eo 155). (10) 


Aus der Gleichung (8) folgt alsdann, wenn man ven Punkt, deſſen Absciffe 
Null if, zum Anfangspunfte der Bogen nimmt: 


j =./ sa=- eo 
b/o 2 


Die Curve, deren Gleichung wir eben gefunden haben, iſt unter dem Na- 
men der Kettenlinie befannt, weil, wie in ber Mechanik bewielen wird, 
ein fehwerer homogener, vollfommen biegfamer und an beiden Enven aufge- 
bangener Faden, die Geflalt dieſer Curve annimmt, Galiläi, welder ſich 
damit befchäftigt Hat, verwechfelte fie mit der Parabel, aber Leibnitz Hat die 
Eonftruction derfelben anf die zweier logarithmiſcher Linien, welche aus ber 
Gleichung (10) folgt, zurüdgeführt. 

Die Kettenlinie bietet, wie bie Eyeloive, außer den bereits angeführten, 
noch mehrere merkwürdige Eigenfhaften dar, Es fei DIBM' (äig. 89) eine 
in Beziehung auf die Are OY fymmetrifche Kettenlinie und IX! die Are, um 
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welche fih die Curve drehen muß, um bie Rotationsoberfläche von dem klein⸗ 
ſten Slächeninhalte zu erzeugen; fo vrüdt die kleinſte Ordinate OB ben Pa⸗ 
rameter b aus, Vermöge der Gleichungen (8) und (10) hat man: 


27 dy_ y 
Vorlsh ren 
fo daß in aflen Punkten ber Rettenlinie die Normale ($. 172) und ber Rrüm- 
2 
mungshalbmeſſer ($. 193) ben gemeinfchaftlichen Werih * haben. Im She 


tel B Hat der Krünmmungshalbmefler feinen Fleinften Werth und ıfl dem Pa- 
rameter b gleich. 

Wenn man von dem Fußpunkte P der Ordinate PM = y auf bie Tan 
gente MT das Perpendikel Pu fallt; fo bat man: : 

| Pu: MP::PT.MT. 
Es ift aber: | 








umd folglich bat das Perpendifel Pu einen conflanten Werth und ıfl dem Pa⸗ 
vameter b glei. Hieraus folgt: 


Mu = Vy —b2, 
Die Fläche OBMP wird ausgedrückt buch: 


Nr I —bV 'y pe 
0 y Vy — b2 
und wegen ver Gleihung (8) hat man: 





Bog. BM ⸗ —1 = ydx — Vy — b2, 
b/ oo’ 


Die Rettenlinie iſt alfo eine Eurve, für welde bie von ihr eingefcloflene 
Fläche und die Länge ihres Bogens durch algebraifche Functionen der Drbinate 
ausgedrüdt werben. 

Wir haben eben gefunden, daß der Bogen BM ver geraden Linie Mu 
gleich ift, und folglich gehört der Punkt u einer Evolvente der Kettenlinie an, 
deren Rückkehrpunkt im Scheitel B der Evolute Liegt. Diefe Evolvente NBN' 
it in Beziehung auf die Are der y fymmetrifh und hat die Are ber x zur 
Aſymptote. Der Theil der geraden Linie uP — b iſt die Tangente der 
Eure NBN!, welche alfo die merkwürdige Eigenfchaft Darbietet, daß fie eine 
‚ Tangente von conſtanter Größe hat, Diefe intereflanten Bemerkungen find 
zuerfi von Ampere angegeben. 


6. 385. Eurve des ſchnellſten Falles oder Bradiftohrone *) 
Sp nennt man nämlich die Curve, längs welcher ein ſchwerer materieller Pu 
berabfallen müßte, um am fihneliften von einem Punkte zu einem andern, nicht 


«) Und nicht Brachyflochrone, wie man gewöhnlich nach ver barbarifchen Ortogra⸗ 

hie zu fihreiben pflegt; denn viefes Wort fommt nicht unmittelbar von dem 

biective Agayus, weiches venfelben Sinn und dieſelbe Wurzel, als das Tateini: 

fche Adjectiv brevis hat, fondern von dem Superlative Apuxsazog her, woraus 
das v verſchwunden iſt. 
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auf derſelben Berticale liegenden, zu gelangen, wenn von der Reibung auf 
der Eurve und von dem Widerſtande des umgebenden Mittels abftrahirt wird, 
Da zu beiven Seiten der durch die beiden Endpunkte der Curve gelegten Ber- 
ticalebene Alles ſymmetriſch if; fo muß die Curve nothwendig in diefer Ver- 
ticalebene liegen, welche wir daher zu der Ebene ber xy nehmen wollen, in- 
dem die pofitiven Absciffen x auf der DVerticale von oben nach unten gezählt 
werben. Es feien x,, x, bie Absciffen des Anfangs- und Endpunktes des 
durchlaufenen Weges; fo muß nach mechanischen Lehren das Integral: 


SV SEE.“ 
X. x — x, 


zu einem Minimum gemacht werben, wodurch man erhält: 








d Tr) = ne — ___-b 
V@—x,) d+y% V@—x,) (147%) 
1 
1 _d«_ 3 er) 
Ya — x—X), j 


Bir wollen n = 2R md.x, —0 fegen, d. h. bie Are ber x durch ben 
Anfangspımft der Bewegung geben Iaflen; fo erhalten wir die Gleichung: 


dx _ * 2R — x 

dy x 
welches die einer Cyeloide iſt, wovon ein Bogen biefen Anfangspımft der Be⸗ 
wegung zum Fußpunkte hat ($. 17. Der Halbmeffer R des Erzeugungs- 


Freifes wird durch die Bedingung beftimmt, daß bie Cycloide durch den Ends 
punft des von dem Körper durchlaufenen Weges gehen muß. 


$. 386. Sfoperimetrifche Probleme — Man foll die Eurve fin- 
den, deren, dur die Ordinaten der Punkte (xz,, Yo), (X), Y,) begrenzte 





x 
Stäbe ydx ein Marimum ober Minimum ift, indem ber Eurvenbogen 
x 


zwifchen venſelben beiden Punkten eine gegebene Laͤnge hat. Nach $. 380 muß 
man feben: 


of, (sH+AfIFdK=0, 
wo A einen conflanten Eoefficienten bezeichnet, jo erhält man: 
4 
4 —— 
(7; + ==) 
ke — 
dx 


woraus folgt, wenn man integrirt, und den y’— 0 entfprechenden Werth von 
x mit & bezeichnet: 


— — 1} 


J — 
524 U, yoloı 5 


+ I 2 
vir+m * VR—a—5): 





Integrirt man nochmals und bezeichnet den x & entfprehenden Werth von 
y mu 7; fo kommt: 


yn=FYyM—-(a@—5, ser <— Se 4+ gi. 

Die gefuchte Curve iſt alſo ein Kreis, deſſen Halbmefler — A und deſſen 
Mittelpunkt dee Punkt (&, 7) iſt. Die drei Eonflanten &, 7, A werben durch 
bie Bebingung beflimmt, baß ber Kreis durch Die beiden Punkte (x,, Yy)ı 
(x, , J,) geben und der zwifchen biefen beiden Punkten Tiegende Bogen eine 
gegebene Länge haben muß. Es finvet eine doppelte Auflöfung flatt, indem 
der Kreisbogen, welcher der Are der x feine Eoncavität zufehrt, dem Maximum 
und der, welcher dieſer Are feine Eonverität zufehrt, dem Minimum entfpridt. 
Hieraus folgt, daß der Kreis die gefchloffene Curve ift, welche bei demſelben 
Umfange die größte Fläche umfchließt, wie es die Alten auch durch die veine 
Geometrie bewiefen haben. 

Wenn man in der Aufgabe im 6. 384 noch die Bedingung hinzufügt, daß 
die gefuchte Curve eine von denen fein foll, welche zwiſchen den Punkten 
(Xu 1 Yo)ı (X, J,) eine conftante und gegebene Länge haben; fo muß in ber 
Gleichung (8) die Beränberlihe y durch + erteit werben. Uebrigens 
find die Rechnungen biefelben und führen. ebenfalld auf vie Gleichung der 
Rettenlinie, in welche eine neue willfürlihe Conftante eingeführt wirb; aber 
man hat auch eine neue Bebingungsgleihung, welche fich daraus ergibt, daß 
* a zwifchen ven beiven Endpunkten eine conflante gegebene Länge 
aben muß. 


$. 387. AS letztes Beifpiel wollen wir unter den ebenen iſoperimetri⸗ 
[hen Eurven, welde von zwei feften Punkten (x,, Jo), (X, J,) begrenzt 
werben, die zu beflimmen fuchen, welche, wenn fie fih um die Are der x 
dreht, eine Rotationsoberfläche befchreibt, fo daB das von ihr eingefchloffene 
Bolumen 7 N. ” y2dx ein Marimum oder Minimum iſt. 
X, 
Die analytifhe Bedingung der Aufgabe ift: 
3. / "+ /IHmik=0 
X, 


wo ber Hombgeneität wegen A2 flatt A geſetzt ift, und fie gibt: 





d (-—— ) d 7) 
V 12 ds 
yon. —— tom. , (11) 
oder vielmehr, wenn man ben Bogen s zur unabhängigen Beränberlichen nimmt: 
2y = A2 a’y + dx . 
ds? ds 


Subftituirt man für feinen aus der Gleichung (7) abgeleiteten Werth; 
fo kommt: 


dy d?x 
— — 2 — 
27 ds ds2 ' 


woraus folgt, wenn man integrirt und den Werth der Drbinate y für ben 
Juntt er worin bie Tangente auf der Are der x fenfrecht ift, mit 
ezeichnet : 
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mo oe __N_ . 
ds vi+y? 
Diefe legte Gleichung gibt: 
d«+ bir _ N 
VT — (y? — b2)2 
und folglich: (12) 
7 A2dy 
vi — (52 — b2)2 j ! 

Eine nene integration würde den Werth von x durch y ausgebrüdt, mit einer 
willfürlihen Eonftante geben, und diefe Conftante, fo wie die beiden andern 
Parameter b, A würden burch die Bedingung beflimmt, daß die Curve durch 
bie Punkte (x,, Yo) , X, , 5) gehen und zwifchen dieſen Punkten eine gege- 
bene Länge haben muß. 

Wir wollen b=0 feßen, d. 5. die Are der x durch den Punkt ber Eurve 
eben Iaffen, worin die Tangente auf diefer Are ſenkrecht ift, und diefen Punkt 
rofl um Anfangspunkte der Coorbinaten x, y, als des Bogens s, welchem 
wir affefbe Zeichen als der Absciſſe x beilegen, nehmen; jo kommt: 


d= 





— v2d _ y dy 
af N, Va 
Es fi y=1 cos. P, wo @ eine nene Deränberliche bezeichnet; fo hat man: 
ax __hingeniydp_ A cos.2 Ydy —— cos.? dꝙ 
VI-og Vifeong V2 VI-jinp 


Adp f. 1), ——— 1 
75 ( V\ 7 sın.?“Q — — 
dp 


ds — — — 


A 
v2 Vi-mrg 
und folglich : 


= 7,(2/Yi=TRR, — ve) 
2 2 
=) (= ‚9)— *(7=) +H(7= )| (13) 


1 IN 1 
s -—| F{ —- I— Fi — } . 

Fl (75) (75 +) 

Nach der periobifchen Natur der Functionen F, E ifl leicht einzufehen, 
daß die Durch die Gleichung (13) auegebeitte Curve einen periobifchen Lauf 
pet ‚ wie in Fig. 90 angegeben if. Da die größte Orbinate PM ven Werth 

hat; fo werden die Werte ver zugehörigen Absciſſe OP = 4 OA und ber 
Bogen OM ausgebrüdt durch: 


* e(7=)-"(75)) *65 
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Die Eontinuität der Curve wirb in ben Wenbepunften O, A, ꝛ⁊e., fo wie 
bie der Function s nicht unterbrochen, wie biefes bei andern Curven, und 
namentlich bei der Lemniscate ($. 386) der Kal iſt, deren Bogen ebenfalls 


durch die elliptiſche Function F 75 9) ausgebräct wir. 


Die Betrachtung, deren wir und zur Vereinfachung bes Ausorndes ber 
Integrale der Differenzialgleichungen (12) bedient haben, würben nicht mehr 
anwendbar fein, 1) wenn bie Conflante b einen imaginären Werth von ber 
Form b' N — 1 haben müßte, wobei die in Rede flehenden Integrale noch 
fehr wohl, obgleich auf eine weniger einfache Weife, durch elliptiihe Func⸗ 
tionen ansgebrüdt werben fünnten, und 2) wenn zwifchen den Eonftanten b, A 
die Relation b=A flattfände. Aber in diefem lebten Falle hätte man: 

dx "Mt —A)dy ‚, d=+ _ Ardy__ 
yY 212 _y3 Ay 21? —y2 





folglich: 
VI Ly_V tan 
— 21 ıv2+t7J AvV2—y 
xSconst. æV 242 -2 + — bge.| — — }, 
Vꝛ vivatı+YiW3- ) 


Man kann die willkürliche Conſtante hinweglaſſen, wenn man die Are ber y 
durch den Punkt geben läßt, deflen Orbinate y = ıV 2 ift. Uebrigens durch⸗ 
ſchneidet die Curve, welche durch dieſe Gleichung ausgedrückt wird, und zwi⸗ 
ſchen den geraden Linien y=-+ Vꝛ liegt, die Are der x nicht in unendlich 
vielen Punkten, wie dieſes bei der Gleichung (13) der Fall iſt, fondern hat 


diefe Are zur Afymptote; denn wenn man y = 0 febt, fo erhält man 2 =0 


md x to, 

Die Curve, wovon die erfle der Gleichungen (12) die Differenzialglei- 
hung iſt, if unter dem Namen ver elaftifhen Curve befannt, weil eine 
elaftifche Ruthe oder Stange, welche in ihrer natürlichen Lage gerade if, viele 
Geftalt annimmt, wenn fie an dem einen Ende befeftigt ift und durch eine an 
dem andern Ende ſchicklich angebrachte Kraft gefrämmt wird. Man nennt diefe 
Curve auch die Lintearia, weil fie die Form des fenfrechten Durchfchnittes 
einer vollfommen biegfamen, an zwei Erzeugungslinien aufgehangenen und mit 
einer fchweren Alüfligkeit gefüllten cylinprifchen Hülle deren Krümmung durch 
den Drud der Flüffigfeit beſtimmt wird, darftellt. 

Eigentlih wird die Lintearia durch die Bedingung befliimmt, baß das 


Integral: 
V yax 
X, 


“em Marimum wird, während bie Integralen: 


YA ydx, VAR vi +-y%, dx 
X) e Xo “ 


eonftante Werthe Haben, d. h. durch bie Gleichung: 
ff ty +AY It 0, 
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worang folgt: 


(7 
. ds 
vi 42 . — — 





24 
Da man nur die Ordinaten y um die conſtante Größe Z zu vermindern 
braucht, um biefe Gleihung auf die Gleichung (11) zurüdzuführen, fo ift 
Far, daß die Gleichung der Lintearia mit ber ber elaflifchen Curve zufammen- 
fallen muß, fo Jange man die Eonflanten nicht particularifixt. 


I. Ausdehnung ver Methode der Bartationen auf doppelte Integrale. 


$. 388. Es fei: 
I 9 Vaxdy 


ein doppeltes Integral, deſſen anfangs als unveränderlich vorausgeſetzte Gren⸗ 

zen durch eine in der Ebene der x, y liegende geſchloſſene Curve m,n,m,n, 

(Fig. 80) beftimmt werben ($. 354), und wir wollen annehmen, dag V außer 

den nnabhängigen Beränderlichen x, y eine Function z berfelben und ihre par- 

tiellen Ableitungen der erflen und zweiten Ordnung p, g, r, s, t enthalte, 

welche Borandfegung für die Bebürfniffe der Anwendungen hinreichend afllge- 

mein iſt; fo kommt es darauf an, die Function = fo zu beflimmen, daß das 

gegebene Integral einen größten ober Fleinften Werth bekommt. 

Wir wollen 
dV —Xdx-t Yay-t Zdz 1 Pdp + Qdg-/-Rar-}- Sds -H Tdt 

fegen, fo daß in der Vorausſetzung conflanter Grenzen, wo bie Variationen 

öx und öy als von ſelbſt verſchwindend betrachtet werden fünnen ($. 374), 
ÖV = Zös + Pöp + Qöq + Rör + Sös + Töt 

ft, und folglich die Gleichung der Aufgabe: 


YaA [252-- Pöp-+ Qög + Rör--Sds+ Tölliıy—0, (1) 


Man muß die Glieder mit Ip, dq, ır. einzeln betrachten, um mit ihnen 
die Transformation vorzunehmen, welche das Wefen der Variationsrechnung 
ausmachen. Dian bat: 


YAk Pöp · dxdy — + dxdy— p * + dxdy 
= fPay + Öz -//Z dxdy + Ös. 
x 


In dieſer Gleichung wird das doppelte Integral: 


ya dr dxdy + öz 
dx 


als zwifchen denjelben Grenzen, wie das gegebene doppelte Integral, genom⸗ 

men, betrachtet, und was das einfache Integral /Pdydz anlangt, welches 

durch eine erfte Jutegration in Beziehusig auf die Veränderliche x erhalten wurde; 

fo muß man fi zur Beſtimmung feines Werthes vorftellen, daß nad diefer 

erfien Integration für x fucceflive die Werthe Y, y, b, y fubflituirt find, und 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 26 
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das zweite Refultat von dem erſten abgezogen ft ($. 354), was wir der 


Kürze wegen durch: 
| / Par . ZI 


andenten wollen, wo die zweite Integration in Beziehung auf y übrigens zwi⸗ 
ſchen den Grenzen: 


‚=04,=y,,)=0,=7 
gensmmen werben muß. Wir werben alfo fehreiben: 
ar dxdy + öz. 


Je tr=|/,' Püy +5 |" -/ I 
. . 


Ebenſo würde man finden: 


ya Qög · axdy ⸗ WAR qus · 0: |" — NS teir- d 
P X dy 


wo die Zunchon 9 nach dem in bem angeführten 5 Gefagten bas Umgekehrte 
m A iſt. 
Hierauf erhaͤlt man: 


J Bör-duy= /, fer dös //: ıB ‚2 
das 
= up 2/75 IR aröa + /S Ga tsir di, 


oder wenn man bie Grenzen ber integral nach der vorhin angewandten Be⸗ 
zeichnung andeutet: 


— dxdy = "GG; Fra. DEM 


+ Sl = 7* dxdy + ds, 
Diefelbe Rechnung gibt: 


//: Til + dxdy — [ JS x (-= ö2 4 Tög ) |" 
+ N 5 —— dxdy + os. 


Wenn wir endlich das Glied mit * betrachten; ſo erhalten wir durch eine 
ähnliche Rechnung: 


J Sös | u Böpdx |" _ /"5 as dyöz |" 
x Pox Yo dy Yey 
d?S 
+ —* dxdy 
Ueberdies Hat man: 


Jar-n= [ums —dxöh, 


folglich : 














dxdy + ös, 











401 


yIk Ss + dxiy— | Sdz F _ [ N. de 
x x, dx — X 

yı ds v des 
_ I 3: | — _ dxdyös, 

[ Ye Ay ! Yoy t dxdy 


$. 389. Wenn man alle biefe verfchiebenen Refultate zufammennimmt; 
fo ann man die Gleichung (14) auf folgende Form bringen: ' 


AIEH Zee et, 
H/C[@-E a0 + ann} 


EP dQ dR, 48 dt _ 
NEE jene 


Der Evefficient von ös unter dem doppelten Integralgeichen muß für alle zwi 
fhen den Grenzen des doppelten Integrales Tiegende Werthe von x,y Null 
fein, fo daß man zwifchen x, y,= bie folgende Gleichung mit partiellen Dif- 
ferenzialen Bat: ’ 

EP dQ diR diS MT 


Z —  — — — — — —— GE 0 
dx dy + dx? dxdy 4 dy? o 2* 


Jedes der in der Gleichung CA) vorkommenden einfachen Integrale erſtreckt 
ſich auf alle Elemente der Curve m,n,m,n, (Fig. 80), welche auf ber Ebene 
der xy bie Grenzen bes doppelten Integenles beftimmt. Folglich muͤſſen die 
Bariationen öz, öp, öq für alle Syſteme der Werthe von x, y, welche den auf 
dieſer Curve liegenden Punkten entiprechen, den Gleichungen: 
(F-£-7 öz + Röp— 0 
dx dy ch) 
dT as _ 
(2-5 -z dz2-4-Tög—0 
gemügen. 
Endlich muß man haben: 


[ Sös ). |” 0, 
KofpgK 
oder vielmehr: 


(Söz)x ‚91% — (Söz)x ‚g1%o — (Söz)x,,ge%ı + (Söz)x,,9,%, =(, (e) 
wo (Söz)x,,g,x, den Werth von Söz für x—=x,,y=9,x,, . bezeichnet. 


$. 390. Man Tann fih die Beränverlihe = als die Drbinate einer 
Gläche denfen, nnd wenn der Durchſchnitt diefer Fläche mit ber cylindriſchen 
Fläche, deren Projection auf der Ebene der xy die Linie m;n,m,n, iſt, eine 
im Raume der Lage nad gegebene Curve wäre; fo wäre bie Bariation dx 
für alle Punkte dieſer Durchſchnittslinie Rull, die Gleihung (e) würde von 
felbfs erfüllt und die Gfeichungen (b) reducirten fih auf: 

Röp=0, Töq=0. 
Wenn außerdem die Richtung der Berührungsebene der Frummen Fläche längs 
der ganzen Durkhfchnittslinie Durch vie Natur der Aufgabe befkimmt würbe; ſo 
26 * 
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würden die Variationen öp, ög verſchwinden, und folglich die Gleichnngen (b) 
von felbft erfüllt. 

Wenn die Durchſchnittslinie und die Richtung der Berührungsebene länge 
diefer Linie nicht Durch die Bedingungen der Aufgabe beſtimmt find; fo muß 
man, um den Gleichungen (b) zu genügen, bie Coefficienten von öz, Öp, dq 
einzeln gleich Null fegen, d. h. man muß 


P- — — — 0, Q—— — —=0, R=0, T=0 
dy x 


fegen, und diefe Gleichungen müffen für alle Punkte der Durchſchnittslinie, 
deren Projection auf die Ebene ber xy die Eurve m,n,m,n, ift, flattfinpen. 


5. 391. Um von diefer Theorie ein Anwendungsbeifpiel zu geben, wollen 
wir annehmen, es follte die Fläche beflimmt werben, welche durch einen ge 
gebenen Umfang gehen, und wovon ber Klächeninhalt des von biefem Umfange 
umfchloffenen Theiles ein Minimum fein muß. Diefe Fläche würde nur dann 
eben fein fünnen, wenn die Umfangslinie, durch welche fie gehen muß, ın 
einer Ebene läge, und das doppelte Integral, welches zu einem Diinimum ge- 
macht werben muß, tft: 

Sf 14 pP? +g%+ dxdy. ($. 359.) 
Da die Functionen R, S, T Null find, und die Variation Ööz wegen der lin- 
veränverlichfeit der Umfangslinie an ven Grenzen verfihwinvet; fo werben bie 


Gleichnngen (b) und (ec) erfüllt, und man braucht nur die Ordinate = ſo als 
Zunction von x, y zu beflimmen, daß die Gleichung (a) erfüllt wird, welde 
in: 


— — — — 
— (Ge) 0, 


dx dy 
oder, wenn man die Rechnungen entwidelt, in: 
(1 442)t — gg +1 +-p)t=0 (d) 


verwandelt, welches die harakteriftifche Gleichung der krummen Fläachen iſt, 
für deren fämmtlichen Punkte die beiden Hauptfrümmungshalbmefler glei und 
von entgegengefehter Richtung find. Die gefuchte Oberflaͤche muß außerdem 
durch die gegebene Linie gehen, welche bie Fleinfte Fläche umschließt, durch 
welche Bedingungen man die in dem Integrale der Gleichung (d) vorlommen- 
den willfürlichen Aunctionen beftinnmen müßte. 

Die durch die Umdrehung der Kettenlinie: 


—— 


um die Are der x beſchriebene Fläche iſt unter den durch zwei gegebene pa⸗ 
raflele Kreiſe gehenden Rotationsflächen diejenige, welche den Fleinften Flaͤchen⸗ 
inhalt hat ($. 384). Die beiven Hauptframmungshalbmefler dieſer Rotationd- 
flähe find 1) der Rrümmungshalbmefler der Merivianfettenlinie, und 2) der 
Theil der Normale, welcher zwifchen ver Meridiancurve und der Rotationdare 
liegt ($. 285), und in der That haben wir gefunden, daß dieſe beiden Linien 
einander gleich und von entgegengefeßter Richtung find ($. 384). 


$. 392, Wenn man nicht annimmt, daß die Grenzen des doppelten In⸗ 
tegrales durch die geſchloſſene Linie auf ver Ebene der xy feft beftimmt fa, 
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fo fann man bie Bariationen dx, Öy nicht mehr gleih Null fehen, wenigſtens 
für die den Grenzen des Integrales entfprechenden Punkte ($. 374), und in 
dieſem Falle hat man: 
ÖöffYdxdy = /fdyVödx 1- (fdxVödy + (föVdxdy 
= /fıyVdöx 1 (fdyVdöy + SföVdxdy 


— [Vöxdy + fVöydx + Sf(5V 5: — * Öy)dxdy, 
J 


Jedes einfache Integral wird nah dem vorhin Gefagten als längs der Um⸗ 
fangslinie, welche das boppelte Integral begrenzt, genommen, betrachtet, 

Dur eine Ähnliche Rechnung, wie die im $. 373 erhält man, wenn man 
der Rürze wegen: 

öz — pox — göy == öu 

fest, wenn die. Buchflaben Z,P,Q, R, S, T ihre frühere Bedeutung behalten, 
und wenn man der Einfachheit wegen die Glieder von einer höhern als von 
der zweiten Ordnung unberüdfichtigt laͤßt: 


IV dV 
V-—_- is —_ bo 
ö F ÖX Fr öy — Zöu +P 


dou dou 
dx dy 


d2du d2öu d2du 
—— S — — — 
dx? + dxdy 


N -5 Öx _ıW öy Jdxdy = Södu 
‚ dx dy 

dR IS döu 
+/ 5 Der" 

dT ds . m döu 


dP dQ  dR d2S d2T 
——_ __ — —_ _— +0ou, 

+// ⸗ dx dy + dx? 455 + dy? ) ⸗ 

Soll alſo die Variation des doppelten Integrales verſchwinden; ſo muß 
1) die partielle Differenzialgleichung (a) zwiſchen den Veränderlichen x, y, z 
für alle zwifchen ven Grenzen dieſes Integrales liegende Werthe von x, y 
flattfinden, und 2) muß man für bie Werthe von x, y, welde den auf ber 
das doppelte Integral begrenzenden Umfangslinie liegenden Punkten entfprechen, 
die beiden Gleichungen: 


+R 
und: 


dR dS dön __ 
d4dT ds ddua _ 
vy+(a- 1-5 a SE 
oder: 
8 
vox (P 7) (2 röx— ad) + R(öp — rdx—edy) =D 
ay 


ds 
Vöy -- (d — 7 — 5) (os — pöx — qöy) + T(öq — söx — töy) = 0 
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haben, Diefe Gleichungen entfpreden den Gleichungen (b) im 6. 389 und 
Iaffen ſich nach den Welationen, welche durch Die Bedingungen ber Aufgabe 
zwifchen ben Variationen öx, öy, öz, öp, ög, für die auf ber Umfangslinie 
liegenden Punkte beftimmt werden, auf verſchiedene Weifen zerlegen. Wenn 
3. B. dieſe fünf Variationen von einander unabhängig und willfürlih find, fo 
zerfallen die beiden Gleichungen in folgende fünf andern: 
dR dS dT dS 
v=0, B=0, T=0, P ="% =D, Q Fr 7*0. 
3) Endlich muß die Gleihung Söu— 0 dur das Berfhwinden von S 
oder von Öu an ben Außerften Punkten der Umfangslinie erfüllt werden, wie 
diefes für ven Fall früher angegeben tft, wo biete Umfangslinie ald unver: 
änderlich betrachtet wurde. 


Weunntes Kapitel. 


Von den Bedingungen der Iutegrabilität der Differenzialfunctiowen 
von mehreren unabhängigen veränderlichen Größen, nud von ihrer 
Sintegration, 





$. 393. Die Differenzialfunction: 
Ylzy)dx 4 ux,y)dy, 
worin die Veränberlihe y mit x als durch irgend eine Relation ı — wx ver- 
bunden betrachtet wird, ift gleichbedeutend mit einer Differenzialfunction fxdx 
von einer einzigen veränderlichen Größe, wo der Kürze wegen die Fuuchon: 
Y(X,ox) + Ylx,wx) + w'x; 
durch /x bezeichnet iſt; fo Daß man, wenn man === ffxdx, und folglich: 
dz = p(x,yJ)dx 4 ab(x,y)dy (a) 
fest, die Beftimmung der Function z immer auf die Quadraturen zurüdführen 
fann, von welder Beſchaffenheit die Functionen ꝙ, U, u auch fein mögen, 
Wenn dagegen bie beiden Beränverlichen x und y als unabhängige be= 
trahtet werben; fo kann man im Allgemeinen weder eine Function = biefer 
beiden Beränderlichen von folder Befrhaffenheit beftimmen, daß bie Gleichung 
(a) erfüllt wird, noch im Raume eine Fläche conſtruiren, deren Orbinate = 
ein Totalbifferenzial hat, weldhes durch den zweiten Theil dieſer Gleichung 
ausgebrüdt wird; denn zu dieſem Zwede müßte man haben: 


d d 
* = Y(x,y), * =U(xy), 
und folglich (6. 123): ' 
dr ala) _ d- day) (b) 


dv 0 dx 
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Wenn bie Funetionen ꝙ und die Gleihung (b) verifichken, fo fagt 
man: die Sleihung (a) leiftete der Bedingung der Integrabilitaͤt 
Genuüge, und es gibt alsdann eine Fläche, deren Differenzialgleichumg dvurch 
Ce) ‚um deren Gleichung zwilchen x, y, z durch = — f(x,y) ausgebrüdt were 

en Tann. 


$. 394. In diefem Falle laͤßt fih die Beflimmung der Function = auf 
die Duabraturen zurüdführen; denn da 


= = 9x7) 
iſt; fo muß die Function = folgende Form haben: 
sc=/Axy)dx--0y, 
wo 0y eine Funetion von der einen veränberlichen Größe y bezeichnet, welche 
bei der in Beziehung auf x angebenteten Sutegration wie eine Conftante be» 


handelt werben muß. Hieraus ergibt, nach der im 8. 366 für die Differen- 
ztation ber Kuntionen umter dem Zeichen / gegebenen Regel: 


dz d G(x,y) d 0 0 
—— == —_—_/d — 


0y = / [vun SIR as ] a 
ee — [panaz 4 ⸗ [47) — SI en dx } dy —4- const. 


Sol Die Function Oy die Veränberliche x wirklich nicht enthalten; fo muß 
. _ (94er) 
d — Sa], 
di | — 


fein; fo daß man wieder anf die durch die Gleichung (b) ausgedrückte Be⸗ 
Dingung ber Sutegrabilität zurüdfommt. 
Wir wollen 3. B. die Function: 
__ ydx — xdy 


“Zn ly | 
nehmen, welche der Bedingung ver Integrabilität Genüge leiſtet (6. 123); fo 
baben wir: 








\ ydı — x 
5* za ya + 99 = are. fang. „to 
d + arc.tang. * 
465 -— — —— — 7.9 
dy x? 4 y? dy u 


und folglich iſt in dieſem ſehr einfachen Falle: 
x = arc. fang. x —+- const. 
y 
$. 395. Wenn fih ein Punkt auf einer Flaͤche = f(x,y) bewegt und 


jede Orbinate x diefe Fläche nur in einem Punkte trifft; fo Tann ber Unter- 
fhieb der Werthe von z im Anfange und am Ende der Bewegung nur von 
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ven Coordinaten x,y beigclegten Anfangs- und Endwerthen und weder vom 
der Form, noch von der Länge der Curve abhängen, welche der bewegliche 
Punkt auf der betrachteten Fläche zwiſchen den beiden Endpunkten befchrieben 
dat. Wenn man alfo zwiſchen ven unabhängigen Beränderlichen x,y eine will- 
Fürlihe Relation y = wx aufftellt, vermöge welcher das Differenzial dz eine 
Function der einzigen Veränberlichen x wird; fo muß der Werth des beftimm- 
ten Integrales: 


nf. [Hands + Yan) 


von ber Form der Function » unabhängig fein. Diefes Integral muß fi 
alfo erhalten laſſen, ohne daß man den willfürlihen Zufammenhang zwifchen 
y und x anzugeben braucht, und in ber That haben wir eben gefehen, daß 
fi dieſes Integral jedesmal erhalten Laßt, wenn das Differenzial dz der Be⸗ 
dingung ber Integrabilttät genügt, oder mit andern Worten, wenn bie Der 
änberliche = die Ordinate einer Fläche ausprüden kann. 

Wenn jedoch die beiden Yunstionen ꝙ, %, oder eine berfelben, innerhalb 
ber Integrationsgrenzen unendlich würden, oder plößlih von einem endlidhen 
Werthe zu einem andern übergingen; fo müßten bie vorhergehenden Schlüſſe 
mobificirt werden. Denn es Fönnte alsdann mehrere Punkte der krummen 
Fläche geben, welche auf der Ebene der xy biefelbe Projection hätten, oder 
mehrere Werthe von z, welche demfelben Werthſyſteme von x,y entfprächen, 
fo daß die Differenz z— x, nicht mehr allein von ben Anfangs - und End⸗ 
werthen von x,y, fondern auch von den zwifchenliegenden Werthen diefer Ber- 
änderlihen, oder von der Form der Curve, welche ber bewegliche Punkt auf 
der krummen Fläche befchrieben Hat, abhinge. 

Wenn 3. B. die krumme Flaͤche eine von der horizontalen Ebene der xy 
biametral durchſchnittene Kugelfläche ift, und der von einem Punkte der untern 
Halbfugel, deſſen horizontale Coprbinaten x,, y, find, ausgehende bewegliche 
Punkt in einen Punkt gelangt, deſſen Horizontale Coordinaten x,y find; fo 
ändert fih die Differenz = — z,, je nachdem diefer Endpunkt der untern ober 
obern Halbfugel angehört; aber in biefem letztern Kalle find vie Werthe von 
VW zwiſchen den Integrationsgrenzen durch das Unendliche gegangen; denn 
die Gleichung diefer Kugelflähe ift von der Form: 


mt Yr—-a@- Mg 
woraus fich Die Werthe: 


7 


— x—& 
FgAN)=E+ — —— — 
———— 
—D— — 


V 
ergeben, welche unendlich werden, wenn 
2 — (x — 2 yon?=0 
ift, oder wenn ber bewegliche Punkt durch die Ebene der xy geht, um von 
der untern Halbfugel auf die obere überzutreten. 


$. 396. Diefe Betrachtungen erſtrecken fih auf Zunctionen von einer 
beliebigen Anzahl veränverlicher Größen. Soll es 3. B. eine Function u von 
drei unabhängigen veränderlihen Größen x, y, z geben, welche der Differen- 
zialgleichung: 
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da = Xdx + Ydy + Zdz, (c) 


wo X, Y, 2 ber Kürze wegen Functionen der drei Veranderlichen x, y, x be» 
zeichnen, Genüge leiften Tonnen; fo muß: 
dA -dY dA d2 dY dZ 
— — — Zoo 2 (d) 
dy dx dz dx ds dy 


fein ($. 129). 
— wenn dieſe Bedingungsgleichungen erfüllt werden, ſo beſtimmt 
man die Function u durch eine Reihe von Quadraturen. So iſt z. B. 


u=/Xdx + A(yız), 
woraus folgt, wenn man unter dem Zeichen / bifferenzirt: 


da _„_yı d+ O(y,z) 
dy =1=/ Fr Tal 
amd folglich: . 


m=f(r-/Zir)ir+z 


Zur Beftimmung der Function za bemerfe man, daß 
du_„_ fi d + Oly,a) 
ef rn 

iſt; aber anbererfeits iſt auch vermöge der vergergebenben Gleichung: 


— ————— 


222⸗ — IE En 
=. dz dydz 
n=/[a- Fur yo]a 

da dydz 


u CL —— ix )ay | 
+/ Tz -/zu-/(z Su) u]a -eonst. 


Soll die Function O(y,z) die Beränberlige x nicht enthalten; fo muß: 
a dX _ 





vo 





fein, und wenn diefe Bedingung erfüllt wird; fo Kommt x auch in 7 nicht 
vor, wenn außerdem; 


dz_ dX_, 
x dd. 
it, und endlich kommt y in y= nicht voor, wenn: 
dZ dY 
. —— —__( 
dy da 


ft. Dan erhält alfo die drei Gleichungen (d) wieder. 
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$. 397, Ben vie Gleichung: 
u=f(xy2), (e) 
welche der Gleichung (c) Genüge leiftet, für jeden Punkt des Raumes oder 
für jedes Werthsſyſtem der Coordinaten x, y, z einen. befiimmten und einzigen 
Werth hat, und man denkt fich einen beweglichen materiellen Punkt, für wel- 
hen die Größe a jeden Augenblick den ſich aus der Gleichung (oe) ergebenden 
Werth annimmt; fo fann, wenn ber bewegliche Punkt von dem Yunkte 
(X,r Yor 20) in den Punkt (x, y, =) übergeht, die Differenz: 
a—u,—f(x,y,2) —fx,,Yor 20) 
nur von den Anfangs- und Endwerthen der Coordinaten x, y, =, und weber 
von der Form, noch von ber Länge der von dem materiellen Punkte zwiſchen 
den beiden Endpunkten befchriebenen Curve abhängen. Wenn man aljo zwi- 
[hen ven Veränverlihen x, y, z willkürliche Relationen y—= wx, z= yx auf- 
flellt, vermöge welcher das Totalbifferenzial: 
du = Xdı 4 Ydy -+- Zdz 


eine Function der einzigen Beränberlichen x wird; fo muß ber Werth des 
Integrales: 


-6 (Xuxdy 4242) 


von der Form der Functionen » und x unabhängig bleiben. Der Zahlen⸗ 
werth dieſes Integrales mn fih alſo berechnen Iaflen, ohne daß man will» 
kürliche Relationen zwiſchen =, y und x aufzuftellen braudt. Durch die Rech⸗ 
nung im vorhergehenden 5 wird dieſes a priori beftätigt, indem fie zeigt, wie 
die Function u, wenn die Bedingungen der Integrabilität erfüllt find, durch 
eine Reihe von Duabraturen beflimmt werben kann, ohne daß es nöthig if, 
irgend welche Relationen zwiichen den unabhängigen Beränderlichen aufzuftellen. 

Die Onadratnformeln könnten jedoch illuſoriſch werden, bei ber Beſtim⸗ 
mung ber Größe an — u,, wenn die Kunctionen X, Y, Z, over blos eine der⸗ 
felben, unendlich würden, oder plöglich von einem endlichen Werthe zu einem 
andern übergingen; dem in dieſem Kalle könnten demſelben Werthsſyſteme der 
Beränderlichen x, y, z mehrere Werthe von u entfprechen, fo daß bie Diffe- 
renz u— a, nicht mehr allein von den Anfangs- und Endwerthen von x,y, =, 
fondern auch von den zwiſchenliegenden Werthen derſelben, oder von der von 
dem beweglichen Punkte im Raume beſchriebenen Curve abhinge. 


$. 398. In der Mechanik ſtößt man oft auf Gleichungen yon ber Form: 
da =Xdx--Ydy-- Zdz, 


worin X, Y, Z Functionen der drei Eoorbinaten x, y, = find, welde bie auf 
einen beweglichen Punkt parallel zu den Coprbinatenaren würlenden Kräfte 
ausdrücken, und es find alsdann wichtige Lehrfäbe der Bedingung unterworfen, 
daß das Integral: 


au, =/ (Xdx + Ydy + Zd:) 


einen von ben Relationen y= wx, xD yx wnabhängigen Werth habe, oder 
nur von den Außerften Tagen bes beweglichen Punktes, und nicht von ber zwi⸗ 
ſchen beiden beichriebenen Linie abhängig iſt. Soll nun aber biefe beichrän- 
fende Bedingung erfüllt werben, fo iſt es nicht, wie man gewöhnlich anzu- 
geben pflegt, hinreichend, daß die Functionen X, Y, Z ven Öleichungen (d) 
genügen, daß die Gleichung: 
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Adx + Ylıy + Ziz=0 
die gemeinfhaftlihe Differenzialgleichung einer ‚Reihe von krummen Flächen 
ift, welche man erhielte, wenn man die Conſtante e in der Gleichung: 
a—u,c, 
ober: 
(xy, 2) — f(x Yor 20) © 
variiren ließe; fondern es iſt auch erforderlich, daß die Function u und ihre 
partiellen Ableitungen X, Y, 2 innerhalb der Integrationsgrenzen nicht unend⸗ 
Ih werden, und daß demſelben Werthsſyſteme der Coordinaten x,y,z nicht 
mehrere reelle Werthe von c entiprechen, fo daß die eben erwähnten ver- 
ſchiedenen Flächen gemeinſchaftliche Punkte haben Tönnten. 


$. 399. Mus allen biefen Erdrterungen fieht man, daß fich die in den 
beiven vorhergehenden Kapiteln auseinanvergefette Theorie der Variation der 
Sutegrale unmittelbar an die Unterfuchung der Bebingungen der Integrabilität 
der Merengialfünetionen mit mehreren unabhängigen veränderlihen Größen 
anſchließt. Es kommt in der That bei dieſer Unterſuchung darauf an, die Be⸗ 
dingungen zu finden, unter welchen bie Veränderungen bed Werthes ober bie 
Bariationen eines beflimmten Integraled nur von den Anfangs- nnd End⸗ 
werthen der unter dem Sntegrationszeichen / vorkommenden Beränverlichen, 
und nicht von den willkürlichen Relationen abhängen, welde man innerhalb 
ber Integrationsgrenzen zwiſchen dieſen Beränderlihen aufftellen koͤnnte. Hier⸗ 
auf laſſen ſich aber unmittelbar die Formeln für die Variation der Integrale, 
wobei man von dem Lagrangefhen Algorithmus Gebrauch macht, an- 
wenden. 

Bir wollen nun annehmen, daß die Differenzialfunction, für welche man 
bie Bedingungen der Iutegrabilität fucht, anßer den Veraͤnderlichen x,y auch 
ihre Differenziale der verfchiedenen Ordnungen bis zur u“ Ordnung incl. 
enthalte. Soll dieſe Function Bedeutung haben, fo muß fie ſich auf eine 
Function der einzigen Veränderlichen x rebuciren, wenn man zwilchen x und 
y eime Relation y== wx aufflellt, und folglich muß dieſe Kunction vie Form: 

xy y',y'r...yD)dr® 
annehmen, wenn man x als eine unabhängige Veraͤnderliche und y als eine 
Function von x behandelt. Das Integral diefer Function, wenn es ein folches 
hängt von jeder Relation zwiſchen x und y geben kam, ift von ber 
orm: 


F(æ, y',y",...yeD)daenni; 
ſo daß man ſetzen kann: | 
Fix,y, y y.. SEX, yy' y%r 0. y)Ax, 
und es kommt alsdann darauf an, zu wiflen, ob das im zweiten Theile diefer 


letzten Gleichung vorkommende Integral unabhängig bleiben Tann von der will- 
Eurlichen Relation, welche man nothwendig zwiſchen y und x aufftellen muß, 
um die Quadratur nach den gewöhnlichen Berfahrungsarten möglich zu machen. 
Um die im vorlegten Kapitel angewanbien Bezeichnungen beizubehalten, 
wollen wir 
(x, yyı 9... „M)=V 
dV — Xdx-t Yay + YODdy! + YOayı + YDdyırt 4 gc, CH) 


ſetzen, fo haben wir: 


410 


dY(®d da Y(a) 
dx dx? 


(8) 
+ (YO — — + 26.) (öy! — yöx) +. 


dYıı) d2Y@) d3Yd) 
— — —_ m — vf 
+ [7 dx * dx? dx? ra | (87 — y'Ox) dx. 

Diefe Gleichung ergibt fih ans der Gleihung CA) im $. 373, wenn 
man bie fi auf die untere Integrationsgrenze beziehenden Glieder hinweg- 
läßt, weil die Werthe von x,y,y',... an biefer Grenze ald conflant ange- 
feben werden, und wenn man den Inder (1) nicht fett, um dadurch anzu- 
deuten, daß wir die Werthe von x,y,y',..., welche fich auf die obere Grenze 
beziehen, als veraͤnderlich betrachten. 

Wenn man nun vermöge der Korm ber Function f oner V identiſch 


dYa) d2Y@2) 4376) 


bat; fo iſt Mar, daß bie Variation des Integrales nur noch von ben Baria- 
tionen der Größen x,y,y',..., welbe fih auf die obere Grenze beziehen, 
abhängig ift, fo daß fie unabhängig bleibt von der innerhalb der Yutegrations- 
grenzen zwifchen y und x aufgeftellten willfürlichen Relation. 

Die Identität (x) drüdt alfo die Bedingung der SIntegrabilität der Func- 
tion f, d. 5. die Beringung aus, unter welcher dieſe Function ein Integral E 
von einer unmittelbar niedrigeren Ordnung hat. Selbft wenn die Function F 
nicht durch die befannten analytifchen Slementarfunctionen ausgedrückt werben 
könnte, fo Fünnte man doch immer ihren Zahlenwerth für jedes Syflem ber 
Anfangs» und Endwerthe der Größen x,y,y',... angeben, indem man den 
Zahlenwerth des Integrales: 


x 
S. f(x, yyyIy%,... yo)dx 
0 


mit einer beliebigen Annäherung berechnete (6. 320), nachdem man, um biefe 
Berechnung möglich zn machen, zwiſchen y und x eine willfürlihe Relation 
aufgeftellt Hat, deren Form auf den Werth des Integrales feinen Einfluß hat, 
weil die Gleichung (g) nach der Borausfegung iventiih if. 


$. 400. Veberbieg iſt vermöge derſelben Gleichung (5): 

öF = öf Vdx 
= Eöx-- Yly+ Play 1 YDdyuı,...+ Ya-Döya-n, 

=, V Y@,... Ya-D bekannte Functionen von x, y,y’,y,... bezeichnen 
($. 375). Nun iſt e8 aber erlaubt, das Zeichen d für Ö zu feßen, fo daß 
fich die vorhergehende Gleichung in: 
dF = Zdx+ Yıy+ Way + FOöyr +... Ye-Ddya-D (Ch) 
verwandelt, Man hat alfo zur Beflimmung von F als Function der als un- 
abhängig betrachtet veränberlihen Größen x,y,y/,...y°-) eine Gleichung 
von derſelben Form, wie die im Anfange dieſes Kapitels betrachteten, und da 
daſſelbe Integrationsverfahren darauf anwendbar if; fo folgt, daß bie Be- 
flimmung der Function F immer auf eine Reife von Duadraturen hinausläuft. 

Diefes feßt zwar voraus: 1) daß die Kunctionen 3, F, YW,:c. Feine 
höheren Ableitungen von y enthalten, als y@-N und 2) daß die Gleichung 
Ch) außerdem den durch die Gleichungen: 


öfYdx = Vöx + (Y2 — 





— ıc.) (öy — y’öx) 
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dZ__dF dZ_d4YW 

dy "dx dy” dr 
ausgebrüdten Bedingungen der Integrabilität Genüge leiſtet. Aber wenn alle 
diefe Bedingungen nicht erfüllt würden, fo würde es ein Widerſpruch fein, 
wenn man annehmen wollte, daß F nur eine Function der als unabhängig 
veränderlich betrachteten Größen x, y,y’,... yl 2 wäre, was nad dem Bor- 
hergehenden dennoch eine Folgerung aus der Identitaͤt (g) if. Da alfo die 
Eriftenz der Function FE in dem Falle des Stattfindens der Identitaͤt (E) durch 
Schlüfle dargethan iſt, welche von der Form der Gleichung (h) unabhängig 
find; fo können wir ſicher fein, daß dieſe Gleihimg den Bedingungen der 
Integrabilität genügt, und wir dürfen daher behaupten, daß die Function F 
immer dur) eine Reihe von Duabdraturen unter enblicher Form ansgebrüdt 
werben Tann. 

Lagrange bat fi damit begnügt, darzuthun, daß die Function F immer 
durch eine Reihenentwidelung erhalten werden kann, was man damals als 
genügend betrachtete, was aber gegenwärtig den Geometern nicht mehr genügt, 
weil die erhaltene Reihe, wie die Zaylor’fche, nicht convergent fein und 
folglih unbrauchbar werben fann. Die älteren Beweife haben dieſem großen 
Seometer unklar und zu complicirt gefchienen. *) Die vorhergehende Be— 
trachtung fett blos voraus, daß die Sunctionen 5, V PCG, ꝛc. Teine Stetig- 
Feitsunterbrechung der erſten Ordnung erfahren. 


s ı» 


$. 401. Wir wollen 3. B. die Function: 
vefuyyıy))=ay" +yy)+x 
nehmen, fo ift: 





v-Y_. We-_=y, 24V _ 
dy dy!t 
d4yG) am d2Y(2) 

di 70* dr 7** dx? 6 


folglich wird die Gleichung (5) erfüllt, und es if: 
ÖF = (xy --yy'+x) öx--(y— 1) Gy — y'öx) + x(öy' — y'öx) 


oder: | 
öF=(x+-y)öx+-(yr1)öy+-xöy', 
oder enblich : “ 
FE =(x + y)dx+-(y— 1)dy-+-xdy‘. 

Es ergibt fih Leicht, daß der zweite Theil dieſer Gleichung, als eine 
Differenzialfunction der drei unabhängigen Beränberlihen x,y,y’ betrachtet, 
den im $. 396 angegebenen drei Bedingungen der ntegrabilität genügt, und 
hieraus ergibt fi) vermöge der Formeln dieſes $: 

Fxy,y)=x?-+-y? —2y+-2y'x-} const, 

Man kan das Vorhergehende verallgemeinern, indem man bie Bedin⸗ 
gungen der utegrabilität einer Function fucht, welche mehrere unabhängige 
Beränderliche mit ihren Differenzialen der verſchiedenen Ordnungen enthält, 
oder indem man die Bedingungen fucht, welche erfüllt werden müflen, damit 
eine Differenzialfunction der nr Ordnung nicht bios ein Integral der unmil- 


— — — 
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telbar niebrigeren n — 1", fondern auch ein Integral der n — 2ten, a — Iten, ze. 
Ordnung habe. Allein die Anwendungen folder Unteriuchungen kommen zu 
felten vor, als daß wir und hier dabei aufhalten Fünnten. 


Behntes Kapitel. 
Don den zwifchen fpeciellen Grenzen genommenen beftimmten Inte—⸗ 


oralen. — Berfchiedene Beifpiele der Beftimmung beftissmter 
Jutegrale. 





5. 402. Wenn ſich das unbeſtimmte Integral / ſxdx nicht algebraiſch, 
ober durch transcendente Funetionen, für welche man Tafeln hat, ausdrücken 
laͤßt; ſo kann das beſtimmte Integral: 


J. xi fgdx () 
%o 


im Allgemeinen nur durch Reiben oder durch das arithmetiſche Summations- 
verfahren, wovon bereits mehrere Male die Rede geweſen ift ($. 320) nähe- 
rungsweife berechnet werben; aber felbft in diefem Kalle gefchieht es oft, daß 
der Werth des Integrales (1) für gewiſſe fpecielle Werthe ver Grenzen, welche, 
wie die Grenzen: 
0, +0, +I, +7, © 

der Form der Function f befonderd entfprechen, genau und direct erhalten 
werben kann, ohne dag man das unbeflimmte Integral zu fennen braucht. Auch 
gefhieht es, daß das zwifchen dieſen fperiellen Grenzen genommene ategral, 
felbft wenn fi die unbeflimmte Integration verrichten laͤßt, einen weit ein⸗ 
fahern Ausdruck annimmt, oder merkwürdige Eigenfchaften befigt, welche dieſem 
Integrale nicht mehr zufommen, wenn es zwilchen beliebigen Grenzen genom- 
men wird. Man könnte die Integrale, deren unterfiheivende Merkmale wir 
eben kurz angegeben Haben, fpecielle beftimmte Integrale nennen, und 
die Theorie derfelben, fo wie ihre Beſtimmung, iſt gegenfvärtig ein fehr wich⸗ 
tiger Zweig der Analyfis. 

Zur Erläuterung des eben Gejagten wollen wir annehmen, es follle der 
Werth des beftiimmten Integrales: 


a 


JS. 2 sin.? xdx 
0 


gefunden werben; fo bemerkt man leicht, daß diefer Werth offenbar derſelbe 
ft, als der des Integrales: 


A 


I n CoS. 2 xiu N) 
UV 


weil sin. x und cos. x zwifchen den Grenzen O und 1 diefelbe Reihe von 
Werthen durchlaufen. Es iſt alfo: 
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zZ ” 
JS: in tri [2 (ein. x cos.?x)dx _ f® dx 7 
) 280 I, ı 


Daſſelbe Refultat Fünnte man zwar ohne bie eben angewandte Betrachtung er- 
en ‚, wenn man bie unbeflimmte Integration, welche in dieſem Kalle möglich 
it, und 
Ssin2xdx— 1x — 1 sin. 2x + const. 

ibt, verrichtet; allein e6 war unfer Zweck auch nur, zu zeigen, wie das ge⸗ 
—* Verhaͤltniß zwiſchen den Grenzen bes Integrales und der Form ber 
Differenzialfunction zur Beftimmung gewiffer beflimmter Integrale führen Tann, 
ohne daß man die unbefimmten Integrale zu kennen braucht. 


6. 403. Es fei ferner der Werth des Integrales: 


oo 
N e-"dx 
10) 


u beftimmenz fo wollen wir daſſelbe durch ein anderes Integral von berfelben 
or, worin blos y flatt x gefett iſt, multipliciven, und alsdann iſt das 
Product der beiden einfachen Integrale gleichbedeutend mit dem doppelten Ju⸗ 


tegrale: 0 no 
x3 2) 
y# V e-@tr2)dydx, (2) 
Denn wenn bie Grenzen des erſten ber beiden einfachen Integrale: 


Sixdx, Sfydy 
nicht von y, und bie bes zweiten nicht von x abhängig find, fo iſt das Pro- 
duct diefer beiden Integrale der Summe gleih, welche man erhält, wenn man 
jedes Element des erflen mit jevem Elemente bes zweiten multiplicirt, d. h. 
gleich dem boppelten Integrale: 

JIkx + fy + dydx, 
für welches die Grenzen in Beziehung auf jede Veraͤnderliche dieſelben find, 
als die der einfachen Integrale. 

Bir wollen um y — xt feßen, wo t eine neue Veraͤnderliche bezeichnet, 

fo iſt dy—xdt (6. 357), die Grenzen in Beziehung auf * finb wieder O, co 
und das Integral (2) verwandelt fih in: 


> „RO | 1 o 1 
—z3(1 FıB 0 — — — 
Es iſt alſo: 


(/, J ix) (7 en” ey) = (N e—. i)'= n m, 


und folglich: ri 
\, e-*2dxr =z Ya, (a) 


ein höchft wichtiges und oft anwendbares Reſultat. Der Rechnungskunſtgriff, 
durch welden wir den Werth des Integrales (a) erhalten Haben, iſt nur bei 
den Grenzen 0 und co anwendbar; denn zwiſchen andern Grenzen laͤßt fi 
das Integral Ser” dx auf keine der gewöhnlichen transcendenten Functionen 
zurädführen, ſondern bildet eine transcendente Größe, für welde man eine 
eigene Tafel berechnen muß, und wofür wir bereits mehrere Reihenausdrücke 
mitgetheilt haben ($. 317), 
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Aus der Gleihung (a) folgt unmittelbar: 


ya edm/n, 


und wenn man xV 6 flatt x fegt: 


.@ 7 
⸗ e—4x — 
— v9 
Wenn man die beiden Theile der letzten Gleichung nad der Regel ım 
$. 366 imal hinter einander in Beziehung auf 6 vifferenzirt, mb dann 0 = 1 
fett; fo kommt: 
N. a ir 1.3.5...(2i —1), N 
- Zi 
Außerdem hat man für alle ganzen und pofitiven Werthe von i: 

5 eo. xätidx = 0, 
weil das Integral aus Elementen befteht, welche ſich paarweiſe gegenfeitig 
aufheben. 

a Der Rechnungskunſtgriff befteht darın, aus dem befannten Werthe eines 
beſtimmten Integrales den eines andern, zwilchen benjelben Grenzen genome 
menen, beftimmten Integrales dadurch abzuleiten, daß man das erflere unter 
dem Sjntegralzeichen / differenzirt oder integrirt, und zwar in Beziehung auf 
einen gewifien Parameter ($. 366). Wenn man z. DB. bie beiden Xheile der 


Ofeichung: 
N wide, 
0 m 


zwifchen den Grenzen u,» in Beziehung auf m integrirt; fo erhält man: 


I!zs-1_yrÄ 
JS. — * dx — log. (*) . 
0 log. x v 


Und wenn man imal hinter einander in Beziehung auf ma bifferenzirt; fo er⸗ 
gibt ſich aus der Gleichung: 





© dr — 7 
H ——— 
folgende: 
VAR Ih, an 13.5... (21a 
o (mit Yan VYm 
folglich iſt: 
© dx 1 1.3.5...i—1)' 


ST Ce iz 2.4.6... 2 (8) 


$. 404. Die Gepmeter haben die Werthe einer großen Anzahl beſtimm⸗ 
ter Integrale nach fehr verfchiedenen Methoden berechnet, und wir wollen als 
Beiſpiele die am Teichteften abzuleitenden und in ven Anwendungen am häu- 
figften vorfommenden bier mittheilen, und mit den Fällen beginnen, wo fid 
der Werth des beflimmten Integrales unmittelbar aus dem für das unbeftinmte 
Integral gefundenen Ausdrucke ergibt. 
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Aus der Formel (u) im 8. 309 ergibt fi: 
0 —_ 1 
— Met rent, u—t Yin 2a 
4 ⸗ “ 
und ans ber Formel (v): 


r —1 — 
V⸗o. xi > JS er "air, 


woraus folgt: 
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”“ 
2 —1/? 
ST sin. xdx = * N sin.2 — 2xdx 


nf " 


— 


3 — 7 
* cos.ꝰ xdx —= —— 0 cos.” — 2xdx, 
v 


Da diefelben Revuctionsformeln auch auf die in den zweiten Theilen dieſer 
letzten Gleichungen vorkommenden Integrale anwendbar find; fo hat man, wenn 
man durch 2i irgend eine gerade Zahl bezeichnet: 





% nz 
2. S 1.3.5... i—D) x Ä 
2 _ ig _ Teer TI ZZ 
M sin.Ixdx — ge xiı= Asa .'yz' (b) 
und wenn man mit 2i—-1 eine beliebige ungerabe Zahl bezeichnet: 
P ” 
2... 2 2.4.6... 
i Zr — ‚ar = un ® 
yA sin.tixdx 9 a xdx FR ar Fo tn 5 (c) 


Nun iſt aber zu bemerken, daß man bie Zahl i immer fo groß nehmen kann 
daß die Werthe der —e— 


TS 2 sin.Atixdx, JS, 2 sin.ixdx (3) 


beliebig wenig von denen der Integrale: 


A 
v. ain.ꝰiixdx, JS. ? ein.ixdx, (4) 
r „= 


2 
wo e eine pofitive Zahl bezeichnet, welche beliebig Fein werden Tann, ver 
ſchieden find. Denn es if: 


n 


u, | 
I sin.Ixdx < ——e Jain F-:): 


und ber zweite Theil diefer Ungleichheit kann für einen ſchicklichen Werth bes 
Erponenten k, wie Hein e auch fein mag, Heiner werden, als jede gegebene 
Größe. 

Nun kann man die Größe e immer fo Mein annehmen, daß jedes ber 
Sntegrale (4) beliebig wenig von dem ‚Integrale: 

Eournot, Theorie der Functionen ıc. 27 


2 


verſchieden tft, und ihr Verhältnig folglich ebenfalls beliebig wenig von ber 


Einheit verfchieden iſt. Für hinreichend große Werthe von i iſt alfo das Ber- 
halmniß der Integrale (3) beliebig wenig von der Einheit verſchieden. 
Hieraus folgt, daß ſich das Verhaͤltniß ver beiden Brüche in dem zweiten 
Theilen der Gleichungen (b) und (c) für ohne Ende wachfenne Werthe von 
i der Einheit unbeflimmt nähert. Es iſt alſo: 
” _2.2.4.4.6.6.8.8... 


271.3.3,.5.5.7.7.9:. 


Diefer Ausorud ver Zahl r als ein Product ohne Ende fortlaufender Factoren 
rührt von Wallis her, und kann anf verſchiedene Arten gefunden werben. 


5. 405. Es fei nun ber Werth des Integrales: 


zu beftimmen, wo fx eine rationale algebraifche Aunction bezeichnet und Fr 
eine andere rationale algebraifche Function, deren Grab wenigfiens um zwei 
Einheiten höher ift, als der von fx, und welche fo beichaffen iſt, daß bie 
Gleichung Fx — 0 mur imaginäre Wurzeln hat, damit die Function unter dem 
Integralzeichen innerhalb der Integrationsgrenzen nicht durch das Unendlihe 
geht. Wenn man durch «+ EVTL ein Paar zufammengehöriger image 
närer Wurzeln der Gleihung Fx = 0 bezeichnet, fo iſt das gefuchte Integral 
die Summe der Partiafintegrale von der Form: 

e — ——— — 
ar — “os tat? = (— 2 1-.pı ' 
wo bie Eonflanten P und Q duch die Gleichung: 


Pay it dG, (3) 
FKa+2V'—1) 


in welche man fehr leicht die Gleichung (3) im $. 296 transformiren fan, 
gegeben werben. 
Ferner ergibt fich Leicht: 


0 0) 
204 — — 2 2203; 
und was das Integral: 
2 (x— oldiz _ y® tdt 
ar /-nure 
anlangt; fo kann es nur als die Grenze eines andern Integrales: 
1 


J" tdt 
ıFFR 


at 
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worin u, v beliebige Zahlen und e einen ohne Ende « gesen Null convergiren⸗ 
den Factor bezeichnet, betrachtet werben. Nun ift abe 


JS" ni I Jog. u [et De] 
4 Zu (BY eu +1)V'y 
woraus folgt, wenn man 2 = 0 fegt, um zu ber Grenze überzugeben: 


Sr) 


ei ae „welcher wegen der unbeflimmten Zahlen u, » ſelbſt unbe 
mmt i 

Bezeichnen wir nım birh a, +B,V — 1, a,+B,V —i, ꝛc. Die 
übrigen imaginären Wurzeln ber Steigung Fxı = Di and. bie entfprechenben 
Werthe von P, Q mit P.,Q,, Par Q@,, x.; ſo ko 


N Ex=im f” = de=2n(@+Q, +0, +.) 


u 
1 u 
+ ep, + P, + 2.) log. (£)- 


Andererfeits hat man bie ibentifche Gleichung: 

ix _2P(x—0)+2Q8  2P,(x—a,)+2Qß, Le. 

Fe ea Ta 
woraus ſich leicht ergibt, daß, wenn die Bedingungsgleichung: 

PP, PP, +.=0 

nicht erfüllt wäürbe, ber höchfte Exponent von x in fx gegen bie Vorausſetzung 
zur um eine Einheit niedriger wäre, als ber hödhfte Erponent von x in Fx. 
Man bat alfo in ver genachter Vorausſetzung blos: 


— F—— 2a +, 1Q, tu), 


and welchem Werthe jebes Symbol der Unbeſtimmtheit verſchwunden iſt. 
Wenn bie Functionen fx, Fx nur gerade Potenzen von x enthalten; fo 


. bat man auf: 
© fx 15 
BT —— Zi=n(a+Q, +Q, +). 
$. 406, Wir wollen nun dieſe Analyfe auf das Integral: 
© zadr 
o 1+” 


anmwenben, worin wir m Dn annehmen und überbie$ m unb m ganze pofitive 
Zahlen bezeichnen. Die Gleichung (5) wird in nl em Falle: 


— 1 
P—Qa,\) —i= * 6 
v OB 11 ( ) 
in welche man für « 4- va fucceffive die verfchienenen Werthe fubfli- 


tuiren muß, welche fih aus der Formel: 
279 
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cos. Qi + 1jr = 1m 4 V-T ein. (Zi 1)R + 1)* ‚ 


ergeben, wenn man für i fucceffive bie Zahlen O, 1, 2, 3....0—1 ſetzt 
($. 73). | 
Nun iſt aber nach der Moivre'ſchen Formel ($. 7N: 


[ «or (2i SEM LVZT T. sin. CE ul 
— cos. [ei 1a — reihe 
VII. sin. [ei 417 Cat) = + en] 
— cos, PR rn er AirNe,ı IT T. sin, am + Deitne GihNe, 
und wenn wir ber ine wegen: 


2m +1 _, (2) 
2a 


ſetzen; fo gibt die Gleichung Cb): 


2n(Pı — Q VD — — — — — 
— cos. (4 + 1)kr $Y —1.sin. (2i + 1jk® 
und folglich if: 





1. 0: 
a = z, via. (21 + i)kr, 


2 zndr . . 
% 11 = 55 [sin. kr + sin. 3kam +... 4 sin. (2a —1)kn],. (8) 


Diefer Ausdruck Laßt ſich vereinfachen; venn es ſei: 

S=sin.u-- sin. (a+v)+sio (u 2r) +... sin [a + (n — 1)v]; 
wir wollen beide Theile ber Gleichung mit 2 cos. v multipliciren und nad ver- 
richteter DMultiplication jedes Glied des zweiten Theiles nach der Formel: 


2 sin. (at rr)co. v=sin.[a+ (r + 1)r] + sie. [a + (r— 1)r], 

welche ſich ſelbſt aus der bekannten Relation: 
2 sin.pcos. q—sin.(p-+ q)-+ sin. (p — q) 
ergibt, transformiren; fo erhalten wir: 
2Scos. v=sin (u—v)—sin.u+28—sin. [u + (e—1)r] +sio.(u+ ar), 
woraus folgt: 
s— — sin. (a—v)-+ sin. u 4 sin. . [a + (n—1)r])— sin. (a + m) 
2(1 — cos. v) 
In dieſer letzten Gleichung wollen wir u=kr, vr = 2kr feten, fo be⸗ 


zeichnet S das Polynom, womit 5: in der Gleichung (8) multiplichrt iſt, und 
man erhält: 
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— 2 sin. k7 + sin. (20 — 1) Kx — sin. (2n + 1)kr 


8 
2(1 — cos. 2kr) 
Aber es if: 
sin. (20 +1)k7 = sin. (2nkr + kr) = sin. [(2m + 1)” + kn] 


= +sin. kr 
1 — cos. 2kr = 2 sin.? kr; 
und folglich: 


yA je 6) x’n dx _ T — 7 
o 1+x° 2nsinkr 2u sin, (2m n- 1) j 
n 


Diefe merkwürdige Formel rührt von Euler her, und wenn man y — x" fett; 
fo ergibt fih daraus: 


{e 0) k—1d Tr 
yrtdy _ 

H 147 M. c —* 
Dieſe letzte Gleichung findet für beliebige zwiſchen O und 1 liegende Werthe 
von k ſtatt; denn von welcher Beſchaffenheit dieſe Werthe auch fein mögen, 
fo kann man doch immer ganze Zahlen m, n finden, welche der Gleichun 
C7) mit jedem beliebigen Grave von Annäherung genügen, indem zuglei 
m < 


n 1 ‘ 
Durch eine ähnliche Rechnung würde man finden: 


Ss — nd = u [sio. 2km + sin. 4kn +... + sin. 2(a— 1)kr] 





* 
Zn tan „Zu Dr 
2n 


DD „ki 
vr dy = — . (e) 
0 1-—y tang. kr 


$. 407. Die Formeln (b) im $. 314 geben: 
SI -asgin, bxdx — bl 
0 o —_ a2 —-b2 , M 
— bxdx —— 
S e7Mcos. =; Ip | 


Multipliciren wir biefe beiven Gleichungen mit da und integriren zwifchen 
ben Grenzen c, a; fo erhalten wir: 





OO u _eomu 
y — + sin. bxdx — arc. tang. - — arc. rang: . R 


DD a X oa + 
0 x 2 ce? + b2 





Wenn man in den vorhergehenden Gleihungen c=0, a= w ſetzt; fo 
geben fie: 





© sin, _,% 





Den zweiten Theil der Gleichung (5) muß man mit bem Zeichen 4 oder 
mit dem Zeichen — nehmen, je nachdem die Eonflaute b pofitio, oder negativ 
iſt. Uebrigens hat der Zahlenwerth dieſer Eonflante auf den Werth des be— 
flimmten Integrales feinen Einfluß; denn wenn man bx—t ſetzt; fo find die 
Örenzen von * noch O, co, und man hat: | 


® sin.bx © sin.t 
Ss x dx =/ t “ 


6. 408. Nah dem Eotefrfchen Lehrſatze (SF. 79) Hat man: 
(1 — 2ucon. + a2) (1 — 2m one.” +a2)...1—2acon CF du) 
=aa hf, 
Erhebt man beide Theile diefer Gleichung zu ber Potenz = mb ninmt die 
Logarithmen; fo erhält man: 
>. &e10g. (12a cos. 2 +ar)mbg-(@a +1)", (9) 


«mu n 
wo IN" U; die Summe vr Werthe einer Function U, für alle gan 


Werthe von i von O bis n— 1 incl. andeutet. 
Seben wir nun: 
äi+1 
2n 











en—x5 
fo verwandelt ſich ber erfle Theil der Gleichung (9) in: 
Ss . - log. (1— 20 cos. x 4 a2), (10) 


und das Zeihen I" deutet eine in Beziehung auf bie Veraͤnderliche x, welche 


_ Z—1 


nach conflanten Differenzen — — = vom = This x * 





7 incl. waͤchſt, 


genommene Summe an. 
"en man die Zahl m ohne Ende wachen läßt, fo nimmt die Differen 


4=! — immer mehr und mehr ab, und an ber Grenze geht die Summe (10) 
über in das beſtimmte Integral: 

Nr (1 —2acos.x-+ a?)dx, 
Andererſeits nähert ſich die Größe: 


+0” 
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für ofne Ende wachſende Werthe von » der Grenze 1 oder ber Grenze a?= 
ohne Ende, je a die Conſtante a Fleiner oder größer ift ald 1. Man 


bat alfo für a Si 


N log. (1 — 2aco. xt a?)dx — log. (at), 


Der Werth dieſes beflimmten Integrales iſt zuerft von Poiſſon angegeben; 
aber der fi) durch ferne Kürze empfehlende vorhergehende Beweis rührt von 
Delaunay ber, 


$. 409. Die Combination imaginärer Symbole wird bei der Entwidelung 
beftiannter Integrale Häufig angewandt. Wenn man in ver Formel (a) die 
Größe x in ax verwandelt; fo erhält man: 


aD 
JS. oe’rdx — vr ‚ 
0 2a 


und wenn man alsdann: 


feht; ſo ergibt ſich: 


Ka 


ober vielmehr, wenn man für die imaginäre Erponenzialgröße ihren durch 
Sims und Eofinus ansgeprüdten Werth febt: 


NS (cos. atz? VI: sin. aiz?)dx = NY z, 


welche Gleichung in die beiden folgensen zerfällt: 
VAL. — 
0 2a \ 
21x24 d — * N — 
NS cos. £°X x 2 


Diefe Iehteren geben, wenn man x Mr arxı febt: 


VAR O sin. xdx =y = cos. xdx =f: — 


Die Gleichungen Ch) IA: fee 


YAR sin. x? «dx — v® S. cos. x? -.dı = 5 . (h‘) 


Wenn wie in der erfien x in x — & verwandeln; fo bleiben die Integrations⸗ 
grenzen biefelben, und es ergibt ſich: 
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aD a 
I sin. (x? — 25x + &?)dr = n sin, (x? -{- £2) cos. 2&xdx 


— cos. (x? + S2) sin. 23x dx — > 


Aber da cos. (x2 + &2) sin. 2&x eine man Function von x iſt; fo Hat. 
man offenbar: 


yaR cos. (x? + 3) sin. 2Exdx—0, 
und folglich : 
yAR sin. (x? + &2) cos. 2&xdx — v: ‚ 
ober: 
cos.&? /_ _ sin.x? 008. 2&xdx-1- sin. &2 — cos. x? cos. 2Exdx = Y: = . 


Bern man bie zweite ver Gleichungen Ch‘) auf biefelhe Weife behandelt, fo 
erhält man: 


cos.£? ⸗ cos.x2 cos. 2öxdx — sin. Sy sin. x? cos. 2Exdx = * =, 


und hieraus ergibt fi: 


ya cos. x? cos. 2&xdx = (cos. &? -|- sin. &2) v? 


. (i) 

©. 1 

yAR sin. x2 cos. 2&x dx = (cos. &? — sin. &?) vi 

Wenn man bemerft, baß: 
sin. U — cos. == — 
4 =75 
iſt; fo kann man biefe Gleichungen auf —8 Form bringen: 
cos. x? cos. 2&x dx= Vr + sin. n + &2 

yAR G ) G) 


ee) 
I sin. x? cos, 26x dx — V% sin. ( 5) 
$. 410. Es fer: 
* dw 
co * =/ et?" cos. bxdx, 72— YA oe’? sin. bx xdx; 
ſo gibt die theilweife Integration: 
JS sin. bx · xdı = — — sin.bx + 2 o-1?2? cog, bxdx, 
woraus folgt: 
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@ b oo 
JS. e-asaꝰ sin, bx- xdx = — N o-ı?2? cos, bxdx, 
0 223) 0 


und mithin iſt: 
do __ b du _ 1 
ar zb 
Wenn man alſo den b == 0 entfprechenden Werth von w mit w, be- 
zeichnet, fo hat man: 








log. (- =—-77: w—zw,*® =, 
Aber anbererfeits iſt: 
—* , eꝰa dx — F. 
folglich: _ 
ST ” et?z? cos. Inte Te . (k) 


Wenn man a gegen Null convergiren laͤßt; fo convergirt auch ber zweite Theil 
ber vorhergehenden Gleihung gegen Null ($. 89), und folglih hat man an 
ber Grenze, wofern b nicht Null iſt: 


) 
JS. cos, bxdx== 0, 
0 


was mit dem im 6. 325 erhaltenen Reſultate uͤbereinſtimmt. 
8. 411. Das doppelte Integral: 


on n@ 
2= N YA 2e-,?(1tx®) cos. bx + ydydx 


verwandelt fih, wenn man zunähft bie Integration in Beziehung auf y_ver- 
richtet, in: 
DO cos. bx + dx 
o ir 
und wenn man zuerſt in Beyiehung anf x integrirte; fo hätte man nach der 
Formel (k): 
ay2+b)® 


— r2 sd oo 6 
2=Vaf o —— me / e ‘ 2 dx 
0 0 


Segen wir nım: 
252 —b 


' 


i= 





6: (ED — 
‚ foigtig: (I ) "+2 


dy= za(i + Zr) 


p find die y= wo, y=0 entfprechenden Grenzen der neuen Beränderlichen 
t, = + 0,t=—@, und man erhält: 
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gt f° *6 + t a, 
2 —* Ver 
_Foo — Ya e-tdt 
2 2 -2 VL 
Nun ift aber das im legten Theile ber vorhergehenden Gleichung vorkommende 
Sntegral = 0, wenn b>0 ift; denn einerſeits iſt der Factor, womit bie 
Größe e-'"dt unter dem Zeichen f multiplieirt iſt, numerifch Feiner als 1, 
fo daß der zwifchen ben Grenzen O, o genommene Theil des Jutegrales 
einen enblichen Zahlenwerth, Kleiner als 4 Vr ‚ bat, und da alle Elemente 
des Integrales mit 6 das Zeichen verändern, fo bat man: Ä 
[5 u _ 0 er | ri _ 
-aVY2 +2 So Vaearzı Jo Vor 
&8 iſt alfo für b> 0: 
_ [T eo.bxdx © eo 
2=/, Trmnr * 
Es iſt zu bemerken, daß der hier zur Beſtimmung eines einfachen Jutegrales 
angewandte analytifhe Kunſtgriff in der Vergleihung zweier Refultate beftebt, 


welde man erhält, wenn man bei einem boppelten Integrale die Ordnung der 
Integration umlehrt. 


Wenn man in der Gleichung (1), mx für x und * für b fett; fo er⸗ 


halt mean: 








© cos, bxdx TE -. (m) 
yA 1-+m2x2 ”" 2m 27 


und wenn man alsdann m — 0 ſetzt; fo ergibt fih wie vorhin, wofern b nicht 


[6 ) 
H cos. bxdx — 0O. 
0 


—=0 if: 
Wenn man in der Gleichung OD, — für x md mb für b fett; ſo kommt: 


© co.bxdıxz U 
— 2 nn 9 © ‚ 
YA m? --x2 2m 
woraus folgt, wenn man in Beziehung auf b bifferenzirt: 
© xsin.bidx 7% — 
N m4n 02 


Wenn der Parameter b negativ wäre, fo führte dieſelbe Analyfe auf bie 
Formeln: 


YA cos. bıdx c nen 0 zeinbridix 07 m aub 
0 mx?" 2m SS m+x 2 " 
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Elftes Kapitel, 


Bon den als Functionen veräuderlicher Parameter betrachteten be: 
ftimmten Jutegralen. — Enler’fche Functionen. 


ti 


$. 412. Man ann eben: | 
Se “ ((z.a)da—Fz, (1) 


und alsdann ift die Function F eine neue transcendente Größe, wenn fih das 
im erften Theile der Gleichung vorfommende Integral nicht algebraifch, oder 
Durch die Transcenventen, für welche man bereits Zafeln befist, für beliebige 
Werthe der Grenzen a,, @,, oder wenigftens für fpecielle Werthe biefer 
Grenzen, ausdrücken läßt. Man fan bie Werthe von Fx für jeden Werth 
Son x mit einer beliebigen Annäherung numerifch berechnen, wofern bie Func⸗ 
tion f(x,a) innerhalb der Integrationsgrenzen nicht durch das Unendliche geht 
($. 320). Auch Tann man die Function Fx in Beziehung anf x bifferenziren 
oder integriren, wenn man unter dem Zeichen / differenzirt oder integrirt, 
ohne dag man die Integration in Beziehung auf die Hülfsveränderliche « zu 
verrichten brandht. 

Die Transcendenten, von welchen hier die Rebe ift, und welche ſich auf 
ie andern zurüdführen laſſen, find von einer höhern Ordnung, als die In⸗ 
tegrale:: 


x 
fxdx, (2) 

X, 
welche ebenfalls als irreduetibel angenommen werben. In der That beſteht 
ber Hauptcharakter diefer letzten Zranscendenten darin, daß ihre Ableitungen 
Zunctionen fx find, welche fich algebraifch ausdrücken laſſen, ober welche aus 
elementaren Transcendenten, für welche man Tafeln hat, zufammengefet find, 

während die Ableitung F’x einen Ausdruck: 


Sc df(xz,c) da 
Ge dx 


von berfelben Natur, als die Function, wovon fie abgeleitet ift, hat. Wenn 
fi die Function Fix ohne Hülfe beflimmter Integrale ausdrücken ließe; fo 
müßte man ben Ausdruck Fx auf die Form: 


Se Fixdx 
Xo 


bringen, und alsdann würbe Fx nicht mehr zu ber Lategorie der Xrandcen- 
denten (1), fonbern in die der Zranscendenten (2) gehören. 

Eine Function, welche von mehreren Größen abhängt, Tann zu ven Trans⸗ 
eenbenten verfchiedener Categorien gezählt werben, je nachbem man biefe ober 
jene der darin vorfommenven Größen als bie veränberlichen betrachtet. So 
gehören z. B. vie elliptifchen Functionen ber erflen und zweiten Art zu ber 
Eategorie der Integrale (2), wenn man den Modulus als conftant, und bie 
obere Grenze der Amplitude als veränberlich betrachtet, und fie gehören da⸗ 
gegen in bie Eategorie der Integrale (1), wenn man die Grenzen der Am⸗ 
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plitude beide als conflant md den Modulus als eine Größe betrachtet, welche 
fih zwifchen den Grenzen 0, 1 ftetig ändern fann. 


$. 413. Die Junction f Fünnte innerhalb der Orenzen des Integrales 
durch das Unendliche gehen, ohne daß die Function Fx aufhörte, fletig zu fein, 
und wenn f(x,a) für einen gewiſſen W von a plöglih von einem end⸗ 
lichen Werthe zu einem andern überginge; jo würde die Function Fx im Al- 
gemeinen Feine Unterbrechung der Stetigfeit erfahren Diefes iſt eine Folge- 
rung aus den erſten Begriffen ver Theorie der Quadraturen, wobei wir uns 
nicht aufzuhalten brauchen. j 

Umgekehrt, die Function F kann Unterbrechungen ber Stetigfeit erfahren 
für Wertpe von x, welde die Function f nicht biscontinuirlih mahen Cs 


fer z. B.: 
.0 gi 
Fr =/ sıQ. do; 
0 a 


fo iſt für pofitive Werthe von x die Function Fx — 4 (6. 407), und für 
negative Werthe verfelben Vekaͤnderlichen x it Fx— — ir. Die Yunction 
Fx geht alfo für <= 0 plöglih von dem Werthe I zu dem Werthe — 7 


über, obgleich dieſer Werth von x bie Function — nicht discontinnirlich 





macht. Desgleichen, wenn man ſetzte: 


fx =f a sin. RX m 
Io Ita 
fo wäre Fx=1n7e, ober Fx = — 1 re“, je nachdem ber Werth von x 
pofitiv, ober negativ iſt, und die Function Fx würde in ihrem Werthe die⸗ 
felbe plöglihe Veränderung erfahren. 
Hieraus folgt, daß das Integral: 


O4 
I ein. ax da (3) 
0 a 


das Syſtem zweier geraden Linien MN, M/N! (Fig. 91) ausdruͤckt, welche 
zur Are der x parallel find, indem fich bie eine auf der Seite der pofitiven x 
und bie andere auf ber Seite der negativen x ins Unendliche erfiredt und 
beide fich plößlich in den Punkten ſchließen, wo fie die Are ber y treffen. 
Der Absciffe x = 0 entfpriht übrigens der Wertb y— 0, d. h. das arith⸗ 
metifche Mittel aus den Ordinaten OM = in, OM’ = — im. Man be- 
merkt Teicht die Analogie zwiſchen biefen Refultaten und denen im $. 113, wo 
der Werth von y durch eine unendliche Reihe ausgedrückt wurbe, während er 
Me vermittelt eines beftimmten Integrales unter enbliher Form ausge» 
brüdt wird. 

Hierans erhellet, wie die beflimmten Integrale, worin die Beränberliche 
als Parameter erfcheint, discontinnirliche Functionen ausprüden können, und 
wie durch bie Fortfchritte der Analyfis fie bei den Aufgaben herbeigeführt wer- 
ben müflen, bei welchen die Discontinuität gewiffer Functionen eine nothwen⸗ 
bige Bedingung if. Die Anwendung der beflimmten Integrale bietet alsdann 
vor ber der Reihen ven Bortheil dar, daß man mit erflern leicht die analyti⸗ 
fhen Eombinationen und Zransformationen vornehmen kann, fo daß die af 
gabe zuletzt auf die durch das beftimmte Integral angezeigte ariihmetifche Qua⸗ 
dratur zurüdgeführt, ober diefe Operation vermieden wird, wenn fie ber Auf⸗ 
gabe nicht nothwendig inhärirt, 
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65 414. Aus der Gleichung (3) Tann man durch ſchickliche Transforma- 
tionen noch andere Formeln ableiten, welche andern Fällen der Discontinuität 
entiprehen. Es fei 3. B. die Function: 


& [) 
5 sin, @ Co8. Q (4) 


& 





gegeben, fo bat man: 
sin. a cos. ax —1i[sin (1 + x)a + sin. (1 —x)a], 
woraus folgt: 
1 © sin. (1 + x)e 1 fr? sin. A—x)a 
‚=;/, FMa+z/ Nam, 
Nun vebueirt fih aber nach dem Bewiefenen das Integral: 
N sin. (1 + x)« da 
0 [7 4 
für x > —1 of 37 und fürx <— 1 uf — irn, mb ebenfo reburirt 


fh das Integral: 
YA sin. (1 —x)a da 
0 a 


frx<i1aufin und für x>1 uf — 4m. Hieraus folgt, daß ber 
Werth von y= 4m if, wenn x zwifchen + 1 und — 1 Tiegt, und ba 

v=0 wird, wenn x außerhalb biefer Grenzen liegt. Wenn man alio 
OP = OP! = 1 (Fig. 92), PN=PM’ = 1r nimmt; fo wird der geome- 
trifhe Ort der Gleihung (4) von dem Theile MM! ver zu der Are der x 
parallelen geraden Linie; und von ben geraden Linien PX, P/X‘ gebilbet, 
welche in ben Punkten P, P! begrenzt find; aber nach dem andern Sinne un⸗ 
beftimmt fortlaufen, 


6. 415. Aehnliche Unterbrechungen der Stetigkeit finden bei ben be- 
fimmten Integralen flatt, welche fi aus den unbeflimmten Integralen er- 
geben, deren algebraiichen Werth man kennt. Wir wollen namentlich die durch: 


sin, d 
y =/" ın _ (5) 
o vi-% co.a-+-x?2 


ansgebrüdte Function betrachten, fo iſt, da die Wurzelgröße in der ganzen 
Ausdehnung des Integrales pofitio bleiben muß: 


Nr = 1 v1 — 2x cos. a -x? + const, 
VIi-%xco.ca+x x 

An den Grenzen «= 0, a = wird die Wurzelgröße refp. gleihV (1 —x)2, 
va +x)2, und da fie pofitio genommen werben muß; fo folgt: 


va—=rd—n), je nachdem x S 1 if 


Var =t(AtD), ie nachden x Z —1 if, 
und folglich iſt für 
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x>1, J=7- 
x<1,> —IÄ,  ‚=2, 

2 
x<—1, Ju 


Der geometrifhe Ort der Gleihung (5) wird alfo aus zwei Bogen 
MN, AUN’ ($ig. 93) gleichfeitiger Hyperbeln, und and einem Theile MM! 
der zu ber Are der x parallelen geraden Linie gebilvet. 

In diefem Falle find die Unterbrechungen ver Stetigkeit, welde die Func- 
tion y fr x = 1, x = — 1 erfährt, nur von ber zweiten Ordnung, und 
ihre Ableitung: 
xz sin.a (cos. —x) 


o A—2xcos. a + x2)3 


erfährt für dieſelben Werthe von x Stetigleitsunterbrechungen der erſten Ord⸗ 
nung, weil fie plöblih von dem Wertbe — 2 zu dem Werthe O und von 
diefem zu dem Werthe 2 übergeht. 


y- da 


Euler’fhe Sunctionen. 


$. 416. In die Categorie der Functionen, womit wir ung jebt befchäf- 
tigen, gehören namentlich zwei merfwürbige Arten von Transcendenten, welde 
Legendre Euler’fhe Integrale genannt bat, zur Erinnerung an ben 
Ben Geometer, welcher die Igenfänften berfelben zuerft unterfucht hat, und 
deflen viel umfaffende Arbeiten alle Zweige der Analyfis fo bebeutend erwei⸗ 
tert haben. Die Euler’jchen Transcendenten der erfien Art werben durch 
das Integral: 


YA ' (1 — a)-1ar Idea (a) 
beftimmt, welches ſich in: 


© Pr-aß 
Yı dra# 


a 


verwandelt, wenn man 


__®ß 
1+8 

feßt, und wir wollen fie durch das Symbol (x|y) bezeichnen. Die Euler- 

ſchen Transcendenten der zweiten Art werben durch das Integral: 


1 1 xs—1 
.— d 
y (tor —) a 
gegeben, welches fih in: 
(ee) 
r e fg ige 
verwaubelt, wenn man: 





lo. 8 . 
a 


jegt, und wir wollen fie mit Legendre durch das Symbol Tx bezeichnen. 
Es iſt zweckmaͤßig, daß wir zuerft bie Euler’fchen Transcendenten der zweiter 
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Art betrachten, welches die einfachften find, weil fie nur von einer einzigen 
Beränberlichen abhängen. 


$. 417. Die theilweife Integration gibt: 
Sr = — et — —— 


N — — oe Pgetas, 


indem x als pofitio vorausgeſetzt wirb, ober vielmehr: 

I(x«+1)=xIx. (a) 
Diefe Formel drückt die charakteriftiiche Eigenfchaft der Function Ix aus, und 
nad berfelben iſt dieſe Function für alle pofltiven Werte von x befamnt, 
wenn man eine Tafel ihrer Werthe zwifchen ben Grenzen x= 0, x 1, oder 
allgemeiner, zwifchen den Grenzen x=i, x—i--1,-wo i eine beliebige 
ganze pofitive Zahl bezeichnet, Hat. Legenpre und Gauß Haben in ber 
That zum praftiichen Gebrauche nach Annäherungsformeln, welche Hier nicht 
naher angepeben werben konnen, Tafeln der Function [’x berechnet. 

8 iſt: 


woraus folgt: 


oo 
T (1) =/, e PaB —41, (a,) 
und ans der Vergleichung diefer Formel mit der vorhergehenden ergibt fich: 
Ti = 1 .2.3... (i —1), 


wo i eine ganze poſitive Zahl bezeichnet. | 
Die Probucte der um eine conftante Differenz h verfehiedener Factoren: 
x(x + h)(x + 2h)(x + 3h)..., 
werben Factoriellen und numerifhe Facultäten genannt, wegen ihrer 
Aehnlichkeit mit den Potenzen, und durch eine Vertauſchung der Veränderlichen 
kann man fie leicht auf bie einfacheren Factoriellen: ‘ 
1.2.3...i, 


welde in der Theorie der Eombinationen und ber Wahrſcheinlichkeitsrechnung 
eine fo wichtige Rolle fpielen, zurüdführen. Die fletige Function Tx wird 
jedesmal eine Factoriefle dieſer Art, wenn x durch einen ganzen pofitiven Werth 
geht, umd folglich kann die Tafel der Werthe der Function Ix als eine In⸗ 
terpolationstafel für die Factoriellen betrachtet werben. 

Die Gleichungen (a), (a,) geben I(0) = w, nnd folglich hat die Curve 
y= Ix die Are der y zur Alymptote. Bon dem Wertfe x—=0 an nımmt 
die Function Tx bis zu einem gewiffen Werthe von x— 1,46163... ab, und 
nimmt dann bis zu dem Werthe x — 2 zn, woraus wegen der Gleihung (a) 
offenbar folgt, daß die Function Ix für die größere Werthe von x ohne Ende 
und zwar fehr ſchnell mit dieſer Veränderlichen zunehmen muß. 

Für negative Werthe von x hat die Function: 


Ix — oe fg: las 03) 
keine angebbaren Werthe mehr, und bie Gleichung (a) iſt nicht mehr an- 
wenbbar. 


$. 418. Wenn wir in ber Gleichung (2) die Größe 8 in ma ver- 
wandeln, ſo gebt fie über in: g 





YA u, (b) 
0 m 
und wenn wir in biefer letzten Gleihung x + y für x, mb 1 -+-P flat m 
fegen; fo erhalten wir: 
[N 149er gr Ta&+y 
= + Br 


Multtpliciren wir bie beiden Teile dieſer Gleichung mit 22196 und integriren 
zwifchen den Grenzen O, co in Beziehung auf 3, fo ergibt fi: 


o — (1+P)a_ xt y1ay 1 gaan — 148 
/ YA er 2 d6da = Iic-+ 7) Yoga (6) 
Nun iſt aber nach der Formel (b): 


a _ I 
J 0 oe "egY = — = ’ 
fo daß der erfte Theil der Gleichung (6) nach verriähteter Integration in Be⸗ 
ziehung auf 4 übergeht in: 
YA Iy, —e 47-14, == If ” Fa er — —ily -Ix. 
0 ay 0 
Die Gleihung (6) gibt alle: 
TI =laktyn:f ua 
J — y N (1 +aytr! 
und wenn man y+ x = 1 feht; fo erhält man: 
© Br-148 
Iy„ I1—y= . — * 
T—, 
oder wenn man y in x verwandelt und bemerkt, daß ſich T(1) auf bie Ein- 


beit rebueirt: 
© A-1948 
Ix-I1—x)= — 

x ( x) JA { 4 ß ' 
oder endlich nach ber Kormel (d) im $. an: 

Ix-I1—x)= re (ec) 
Na dieſer letzten Formel berechnet man bie Tafel der Werthe Tx zwiſchen 
ben Grenzen x=0, x=4, wenn man die Tafel ber Werthe derſelben 


Function zwiſchen den Grenzen x= 1, x=1 hat, 
Für x = 4 gibt die Formel (o): 


Ta" =r, wer IU)=V; Ce.) 


T(i) =/ ev. LE y e-!?dt, 


welches einen neuen Beweis der Formel (a) im $. A03 Liefert. 


$. 419. Nach der Definition der Euler'ſchen Function der erflen Art 
kann die Gleihung (7) auf folgende Weife gefchrieben werden: 


2) 





aber e8 iſt: 
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«= a: (a) 


Dur diefe von Euler Herrührende Sundamentalformel, für welche wir. eben 
Den von Poiffon gegebenen Beweis mitgetheilt haben, wirb bie Berechnung 
ver Tafel mit einem doppelten Eingange ($. 116), welde die Werthe ver 
Function (x|y) für die pofitiven Werthe der Veränverlichen x,y gäbe, auf bie 
Berechnung ber Tafel der Function Ix zurüdgeführt. Hieraus folgt: 
an)= (sd, 
was übrigens auch direct daraus folgt, daß ver. Werth des Integrales («) 
nicht geändert wird, wenn man a in 1 — «a verwandelt, 
Herner folgt aus der Formel (d): 
G+:y)-Ixty+9=I/IGa@42).[y, 
(xz) + I(x-+2) = Ix + [z, 


wo = fowohl als x und y eine pofitive Veraͤnderliche bezeichnet, und hieraus 


folgt: 
_ Ixs-Iy:.Tı 

(<+ |7) (2) = I«+ytz) ' 
oder, da der zweite Theil ber vorhergehennen Gleichung eine ſymmetriſche 
Function der Beränderliben x,y, = iſt: 

(<-+z|y) + (|) = (y-+:|x). Glz). 
Aus der Berbindung der Formeln (ec) und (d) ergibt fih: 

% 
siu,.nx 
Wenn man in bem Integrale (d)y—x, a=i(1-w) febt; fo 

erhält man: 


1 1 . | 1 | 
(x|x) — / (1 — w2)”»1do = af, (1 — „?)-1dov, 
1 


und wenn man nun V a für w ſetzt; fo kommt: 
1 pi Bi! 1 
= — — da = — » —-), 
a=gr/ Aare Ma: (,) 


Wegen der Gleichungen (d) und (c,) iſt dieſe letzte Formel identiſch mit 
der folgenden: 


(1— xx) = 








Ä ı\_VY”® I(%) 
r6+,)=35 7 
woraus fih für eine ganze Zahl i ergibt: 
re +1)= 1.2.3...(2i—1) _Y® 1.3. 5..(2i - 1), 


I 9371,23...) 2% 
folglich: 
2 1 
* «Ur I — — — 0 i —_— |, 
1.3.5... = r( +5) 


$. 420. Es iſt identiſch: 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 2 
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JS, Ka-Hazef VA 1 P-IanaE, 
JS, sa-Sa=e/f EP", 


oder: 


ber Veränderlichen &, 7 erſtreckt, welche der Ungleichheit: 





wo ſich das doppelte Integral des zweiten Theiles auf alle pofitiven Werthe 


5471 (8) 
genügen. Aber das im erflen Theile der Gleichung vorkommende einfache Ju | 
tegral iſt nicht anders, als die Function (a|B-4-1), und folgli iſt wermöge 
der Euler'ſchen Formel und unter der durch die Ungleichheit (8) ausgedrückten 
Bedingung: 

Ta+T(1-+B) Ta-Tß 


soil 1 u _l — — — — 
N 7 dy=z Tara Tataid' 


Wenn wir 
— x \P — y 4 
=(), 7=6) 
fegen; fo ergibt ſich vermöge dieſer Formel: 


pa, 48 
⸗ -1. 1 — a b j _Ta« LU 
JI* ı Kim Zo Tüterd' 


ober vielmehr : 
—JJ 
—— 


wo fich das doppelte Integral auf alle poſitive Werthe von x und y erſtrecken 
muß, welche der Ungleichheit: 


— 
genügen, und bie Conſtanten «, 8, 8, b, p, q werben als poſitiv vorausgeſetzt. 
enn man, um bie Begriffe zu firiren, und um ben Fall zu betrachten, 


welcher die hänfigften Anwendungen eflattet, p—q=2 ſeßt; fo erhält man, 
— — man das doppelte Integral auf Die ganze in der Ebene der xy vom ber 
ipfe 


"Parey (e) 


eingefchloffene Fläche erſtreckt und ans biefem Grunde ven Werth des zweiten 
Theiles der Gleichung (e) vierfach nimmt: 
„FOT® 


ST iyß ” laxdy— = 
u „arp — +22) 
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Diefe Formel gibt den befannten Ausdruck für bie Fläche ber Ellipfe wieder, 
wenn mn a —=ß=—=1 feßt. u 


$. 421. Es feien nun x,y,z,20. n Beränverlihe, /6) bezeichne ein 
vielfaches Integral von der nm!" Ordnung, und wir wollen annehmen, daß fich 
die vielfache Integration auf alle pofitiven Werthe von x, y, e, ꝛc. erſtreckt, 
welche der Ungleichheit: | 


+4 +ee 
genügen; fo haben wir: | 


“ ae Are ..dxdydz... 
| a 7 
— 0)0) . 
— art. 16) q r 
pam. r(1+2 ß +.) 
p + q ur 
Diefe fehr merkwurdige Formel, worin bie Gleichung Ce) als befonderer Fall 
enthaften iſt, rührt von Dirichlet her, und ber finnreiche Rechnungstunftgriff, 
wodurch fie gefunden iſt, bietet den Vortheil dar, daß er auch auf viele andere 
Integrale anwendbar iſt; ) jedoch werden wir bie folgende von Lionville 
angewandte Beweisart vorziehen. 


Zunähft erfeht man die zu beweifende Formel (f) vermittelft der im vor⸗ 
hergehenden $. angewandten Vertauſchung der Veränderlichen durch die ein⸗ 


fachere Formel: | 
@) = u a d d m 3 Ta» IB. —— 

wo ſich die vielfache Integration auf alle pofitiven Werthe ber neuen Ber 
aͤnderlichen &, 7, C, 26., welche ber Ungleichheit: 

5x. 1 
genügen, erſtreckt. Wir wollen für den Augenblick ſtatt dieſer letzten Be—⸗ 
dingung die allgemeinere, durch die Ungleichheit: 

5*. 0 
ausgedruͤckte Bedingung ſubſtituiren, wo © eine beliebige poſitive Größe be= 
zeichnet, und zuerſt 

vertan, $+n<0 
feßen k ſe kommt es darauf an, den Werth des Integrales V zu erhalten. 
s ſei: 


(D 


g=w, =ufl-—») 
fo find die Grenzen der Integration in Beziehung anf die neuen Veränder- 
Iihen u,» xeip. 0,0; 0,1, und man erhält: 


1/9 io _ Ta+»-Tß 0 _ 
v- at+B—1 a—1 — 14 au— . «FB 11 , 
7 A PS al 7 2 any Aa” 








#) Bergl. das Journal de mathematiques de M. Liouville, tom. IV. pag. 164 et 225. 
28% 
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Wir wollen nun 
VesSsE Pr rakanak, - . 
ſetzen; fo Fönnen wir fchreiben : 


ve N TEN pt Pr lakandl. 


Aber das doppelte Integral: 


Mn (MM Are 
SI "ans 
bat nach dem Borbergehenden ben Werth: 
TB-Iy sm 4y—1 


TIarYo Fo Mm 





und folglich if: 
rei Velen pop u —— de 
TB+YJ/ 0/0 * 


Endlich hat man wieder nach ber vorhergehenden Rechnung, wenn man für 
7, feinen Werth ſeht und u, eine neue Beränderliche bezeichnet: 
or al Br, ar I: IBA [°, tphr—ı 
II ET Tara Ne F Bl 
folglich : 





Ta-Tß-Iy 0° 4445—1 
V2 —— —.. Tau, 
Ä KatB+n Jo ni 
Wenn man nun 0 — 1 ſetzt; fo kommt man wieber auf die auf ben Fall 
dreier Beränderlicher befchränkte Formel (9), und da fi bie angewandte 
Analyfe offenbar fucceffive auf eine beliebige Anzahl von Beränberlichen er- 
fireden läßt; fo folgt, daß die Formel (p) und folglih die Formel CD in 
ihrer ganzen Allgemeinheit bewiefen iſt. 


6. 422, Bir wollen in der Formel (b), a frx— 1 und x für a 
feßen; fo verwandelt fie fih in: 


5 2 nem EN c6) 





met! 
und wenn n eine ganze pofitive Zahl iſt; fo Hat man folglich: 
© 1.2.3...n 
y x midr — —— 
was ſich auch ans der Gleichung (a) im 8. 313 ergibt, wenn man barin a 
m — m verwandelt, 


‚Bir wollen in der Formel (g), m=a- uf —1 jeßen, wo a eine 
poſitive Eonflante begeichnet und für die imaginäre Exponentialgröße ihren dur 
Sinus und Eofinus ansgebrüdten Werth ſubſtituiren; fo verwandelt fh bie 


Kormel in; 
” Ne coug, x V _1ssin. x _ _Iur1) _ 
H zte-4x(cos. b ĩ «sin. b = yoom 
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⸗ 





oder, wenn man 
a? Lb3 02, - = tang.\ 
fegt, in: 
0 xt0-%/cos, bx VXT. sin, bx)dx 


T ei 1) [cos.(a +1) — v1» sin.(o — {JA} 


Diefe lebte Gleichung zerfällt in die beiden andern: 
y ” zo 008, bx + dx — Ta+1) cos. (a+ 1)A, 


ot! 








0 
“ zo Mein. bx- dr — + 1), sin, (a +1); 
0 L 


un ie der Boransfegung von n == 0 geben biefe die Formeln (CH) im 6. 407 
wieder, 





Bwölftes Kapitel, 


Entwickelung der Functionen in trigonometrifche Reihen. — 
Theorem von Fourier. 





8. 423. Es bezeichne y eine periodiſche Function von x von ber Form: 
y=A,siux+A,sin.2x--A, sin. 3x... A'sin.nox, (1) 
wo jeder Evefficient A; von x unabhängig iſt, und fx bezeichne eine Function 
von x, welche eine mathematifche oder empirifche, fletig, oder Stetigfeitsun- 
terbrehungen von einer beliebigen Ordnung unterworfen —* kann; ſo ſoll man 
die n Coefficienten A, fo beſtimmen, daß für die n beſondere zwiſchen x — 0 
und x== 7 um gleiche Differenzen wachfenden Werihe: 
m" 5— Ir _— Ir nr (2) 
—a+l’ Ta+ı' Tıatı a+-1' 
y=fx if, over mit andern Worten, daß bie durch bie Gleichung (1) ans- 
—5 — Curve mit der Curve = fx, n Punkte gemein hat, welche ben 
eiffen (2) entfprehen ($. 21). 5. 
Wir wollen die Coordinaten dieſer gemeinſchaftlichen Punkte mit y,,yzr 
Yarcoc ya bezeichnen; fo haben wir zur Beſtimmung der Coefficienten A, die 
n Gleichungen: 


yo <— 


























. T . an . nF 

Yu mA eia  r Az sie I tot Ania I 
. 2r . An . An 

Ya m Ania I tr Aalen I tee tr Ani ä (3) 
, nr . Inn .  n?T 

Ya = A, su. 7 + Agela I tee tr Ansin x- 





6 _ 


Penn man fie zufammenabdirt, nachdem man fie vefp. buch: 





























2 sin. rel 2 sin. ge zei. I, (4) 
multiplicirt hat, fo hat vie Unbelannte A, zum Multiplicator: 
2 sin. - I + sin. ir + ’ sın. = + sin. = +... 
. Bird , nr 
...- 2sin. — ai — 
d. h. die Differenz der beiden Summen: 
i — i 2 TE Vi 
14 cos, | ta G Te + ...+ cos. Ir =s 
N 2 J 
1-1 eos. Er z + cos. @ — +.. ‚too „ ri en S, 


Es fei algemeinr; 
cos. u + cos.(a +») + cos.(a+ 2v),..+ cos.(a+- mv) —S, 
fo findet man durch eine ähnliche Rechnung, wie bie im 6. 406: 
= — cos.(a — v) + cos. u cos.(u + nv) — cos.[u+ (n-+ 1)v] 
21 — cos. ») . 
und für a — 0: 
1 cos na» — cos. (n + 1)» 
s=z|1+ —— >]. 


Wenn man nm: 
_ ( i T iyr 


n—-1 





fett, fo erhält man: 
co(a -1w=+t1, co.uw=+teosv, 
je nachdem (i! Fi)m ein gerabes ober mgerades Vielfaches von x iſt. Ja 
dem einen und in dem andern Falle iſt alſo: 
cos. ny Z= cos.» +cos.(n—- ſ)), S=4[1 —cos.(a--1)r], 

und Bien: 

= 41 —e.('—ia], 8,=4l1 —confl tim. (9 
So * der Inder i’ yon i verfhieben if, find bie Zahlen i — i, J 
zu gleicher Zeit gerade oder ungerade, und es it S, —S,—0, fo daß alle 
Eoefficienten A mit Ausnahme von A; aus der Summe der reſp. durch die 
Factoren (4) multiplicirten Sleichungen (3) verſchwinden. 

Für i/ = i hat man vermöge der zweiten ber Gleichungen (5), S, —=0 
und bie erfle der Gleichungen (8) wird illuſoriſch, weil man den Winkel » 
in bem Werthe von S, woraus biefe Gleichung abgeleitet if, nicht = 0 ſetzen 
Tann; aber in diefem Falle gibt die erfle der Gleichungen (S) dire S,.—n +1. 

Nach allen diefen Bemerkungen hat man zur Beflimmung bes Werthes 
des Coefiicunien A; bie aeg: 


A * — — — az + Yaein. —— * +..t+y sin. * *2 
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und man braucht zur Kufldfung der geftellten Aufgabe dem uber i nur ſue⸗ 
ceflive die Wertfe 1, 2, 3,...n nen. " s 


8. 424. Je größer bie Zahl n iſt, defto mehr Punkte Hat Die durch bie 
Gleichung (1) beffimmte Eurve zwifchen den —2 — x ! 0,x= * mit 
ber Curve y= fr gemein, und folglich fallen vie beiden Curven an der Grenze 
(=o) für alle zwiſchen den eben angegebenen Grenzen liegende Punkte 
zufammen. Au diefer Grenze n = w verwandelt fich aber die Summe, welche 
den Werth von A; ausprädt, in ein beflimmtes Integral, und wenn man 


im __ nn __ _ 
—75* —6, 1 55 


ſetzt, ſo kommt: 
2 * 3 . Fe 


— 2 . 5 «sie. ix # sin.ife a 
— 2* N, &+fädE, (2) 


wo das Zeichen 3 anventet, daß dem Index i fucceffive alle ganzen Zahlen 
von der Einheit incl. beigelegt werben follen, und daß man die Summe aller 
ber fo erhaltenen Glieder zu nehmen hat. 

Der Beweis, weldhen wir eben von der Formel (a) gegeben haben, iſt 
von Ragrange, und fhließt fi) an die Theorie der Interpolation an, wie 
der, welden wir von der Taylor'ſchen und folglih von der Maclaurin- 
Then Reihe gegeben haben ($. 98), ımb es war zweiimäßig, durch dieſelbe 
Methode zu diefen Hauptformeln für die Entwidelung der Functionen in Reihen 
zu gelangen; aber e8 bleibt noch zu beweifen übrig, daß die durch den zweiten 
Theil der Gleichung (a) ausgedrückte Reihe immer convergent iſt, von welcher 
Beſchaffenheit bie Function f and fein mag, fei fie fletig oder nicht, wofern 
fie nur nicht zwifchen den Grenzen x=0, x 7 unendlid wird, Die Me 
thode, welche wir anwenden wollen, um diefen Zundamentaljat in aller Strenge 
und ohne unnütze Einſchraͤnkungen abzuleiten, wird uns zu gleicher Zeit einen 
neuen und in gewiffen Beziehungen * einen directen Beweis der Formel 
(a) an bie Hand geben, 





und folglich: 


$. 425. Suchen wir die Grenze, gegen weldhe das Integral: 


SV. ‚ sin. i@ do 

p sin. (W) 

eonvergirt, wenn man für i eine Immer größere und größere poſitive Zahl 
nimmt, Zu dem Zwede wollen wir _ für i feßen, wo s eine pofitive Zahl 


bezeichnet, welche ohne Ende gegen Null convergirt und — * « fen; fo 


fommt: 
y 
Ne EN zu te 900. (@) 
u sin. p sin.Ed 
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Aber wenn man & wie eine unenplich Heine Zahl behandelt, fo% verfehtwinbe 





der Factor "Br zu wofern nicht zu gleicher Zeit 0 unendlih Hein if, i 
welchem Falle: 

_e _1i 

sin.eO © 


iſt, und folglich kann man an ber Grenze für das gegebene Integral das 
folgende feßen: 





Nun «ft aber (6. 407): 


© sin. 1 0 sin. 
dd = — do — 

















Wenn nun u und » poſitive Zahlen find, und e eine ſehr kleine Zahl iſt, fo 
ift jedes der beiden Integrale im erften Theile der Testen Gleichung fat = ir; 
folglich ihre Differenz oder das gegebene Integral Co) faft Null, und an ber 
Grenze i = oo verfchwindet es in aller Strenge. 

Aus demfelben Grunde würde (w), wenn u = 0 wäre und » irgend 
einen pofitiven Werth behielte, den Werth 4 annehmen, und wenn enblih 
a eine negative, und » eine pofitive Zahl bezeichnete; fo würbe das Integral 
(w) gegen die Grenze 7 convergiren. 

Da vorausgeſetzt wird, daß die Function f zwifchen ben Integrations⸗ 
grenzen enblich bleibt, fo convergirt folglich das Integral: 

eo, _ ST „sin. 0 
S. u · dw = N. Ke0) · I 40 (2) 
& 

für immer größer werdende pofitive Werthe von i, welche immer Fleiner wer- 
denden Werten von e entiprechen, gegen die Grenze Null, wenn bie Zahlen 
u, » daſſelbe Zeichen haben und von Null verſchieden find. Diefes Integral 
wird = 41nf(0), wenn die Zahl u O iſt und es nimmt endlich den Werth 
zf(0) an, wenn die Zahlen u, v entgegengefeßte Zeichen haben. 

Wenn in biefer legten Borausfegung die Function fo gegen verfchievene 
Grenzen f,(0), $,(0) convergirte, je nachdem wm gegen Null convergirt, ie 
bem es negative oder pofitive Werthe durchläuft, oder mit andern Worten, 
wenn bie Function for plöglih von dem Werthe f,(0) zu dem Werthe f,(0) 
überginge; fo würbe die Grenze nf(w) dur I[f,(0) + f,(0)] erfeßt. 

Nachdem wir auf diefe Weife für alle Fälle den Grenzwerth des Inte⸗ 
grales (w) beftimmt haben, wollen wir zu dem Lehrfahe übergehen, zu deſſer 
Deweisführung wir diefe Grenze geſucht haben, indem wir bei biefen: letzten 
Theile des Beweifes einen von Dirichlet angebdenteten Weg einfchlagen. *) 


®) Vergl. Erelle’s Journal für reine und angew. Math, Bb. 4. ©. 166. 
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F. 426. Die Function: 
—? sin. x I sin. -L sin. 2x * sin. 
s=;| > tẽ sin. &dE + / tẽ sin. 2EdE +... 


...+- sin. ix \ * f£ sin. icas 


vder die Summe der i erſten Glieder der Reihe (a) kann auf folgende Form 
gebracht werben: 


N f&d&[2 sin. x sin. &-4- 2 sin. 2xsin. 25-4... —- 2 sin. ix sın. if] 


1 * 1-co. ()x - 5) + cos. 2(x— „-t eos. iſx — 
* YA 1548 I_ı T le &)-+cos. Ya 7 .. 7 cos, na + " 


und nach den Formeln im 6. 423 hat man: 
14coſ. (x & &) 4 cos. Axt5)+...+cosixt?) 
* 1— a 
2 1— cos.(x+£) 
—1i [- + sin.(i+ 4) (x+ 3] 


2 sin. 1(x + &) 

fo daß fih die Summe S, in: 

1 a sin. (i ) (& — £) 1 a sin.(i+4)(x+2) 
— f£ » — — — — de — — fE . _—._! n d 
2/0 5 sin. 3 (x — £) & 257/90 : sin. 1 (x +5 5 
verwandelt. Wenn wir in dem erften Integrale x— E= 2m und in dem 
zweiten x + = 2w fegen; fo folgt: 


x 


= — NE 20) DR 


sın. ¶ 


str 70: 
af: 2 dw x). Mi + Nw u. 
n/ X ain. w 
2 


Wir wollen annehmen, daß x zwiſchen O und mr fällt, fo daß die beiben 
Grenzen des zweiten Integrales pofitio find, und daß die untere Grenze des 
erften negativ iſt; fo wird das zweite Integral nach dem im vorhergehenden 
$ Gefagten für i= oo Null. Wenn man ferner in der Function f(x — 2w), 
w=—0 ſetzt; fo rebucirt fie fih auf ix, umd folglich ift die Grenze, gegen 


welche das erfte Integral convergirt, — — + nk, Der zweite Theil der 


Gleichung (a) if alfo unter der Bedingung, daß bie Beränderlihe x zwifchen 
Null und 7 bleibt, und daß die Function fx innerhalb dieſer Grenzen nicht 
unendlich wird, eine convergirende Reihe, welche Fx zur Summe hat. 

Wenn die Function f für den Werth a plöglih von einem emblichen 
Werthe zu einem andern überginge, fo wäre ber Werth der Reihe (a) die 
bafbe „Dumme der beiden Werthe, welche alsdann die Kunction f annimmt 
($. 38). 

Wir müffen nun noch die Werthe von S, für die Grenzwerthe O und 7 
von x angeben. Rum ift aber für x= 0: 
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—1 00 sin (2i+1)w 41 7 „sin.(i+1)w 
.=- Ja" 20) Tan \, 20). TI dw 


sin. 
mb für x=7 if: 


= f Flr—20) PZLDw,, If? un. tw, 
279 sin. W 2) n | in. 


w 


— N, ? f(n—2w) . —— 4 — f(n—2w)* —— 
7 


welche Größen für jenen Werth von i verſchwinden. 


$. 427. Der zweite Theil der Gleichung (a) iſt eine periodiſche Func⸗ 
tion von x, während fx durchaus, Feine periodiſche Function zu fein braucht. 
Wenn alfo die Function fx für <= O und x 7 nicht verſchwindet; fo be- 
fleht die Eurve, deren Ordinate durch: 


y- n Z + sin.ix NV sin. i& + icas (5) 


ausgebrüdt wird, aus getrennten Bogen, welche abwechſelnd auf ber einen 
und auf der andern Seite der Are der x liegen (Fig. 94). Für die Absciffen 
der Trennungspunkte gibt die Gleichung (5) weder die eine, noch bie andere 
ber beiden gleichen Ordinaten OM, OM;, von entgegengefeßten Zeichen, fon- 
bern die halbe Summe dieſer Orbinaten, d. h. den Werth Null. 


$. 428. Beifpiele. 1) & ſei x=4x; fo if: 
4ix=si.x—1sin.2x + sin. 3x — 1 sin. 4x + ıc., (6) 
eine bereits im 5. 113 gefundene Formel, Da die Function ix fowohl als 
sin. ix eine impaare iſt; fo findet die Gleichung (6) nicht blos für die zwi- 
ſchen oe 7 , ſondern auch für die zwiſchen — m und O liegende Werthe 
von x ſtatt. 
2) & ſei x = cos. x, fo iſt: 


2r/i ,1\. 1, 1\. 1, 1I\L 
cos, x = 7 G + ) sin.2x + (5 + ) sin.dx + (+ z)eie- 6<x+ | . 
3) Endlich wollen wir annehmen, doß fx x fei, zwifchen den Grenzen 
0,17.und =n —x zwilhen den Grenzen 47,7, fo daß diefe Function bie 


Drbinate eines gleichfchenfligen Dreiedes ausdrückt, deſſen Grundlinie = 7 
und deſſen Höfe — 4 ift; fo hat man: 


y sin. ik + tcat =/. sin. if + &dE * sin, iö (m — Hat, 
und die Formel (5) gibt: 


_A4L. 1, 1. 1. 
= 7 (ein. x— 33 sin.3x + Fr} sin.dx 7, sa Tx 4 x.) 


$. 429. Wenn man a priori wüßte, daß eine Function fx zwiſchen ben 
Grenzen 0, durch eine convergirende Reihe von ber Form I A; sie. ix aud- 





ri 1% 
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gedrückt werben Tann; fo laſſen fi vie Eoefficienten A; durch eine fehr ein- 
fache Rechnung befiimmen. Denn aus der hypothetiſchen Gleichung: 
ix =A, sin. X-A, sin. 2x—...—+ 4A; sin ix Pꝛc. 
ergibt ſich: 
sin. it +fedE — A, sin. i& sin. &dE A, sin. i& sin. 22dE +... 
... + A; sin.2 i&dE Pe., (7) 
und da dieſe Gleichung nach ber Vorausſetzung für jeden zwiſchen O, liegen- 


den Werth von & flattfindet, fo erhält man, wenn man zwiſchen dieſen Gren⸗ 
zen integrirt: 


JS ” sin, i& + fd A, \, * sin. if sin. &dE 4 A, * sin.i£sin.2&d£ +. 


..t A sin.2 iödE + ır. 
Anvererfeits ift: | 
Sein. i& sin. VEdE = 4 fcos.(i — i)EHE — 1 Fcos.(i 4 i)äuE 
— sin.(i — ing _ sin.(i-i)E 1 const. 
2G— i) 2G 41% ' 
welcher Ausdruck die Wahl der Grenzen O,r unzuläflig macht, fo Lange die 
ganzen Zahlen i, i’ von einander verjchieden find. Für ı==i’ erhält man 


($. 402): 
N sim itdE = 2 %, 


und folglich redneirt fih der zweite Theil der Gleichung (7) auf das Glied 
A; , woraus ſich alsdann ergibt: 


AR: | 


wie wir bereits durch eine complicirtere Rechnung gefunden haben. Allein, 
nach der richtigen Bemerkung Poiſſon's beruht die zufeht angegebene Me— 
thode auf einer Vorausſetzung, welche des Beweiſes bedarf, und in der An- 
nahme befteht, daß jede beliebige Function in eine convergirende Reihe ent- 
widelt werben kann, deren Glieder nah den Sinuſſen der ganzen BVielfachen 
der Beränderlichen fortjchreiten. 





$. 430. Duch eine Vertauſchung der Veränberlichen fünnen wir nun bie 
Formel (a) fo abändern, daß die transformirte Formel für die zwifchen be- 
liebigen andern Grenzen, als 0 und 7 Tiegende Werthe der Beränderlichen 


ſtattfindet. Segen wir 3. B. == für x und = für &; fo erhalten wir: 


f nz ET SI Ey ad Er =) ar 
a a a 0 a a 

Aber da nichts Hindert, die Accente der Veraͤnderlichen x’, * Kinwegzulaffen, 
und da das Zeichen f eine ganz willfürlihe Function andentet, fo darf man 


fx ftatt (= ) ſetzen, und man hat folglich: 
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= 5. sin. =‘ sin. in, födE, (b) 


lche lebt I le zwi O0 und a liegende W det. 
ir bar A fine ech Arab ri fie 5 Den, fo 
verwandelt fie fich in: 
(x +1) = Se sin. et) IR sin. SEEN gg 4 nagı, 
ober nach dem eben Gefagten in die einfachere Formel: 
—! « sin in(<-1) sin in(ö+D, c 
12 al. un 2 217 Ce) 


—* für alle zwiſchen den Grenzen —!, +1 liegenden Werthe von x ſtatt⸗ 
nbet 





Die Gleichung (b) kann man auf folgende Form bringen: 

=} PP} ® = sin. =), sin. ni, fEdE. 

Nehmen wir nun an, daß a mendlich groß wird und ſetzen: 
ur [14 

-=04, -— = da ’ 
& & 
fo ift die Grenze, gegen welche bie Reihe für immer größer werdende Werthe 
von a convergirt: 


2 r® ı°’._. 
— sio, axsin, a& +kdkde, (4) 


fo daß der Werth von fx innerhalb ber Grenzen O, co durch ein boppeltes 
beftimmtes Integral ausgedruͤckt wird. 

Diefer Ausdrud würde jedoch in dem Falle illuforifh, wo dae boppelte 
Integral, defien obere Grenzen unendlich find, vermöge der Natur der Func- 
tion f feinen endlichen und beflimmten Werth bebielte (6. 324). 


Wir wollen fx = : feten, fo wirb die Function f an der Grenze x=0 
unendlich; aber dennoch ergibt fi aus ber Formel (d): 


ao & . (=) 
1 — N. 4 sin.ax sin. ad d&da =/[ sin. axda, 
x [4 0 0 & 6) 
was mit dem im 6. 325 erhaltenen Refultate übereinflimmt. 


F. 431. Berfährt man auf biefelbe Weife , wie in den vorbergehenben 
65, fo kann man darthun, daß jede Function, wofern fie nur nicht zwifchen 
den Grenzen 0,7 der Beränderlichen x unendlich wird, innerhalb biefer Gren- 
en in eine convergirende Reihe entwidelt werben Tann, welche nad ben Co⸗ 
nuffen ber Vielfachen des Bogens x fortfchreitet, und man alfo folgende 
Formel hat: 

fx —A,-A, cos x A, cos. 21 +...+ A cos ix rc. ,] 

beren Eoefficienten durch die Gleichungen: 


=: Ya, n=ı / "miä tät, 


gegeben werben, fo daß man feßen Fann: 
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1 n ” . 
= A kEdE 4 = 3 +cos. ix / cos. i& + fẽdẽ. (e) 


Der Werth des zweiten Theiles dieſer Gleichung, welcher eine paare und 
periodiſche Sunction von x iſt, wird durch die Ordinate einer in Beziehung . 
anf die Are der y (Fig. 95) ſymmetriſchen Linie dargeſtellt, bei welcher ven 
Abscifien x = 0, x = " Feine Unterbrechungspunfte entfprechen, fo daß die 
Formel an dieſen Grenzen unverändert flattfindet, 

Aus diefer Formel ergibt fich die folgenve: 


1 > 2 i i 
—— Ed ZI + con. RE RE gEaE, (f) 


welche zwifchen den Grenzen O, a und an biefen Grenzen ſelbſt flattfindet. 
Setzt man alsdann die obere Grenze a= wm, fo erhält man: 


© © 
fx — - I y cos. ax cos. a& +» föd&de. (e) 


| Berfolgt man diefelbe Analogie, fo findet man auch die Formel: 

4A 1 15, ,,7@a+tl) „1 in(&+1) 
fx = a1 _ı fädE + T 3 cos. 21 _ı COS. — — 0 fẽdẽ, (h) 
—* zwiſchen den Grenzen — 1, +1 und an dieſen Grenzen ſelbſt flatt- 








$. 432, Um von biefen Iehten Formeln einige Anwendungen mitzuthei- 
Ien, wollen wir fuccefive: 
k=ix, kzsoa.x, k=1n 


feßen, fo haben wir vermöge der Gleihung (e) zwifchen den Grenzen 0,7: 





1 1 2 1 1 
5 = 77 [ent con Be + eo öc he | 
iuxm? _ 4 7 2x cos. 4x cos. 6x + ] 
7 F11.3 3.5 5.7 


Iin= cos.x— } cos. 3x + 4 cos. 5x — } cos. "x 42e. 


Sm jeder diefer letzten Kormeln brauht man nur x= 0 over x— zu feßen, 
um ebenſo viele merkwürdige Ausdrücke der transcendenten Zahl r zu erhal- 
ten, welche ſich ins Unendliche abändern laſſen. 
Wenn wir die beiden Theile der letzten Gleichung mit dx multipliciren, 
zwifchen ven Grenzen O,x integriren und durch 4 dividiren, fo kommt: 
1 2... 1 . 1. 1... 
3 = = [sin.x 33 sin. 3x + * sin. 5x 7 sin. 7x -- 2£.]. (11) 
Da die Reihe (g) convergent ift, fo iſt es die Reihe (11) um fo mehr, 
und die Bergleihung dieſer beiden Formeln zeigt, daß dieſelbe Function meh⸗ 
rere eonvergente Reihenentwidelungen, welche nach den Sinuffen der vielfachen 
Bogen fortiehreiten, haben Tann, wodurch fich die Reihen, von welchen in dem 
egenwärtigen Kapitel die Rede ift, von den Reihenentwidelungen nach den 
Dotenzen der Veränderlihen, weldhe nach der Maclanrin’fchen Kormel nur 
anf eine einzige Weife möglich find, wefentlich unterfcheiven. Aus dieſer Be- 
merkung folgt auch, daß das Verfahren im $. 429 nicht alle möglichen Reihen⸗ 
entwistelungen der Zunction nach den Sinuſſen und Cofinuffen der vielfachen 
ogen gibt. 


AAE 


$. 433. Wenn man die correfpondicenden Theile der Gleichungen (=) 
und (e) zufammenabbirt und von der Summe die Hälfte nimmt, fo erhält man : 


ki ar H *1454 
Z[sin. ix N * sin. iE + födE - cos. ix „A * cos, i& + föd}] 


= N fEdE + . —M cos. i(x — &) +fEdE, (i) 
Der geometriſche Ort der Gleichung: 


=) Bas + He] " cmile— 5)- ttat 


beftebt: 1) aus einem Syſteme einzelner Bogen M,N„, MN,MıN“,... 
(Fig. 96) und 2) aus Theilen der Absciffenaxe, welche zwifchen ben Drbi- 
naten der Unterbrechungspunfte viefer Bogen liegen. Hieraus folgt, dag bie 
Formel (i) nur an den Grenzen O und 7 — * wenn 0 (0) E) 
iſt. Im entgegengeſetzten Falle gibt die Reihe 1 f(0) für x=0 und 1 f(r) 
für x—=n. Wenn man die Formeln (b) und (f), (d) und (g), (c) und 
(Ch) auf viefelbe Weife verbindet, fo findet man: 


1, a 1 . * cos i 5), 
— ttat .2 made, © 


uf cos. a(x — &) · föd&da, 


1 [N 15 f) in(x— 8), 
Bf ti645 2 /_ E . at. M 


8. 434. Alle dieſe Formeln find noch vieler Transformationen fähig; 
allein wir wollen nur noch eine derſelben angeben. 

Es ſei fx eine Function, welche von O bis a ben Werth gx und von 
0 bis — a den Werth ıx Bat, fo rebucirt ſich die Function: 


nf), vatriz [TED gjaz 


nach der Formel (k) für die zwiſchen O und a liegende Werte von x auf 
x und für bie zwiſchen O und — a liegende Werthe von x auf Null. Chen 
4 reducirt ſich die Function: 


1 — a 1 — a in(x — &) 
-u/o WEdE — = 2/ cos. — wege 


V. EHE, 0 I Wii 


für die zwifhen O und — a liegenden Werthe von x auf x und für bie 
wifchen O und a liegenden Werthe von x auf Null. Folglich reducirt ſich die 


unchon: 
u[/, sei +/ wine) 


+72[/ cos. ED, ggf? cn FEZD. year] 





. — 


für die zwiſchen — a und O liegenden Werthe vom x auf aux, und für bie 
zwifchen O und a liegenden wer von x auf px, d. h. die Formel: 


= N. fEedE + — 2 f" cos. er) + fEdE (m) 


findet für, alfe zwiſchen —a und + a liegenden Bertie son x flat, Man 
fönnte a in 1 verwandeln und man erhielte eine von ber Gleihung (1) ver- 
ſchiedene, obgleich beide für die zwifchen venfelben Grenzen liegenden Werthe 
von x ſtattfinden. 


$. 435. Dur ein äbnliches Verfahren, wie das im s 430 ergibt fich 
aus der Gleichung (m), wenn man darin a= oo feht: 


x A we d 68. a(x — &) + fädEda, (0) 


amd dieſe letzte Formel findet für alle reellen Werthe von x flatt, weil das 
Integral in Beziehung auf & zwifchen — co und -[-co genommen wirb, und 
man nennt fie die Kourier’fche Formel, weil der beräßmte Geometer Fourier 
die Analyfis durch dieſe Formel bereichert hat. Der Beweis dieſer Formel 
ergibt fih aus dem Vorhergehenden; aber wegen ihrer Wichtigkeit wollen wir 
noch einen andern einfachern und birectern Beweis mittheilen, welcher von 
Deflers herrüßet, 


Es fei: 
rg SL cos. (x — £&) +» lödide, 


und wir wollen zuvörberfi das Integral in Beziehung auf a zwifchen ven 
Grenzen 0, nehmen, fo kommt, unter dem Vorbehalte, daß ng ber zweiten 
Integration a = co gejest wird: 


SED [trete 


TE, 





wem — — x — — geſetzt wird. 
Sept man nun a w, fo hat man: 
f ( —_- = fz, 
ausgenommen für die Werthe von =, welche ſelbſt unendlich find, und welde 
unberüdfichtigt bleiben Tönnen, I 
Theil des Integrales unendlich Hein macht. Man hat alfo einfach: 


Da: 
7 —dı=f, 


Wenn die Sunction £ fo beichaffen iſt, daß fi die in ber Formel (n) 
angezeigte Integration in Beziehung auf bie Veraͤnderliche & verrichten Laßt, 
fo beftimmt diefe Formel die Werthe der einfachen beflimmten Integrale, wie 
die Formeln in ben beiden letzten Kapiteln. Geſetzt z. B., fx a ſ ch zwi⸗ 
ſchen den Grenzen O, oo auf e — reduciren, fo bat man nach $. 4 
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ao -Er_ 1 
H eos. c·. 452* It a: ' 
und folglich gibt die Formel (n) für alle pofitiven Werthe von x: 


—— 2 © cos. axda 
— = 14642 
was mit der Formel (m) im F. 411 übereinſtimmt. 


$. 436. Alle in viefem Kapitel abgeleiteten Formeln laſſen ſich verallge- 
meinern und auf Zunctionen von einer beliebigen Anzahl veränderliher Größen 
ausdehnen. Sept man 3. D. f(x,y) flatt fx, jo ergibt fih aus der Fourier- 
fihen Formel: 


— 1 ao ao 
f(z,y) = 7 N JS. on cos. «(x— £&)*» fö,yJd5da 
und aus bemfelben Grunde iſt: 
— cos — + 
nm, Jr PD MEmanB, 


wo A,n zwei neue Hülfsveränverliche bezeichnen. Man hat alfo die Formel: 
f(x,y) = 


* H WANN /- , cos. a(x— &)+cos. A(y—y)» f(E,n)d&drdadß, 


welde für alle reellen Werthe ver Beränverlichen x,y flatifindei. Wenn bie 
Sintegrationsgrenzen in Beziehung auf die Veränderlihen E,n dur den Um⸗ 
iß einer in der Ebene ver xy befchriebenen Eurve gegeben find, fo rebucırt 
fih das vierfache Integral für die innerhalb des von diefer Eurve eingefchlof- 
fenen Raumes liegenden Punkte auf f(x,y) und für alle außerhalb dieſes 
Daum liegende Punkte auf Null, Eben fo reducirt ſich das fechsfacdhe In⸗ 
egral: 


gral 
- le IA // [Jronatz-E)rcon.Bly-).con.ya-LKEmedEdydldadßdy 


für welches die Grenzen der Integrationen in Beziehung auf die Beränder- 
lichen &,7, C biefelben find, als die des Volumens eines gegebenen Koͤrpers, 
für alle innerhalb dieſes Körpers Tiegende Punkte auf flx,y,=) und für alle 
außerhalb diefes Körpers liegende Punkte auf Null. 








Schstes Bud. 


Integration der Differenzialgleichungen mit einer einzigen 
unabhängigen veränderlichen Größe. 





Erftes Kapitel. 


Bon der integration der Differenzialgleichungen mit zwei Veränder⸗ 
lichen und von der erften Ordnung. 





8. 437. Man Tann das Problem der Integration der Differenzial. 
gleichungen zwifchen zwei Veraͤnderlichen ans zwei verſchiedenen Gefichtspunften 
betrachten. Aus dem erſten Gefichtspunfte betrachtet, kommt es darauf an, 
zwifchen der unabhängigen Beränverlichen und der Function eine Gleichung zu 
finden, welche der gegebenen Differenzialgleichung vermittelft ver Werthe, welche 
man daraus für die Differenzialevefficienten der verfchiedenen Ordnungen ab⸗ 
leitet, auf bie allgemeinfte Weiſe Genüge leiftet, oder mit andern Worten, 
es kommt darauf an, bie allgemeinfte Gleichung der Eurven zu finden, welche 
in allen ihren Punkten die Eigenfchaft Haben, welge durch die gegebene Dif- 
ferenzialgleichung ausgedruͤckt wir. 

Aus dem zweiten Gefichtspunkte betrachtet, befleht das Problem der In⸗ 
tegration in ber Beflimmung der Reihe von Zahlenwerthen, welde eine Func⸗ 
tion, von einem beftimmten ZJahlenwerthe ausgehend, durchlaufen muß, wenn 
das Gefeß der unendlich Fleinen Veränderungen der Function durch eine ge=. 
gebene Differenzialgleihung ausgedrädt wird, Wir werben fehen, daß Fälle 
vorfommen, wo ſich das Problem der Integration der Differenzialgleichungen 
nicht auf dieſelbe Weiſe loͤſen läßt, wenn man ed aus dem einen oder aus 
dem andern ber eben erwähnten Gefichtspunfte betrachtet. 

Im Borhergehenden (Bub 3. Kay. 5) haben wir den Zufammenhang 
nachgewiefen, welcher zwifchen einer Differenzialgleichung von beliebiger Ord⸗ 
hung und den Integralen oder urfprünglichen Gleichungen der verfchiedenen 
Dronungen, aus denen man fi die gegebene Differenzialgleihung durch un- 
mittelbare Differenziation oder durch Differenziation, verbunden mit der Elimi- 
nation der Conſtanten, abgeleitet, vorftellen kann, flattfindet, und indem wir 
ung auf die an dem Angeführten Orte aufgeftelften Säße beziehen, machen wir 
mit der Unterfuhung ver Hauptfälle, worin man das Integral, woraus eine 
gegebene Differenzialgleichung abgeleitet ift, wiederfinden fann, den Anfang, 
worauf wir die Theorie der Differenzialgleichungen, aus dem zweiten Ge⸗ 
ſichtspunkte betrachtet, unterfuchen wollen, 

Cournot, Theorie der Functionen ꝛc. 29 
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1. Trennung ber Beränderlicen. 
$. 438. Die allgemeine Form der Differenzialgleichungen ver erften 
Ordnung mit zwei VBeränderlichen iſt: 
F(x,y,y')=0. (1) 
Wenn dieſe Gleichung algebraifch und in Beziehung auf y’ vom erſten Grabe 
ift, fo kann man fie auf folgende Form bringen: 
plz,y)dx + Ylz,y)dy =0. (2) 
Die Gleichung (2) läßt fich immer integriven, over wenigftens kann die In⸗ 
tegration auf einfache Duadraturen gurüdgeführt werben, wenn bie Beränber- 
lichen getrennt find, d. h. wenn dieſe Gleichung anf vie Form: 
fxdx + fydy = 0 
gebracht iſt. Das allgemeine Sutegral derſelben ift aldvann: 
Sixdx + /friy=C, 
wo C eine willfürliche Eonftante bezeichnet, oder wenn man zu ben beftimm- 
ten Integralen übergeht, und den x, entiprechenvden Werth von y mit y, be: 


zeichnet: 
x y 
J. fxdx + S. fsdıı =0. 
X, Yo 


Es fei z. B. die Differenzialgleichung: 


ydıx — xdıy = 0 (2) 
gegeben, fo bringt man fie auf die Form: 
dy dı _ 
=-———V, 
y 


* die Veraͤnderlichen ſchon getrennt find, und wenn man integrirt, fo er⸗ 
ilt man: 


log. y— log x=C, folglich y= ex, 
wo c die Zahl bezeichnet, deren Logarithmus C if. 
Die Trennung der Beränderlichen läßt ſich unmittelbar jedesmal bewerk- 
flelligen, wenn die Gleichung (1) unter der Form: 


„=k+fy, folglid: 2 = fxdx 
ericheint. 


$. 439. In andern Fällen läßt ſich die Trennung ver VBeränberlichen 
nur durch eine Transformation oder durch eine Bertaufchung der Veränderlichen 
bewerfftefligen. Wenn z. B. die in der Gleichung (2) vorfommenven Func⸗ 
tionen 9, in Beziehung auf die Veraͤnderlichen x,y, homogen find ($. 122), 
fo fege man y=xt, folglich: 
Yy)=rf, Kxıy)=xft, 
wo n bie Summe der Erponenten von x und von y in jedem Gliede der ge- 


gebenen Gleichung bezeichnet. Diefe Gleichung (2) verwandelt ſich alfo nach 
ber Dinweglaffung des Factors x= in: 


fedx-H- ft ( xdt + td) = 0, 
woraus fich die Gleichung: 
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dx fied _ 
x "ar T 

ergibt, in welcher bie Veränderlichen getrennt find. 
Auf diefe Weife verwandelt fih 3. B. die Gleichung: 


xdy — ydx Yz{y. dx 


dx dt 


—  — I 
x v’ire 

woraus folgt, wenn man durch Logarithmen integrirt, und bamn wieder von 

den Logarithmen zu den Zahlen übergeht: 


-— — — — _ _-_,4VR% +y? 
a4vYite IHR 
x? — 2y—c2? —(. 


In der That erhält man die gegebene Differenzialgleichung wieder, wenn man 
die letzte Gleichung bifferenzirt, und zwifchen ver urfprünglichen Gleichung und 
ihrem unmittelbaren Differenziale die Conftante c eliminirt (6. 162). 

In gewiffen Fällen kann man eine Gleichung, welche nicht homogen ift, 
dur eine Bertaufhung der Beränderlihen oder der Coorbinaten homogen 
machen, und das einfachſte Beifpiel einer ſolchen Transformation bietet uns 
die Gleichung: 

(ax--by+t c)dx (ax biy+ c)dy= 0 
dor. Seht mn: x=&5--a,y=n7+L£, d. h. verlegt man den Anfangs- 
punkt der Eoorbinaten x, y, one die Richtung der Aren zu verändern, und 
nimmt die willtürlihen Conflanten a, 4 fo an, daß die Bebingungsgleichungen: 

aatb8-4c0=0, dab + d=0 
erfüllt werden, fo verwandelt ſich die gegebene Gleichung in: 

CE + br)dE + (a/& + b’n)ay = 0 

umd ift homogen gemacht. Die vorhergehende Transformation würde nicht 
mehr möglich fein, wenn ab! — ba 0) wäre, weil alddann die Werthe von 
a, 8 unendlich würben, allein in dieſem Falle wird bie gegebene Gleichung 
durch die Elimination von b’ auf folgende Form gebracht: 


(ax--by)(dx+ - dy) 4 cdx 4 cdy—=0, 
und wenn man ax--by=t febt, fo erhält man eine Gleichung mit t,dt,dx, 


worin fi) die Beränverlichen Leicht trennen laſſen, wie in allen den Gleichun- 
gen, wo von ber einen Veraͤnderlichen nur das Differenzial vorkommt. 


0 


"4 ® 
in. 


© 


DI, Lineare Differenzialgleicgungen der erfien Orbnung. 
5. 440. In der Gleichung: u 
„"+,k=fx, (3) 
weldhe eine Lineare Differenzialgleihnng der erfien Ordnung ge- 
wannt wir, weil fie weder Potenzen, noch Probucte der Function y und ihrer 
Ableitung y’ enthält, wird die Trennung der Beränderlichen durch eine ſehr 
einfache Zransformation bewürkt. Es fer: 
29* 
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y=0t, dy=0Od-+H1dP, 
wo © und t zwei umbefannte Hülfsfunchionen von x bezeichnen, fo verwandelt 
fi die gegebene Gleichung in: 
dt tdo 4 Ot · fxdx = fxdx, 

Die unbeftimmten Functionen t und 9 Tann man fo annehmen, daß bie 

vorhergehende Gleichung in vie beiden folgenven zerfällt: 
Odt=fxdı, dd +0 ſxdx -O, 
wovon die zweite die Trennung der Veraͤnderlichen geſtattet und gibt: 
me fh, 
Subflituirt man biefen Werth in die erfle, fo erhält man: 
di—fxdxsefta, 1 ffadxe oft +C, 


folglich: 
y=[ffdx + e/@% C] · /®%, 
Beifpiele: 1) Es fei: 
!"+,y=—-X% 
fo kommt: 
faı=x, [ax —=— fesı=(1— x) +0, 
yz1—x-+ Ce” 


2 Es fe: 
Y+,ı=-—X)ı 
fo hat man: | 
Siadıı=x, [ai = — eſxt — 3x? +66 — 1)] +C, 
y=— [x? — 3x2 + 6(x— 1)] + Ce”. (d) 
3) Es fei: 
„+l=-3 


fo verſchwinden in dieſem Falle die Erponentialgrößen, weil 


jas =/ dx =log.x, eStkmetmx 
x 
ift, woraus ſich Leicht ergibt: 


y=-—.— x, 


Ebenfo integrirt man bie Gleichung: 
„"y'+rykzyfıı 

denn man braucht nur yr—= u zu feben, am fie auf die Form der Gleihung 
(3) zurüdzuführen. 

Wenn endlich die Differenzialgleichung: 

+yk=yYfk 0) 

gegeben wäre, fo konnte man fie ebenfalls auf bie Form (3) zurädführen, 
wenn man v1 n feßte. Die Gleichung (5) iſt unter dem Namen der 


Bernoulli'ſchen Gleichung befannt, 
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6. 441. Wenn man eine Differenzialgleigung integrirt, indem man mit 
der Trennung der Veränderlichen beginnt, fo Tann das Juiegral unter einer 
unzweckmaͤßigen und complicirten Form erfcheinen und es kann 3. B. eine 
transcendente Form haben, obgleich die gegebene Gleichung ein algebraifches 
Integral geftattet, wie wir —8* im 6. 438 bei ber ſehr einfachen Gleichung 
ydx — xdy S O gefehen haben, deren integration durch die Xremmung ber 
Beränderlichen auf das transcendente Zeichen log. führt, welches man alddann 
nach den befannten Eigenfchaften der logarithmiſchen Functionen fortichaffen 
kann. Wir wollen 3. B. die Differenzialgleichung: 


1-2 +dx + [1-22 .dı=0 (6) 
betrachten, welche fich durch Die Trennung ber Beränderlichen in: 
dx dy 
— L 0 
vi: * VT 
verwandelt und alsdann auf das Integral: 
arc.sin.x + arc.sin.y=k (7) 


von einer transcendenten Form führt, indem k bie willkürliche Conſtante be= 
zeichnet. Aber wenn man jedes Glied der Gleichung (6) theilweife integrirt 
und durch zu eine andere willfürlihe Eonftante bezeichnet, fo erhält man: 
—— — xydy xydx 
x 1 — 2 i—x? = [2 
VV +, N} —*4 
Die beiden Glieder dieſer Gleigung mit dem Integralzeichen / laſſen ſich in 


ein einziges: — 
dy x 
X — — — 
JF be + 7 

zufemmenfaflen, wofern man y ald eine durch die Gleichung (6) beflimmte 
unentwidelte Function von x betrachtet. Nun ift aber vermöge berfelben Glei⸗ 
dung (6) der Factor, womit xy unter dem Zeichen / multiplicirt iſt, beftäne 
dig = 0, und folglich iſt: 


fi Hy , (8) 
ober wenn man bie Wurzelgrößen wegfchafft: 
a — 2? — #2? =4myp2(l —x?), 
das algebraiſche Integral der gegebenen Differenzialgleichung. 
Der Werth der Eonflante u in der Gleichung (8) iſt der Werth, welchen 
die Beränberliche y fir x — O annimmt, und wenn man in der Öleichung (7) 
zu gleiher Zeit x=0, y= u ſetzt, fo verwandelt fie fih in: 
arc.sin. uk, 
wodurch diefe Gleichung auf die Form: ' 
arc. sin. x + arc. sin. y —arc.'sin. M (9) 
gebracht wird, Die beiven Gleichungen (8) und (9), welche rvefp. unter al- 
gebraifcher und transcendenter Form die vollſtäͤndigen Integrale der gegebenen 
Differenzialgleihung find, müſſen identiſch fein, und in der That ergibt fich 
die oentität diefer beiven Gleichungen aus der Formel: 
sin. acos.b + sin. bcos, a=sin.(a—+ b). 
Wenn viefe Relation nicht aus der Elementartrigonometrie befannt wäre, 
jo ergäbe fie fi aus der Vergleichung der Formeln (8) und (9), und man 
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fönnte auf diefe Weife eine Fundamentaleigenſchaft ver transcendenten Func- 
tion arc. sin. x ober des beſtimmten Integrales: 


YA dx 
0 Vox 
darthun. Durch ein ag ähnliches Verfahren haben wir im Kap. A des vor⸗ 


bergebenven Buches die Formeln für die Addition der efliptifchen Functionen 
aufgeftellt. 


IL. Bon dem integrirenven Factor. 


$. 442. Wenn ber erftle Theil der Gleichung (2) ein genaues Dife 

renzial d-w(x,y) ift, fo findet man bie Function w durch bie im 6. 394 
angegebene Rechnung, und das Integral erjcheint umter der Form w(x,y)=« 
wo e eine willtürliche Conſtaute bezeichnet. Umgekehrt, wenn man, nachden 
das integral ber Gleichung (2) durch irgend ein Mittel erhalten iſt, daſſelbe 
auf die Form w(x,y)=e bringt und die erhaltene Gleichung im Beziehung 
auf die duch bie Integration eingeführte willfürlihe Conſtante auflöft, fo er⸗ 
halt man durch Differenziation die Gleichung: 

do dw 

dx * * dy *0, 
deren erſter Theil nothwendig ein genaues Differenzial iſt, und welche mi 
der Gleichung (2) zu gleicher Zeit —** muß. Man hat alſo: 


do do 
dx _ dy _ 
7765 0 Dam" 


wo u im Allgemeinen eine Function von x und y bezeichnet. Wenn man 
folglich den erſten Theil der Gleichung (2) durch dem Factor ss maultiplient, 
jo wird derſelbe mit dem Totaldifferenziale dw ibentiſch unb leiſtet der De 
dingung der \Integrabilität Genäge. 

Sp leiſtet 3. B. der erſte Theil der Gleichung (a) der Bedingung der 
Integrabilität fein Genüge, aber da wir im $. 438 für das Integral dieſer 


Gleichung = ce gefunden haben, woraus folgt: 


xdy — yıx 0, 


x2 
fo ſicht man, daß der Bacter u den erflen Theil der gegebenen Gleicheng h 
einen genauen Differenziale macht. Desgleichen, da das Integral der Gleichung: 
QG+tYr+y)dx— xdy=0 
nach $. 439 auf die Form: 
JtY@+y=e 
gebracht werben fann, woraus folgt: 
day Ve tr)_, 
— UV, 
Va+y 
jo ergibt fi, daß: | 
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x __I-VYe+y 
Va+yp-g+VY24+7) fx ty 
ber Factor ift, durch welchen man bie gegebene Gleichung multipliciren muß, 
um den erflen Theil verfelben zu einem genauen Differenziale zu machen. 


5. 443. Es iſt zu bemerken, daß man, wenn man einen Werth bes 
Sartors z,Tennt, daraus unendlich viele andere ableiten kann; denn da: 


uly(zıy)dx + — dw 
iſt; fo bat man: 


uftoILyCKyIIx + Ya) fMo)dov, (10) 
wo Flow) eine beliebige Function der Groͤße w, deren Bildung aus x,y be- 
fannt if, bezeichnet. Nun iſt aber der Ausdruck ALw)dw nothwendig ein ge⸗ 
naues Differenzial, und die Beftimmung der Function, woraus baffeibe ent- 
ſtanden iſt, haͤngt von einer einfachen Quadratur ab. Folglich iſt der erſte 
Theil der Gleichung (10) ebenfalls ein genaues Differenzial. Mit andern 
Worten, der Factor u flo), worin die Functionen u,w befannt find, und 
die Function f auf unendlich viele verſchiedene Arten particularifirt werben 
kann, bat, wie der Factor u, die Eigenfchaft, den erften Theil der Gleichung 
(2) zu einem genauen Differenziale zu machen. 

Nehmen wir 3. B. die Gleihung (a), und ſetzen bios KKu)=w, fp 
haben wir in biefem Falle: 


— 1 _J _)J 
H— 71 — u folglich uflw) =; . 
Diefer letzte Factor macht folglich den erflen Theil der gegebenen Gleichung 
zu einem genauen Differenziale, und in ver That hat man: 


y __xaydy —y?xdx 1 a 
Giy — ydz) = a =z>1 (3)- 


5. 444. Um den Factor a priori zu beftimmen, müßte man ber 
Gleichung: 
d+ up(x,y) _ d+ uVCx,y) 
dy — dx 
oder: 


du _ du dp du 
y dy Y Fr +u dy ix 
Genüge Ieiften; allein die Integration dieſer Gleichung, welche in Beziehun 
auf die Function z der beiden Veränberlihen x,y eine partielle Differenzial 
gleihung iſt, ſetzt, wie wir in der Folge fehen werden, im Allgemeinen bie 
Integration der Gleichung (2) als befannt voraus, und nur in ganz fpeciellen 
Faͤllen kann man den Factor u angeben, und folglich die integration der ge⸗ 
gebenen Gleichung auf die Quadraturen zurücführen, 
Wenn 3. DB. der Factor u nur die Veränderliche x enthalten müßte, fo 
reducirte fich die vorhergehende Gleichung auf: 
1 du _1ydp de 
a da Cu 70 
und ber zweite Theil dieſer letzten Gleichung ntäßte fa nach der Voraus⸗ 
fegung anf eine Function fx der einen Beränderlichen x Tebuciren. Man hätte 
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alſo u = eSfd, Ueberdies würde die Allgemeinheit der Vorausſetzung nicht 
beeinträchtigt, wenn man ı) — 1 feßte, weil man Immer annehmen Tann, daß 
die Gleihung (2) durch den Epeffieienten von dy dividirt ift, und alsbann 


muß ber Coefficient * unabhängig fein von y, ober es muß 


ga )=yfıtfhk 
fein, d. 5. in diefem Falle erfcheint die gegebene Gleichung unter der Form 
einer linearen Differenzialgleichung der erften Ordnung. 


$. 445. Wenn die Gleihung (2) homogen ift, fo Tann fie auf folgende 
Form gebracht werben: . 


J arl] — 
xt (7 )ax + x r(2) dy=0, di) 
und fie verwandelt fi) alsdann nah 5. 439 in die Gleichung: 


dx r(z): 


— + — — — — 
x y y J 
G)+2G) 
worin die Veränderlihen getrennt find, und welche folglih ein genaues Dif- 
ferenztal iſt. Der Factor, durch welchen die Gleihung (11) bat multiplicirt 
werben müflen, um die Gleichung (12) zu erhalten, if: 
1 1 
———— — — — ——. 
tIFILVLI. | xylxy) + yY(EY) 
 [(&)+3 76) 
Wird die Bedingung ber Integrabilität auf die Function: 
Yz,y)dx + Yx,y)dy 
xap(z,y) + yı(x,y) 
welde ein genaues Differenzial fein muß, wenn die Aunctionen @, 3) homogen 
und von demfelben Grave find, angewandt, fo ergibt fi: 


de , 
X ur — 4 y a x — — + J dy 


d 


Y(X,y) zu . Ylx,y) u 
Folglich bat jeder Theil dieſer letzten Gleichung einen von ber Form der 
Sunctionen ꝙ, Y mmabhängigen Werth, und wenn man uCx,y) = x" feht, ſo 
erhält man nach dem Lehrſatze über die homogenen Functionen ($. 122): 
deg(ay) d+g(x,y) 
y 


x — +7 nn == np(z,y). 


IV, Ueber die Lineare Differenzialgleichungen von einer höhern als von ber erſten 
Ordnung. 


$. 446. Wenn die Gleichung (1) die Ableitung y! zum Quadrate ober 
zu en Potenzen erhoben erhält, fo ergeben fich daraus durch algebraiſche 
Auflöfung eben fo viele andere Gleichungen: 


"-KaNM=0, "—f,&y)=0, x. 
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als der Grad der gegebenen Gleihung in Beziehung auf y’ Einheiten hat. 
Diefe Gleichungen integrirt man einzeln, wenn es möglich ift, fo leiſtet jedes 
durch eine willfürlihe Conſtante ergänzte Integral der gegebenen Gleichung 
Genüge, und folglich leiſtet das Product aller diefer Integrale der gegebenen 
Differenzialgleihung auf die allgemeinfte Weile Genüge, oder mit anvern 
Worten, dieſes Proburt iſt das allgemeine Integral derſelben. Man könnte 
die willfürlichen Conſtanten, welche ın den einzelnen Factoren vorkommen, durch 
verſchiedene Buchſtaben bezeichnen ; allein die Allgemeinheit des Integrales wird 
nicht beeinträchtigt, wenn man alle dieſe willlürlichen Conftanten durch den- 
felben Buchftaben bezeichnet, weil man offenbar, wenn man diefem einen Buch⸗ 
ftaben alle möglichen Zahlenwerthe beilegt, alle particulären Integrale erhält, 
welche jeder Factor des allgemeinen Integrales zu liefern im Stande iſt. 
So gibt 3. B. die Auflöfung der Gleichung: 
y2 —_ ax 0 
die Gleichungen: 
y'— yı=0, ’-+Y x=0, 
. deren Integrale: 
e+y—I/Va=0, ,+y+3Va=0 
find, und wenn man bas Product berfelben bilbet, fo erhält man zum allge⸗ 
meinen Integrale der gegebenen Differenzialgleichung: 
+—4Ya)(, +y+IVar)=0, 


deſſen Allgemeinheit nicht vermindert wird, wenn man c, —c feßt, woburd 
e8 die rationale Form: 

(+ y)2 — tar? 0 
annimmt. 


Aus der Theorie der Zuſammenſetzung der algebraifchen Gleichung iſt 
einleuchtend,, daß das allgemeine Integral in allen Fällen in Beziehung auf 
x,y rational fein wird, wenn man bie in den einzelnen irrationalen Factoren 
vorkommenden willfürlihen Conſtanten ibventificirt, und wenn bie gegebene 
Differenzialgleihung felbft in Beziehung auf x, y,y’ rational if. 


$. 447. In gewiffen Fällen kann man bie Auflöfung der gegebenen 
Differenzialgleihung in Beziehung auf 7’ au umgehen. Wenn z. D. bie 
Beränderlide y nicht darin vorkommt und fie fich auf die Form x — fy’ brin- 
gen laͤßt, fo erhält man, wenn man bie Regel der theilweiſen Integration auf 
die Zunchon dy = y’dx anwendet: 

y=yx—Sxdiy)'/ +C=yfy' —fiyddy! + C. 

Wem ſich die im letzten Theile dieſer Gleichung angedeutete Duabratur 

algebraifch verrichten Täßt, fo hat man blos noch y’ zwifchen diefer Gleichung 


und der gegebenen zu eliminiren, um das durch bie willfürlihe Conſtante C 
verooliftändigte Integral zu erhalten. Auf eine ähnliche Weiſe würde man bie 


Gleichung y — fy! behandeln, nachdem man y! — — geſegt, d. h. nachdem man 
y zur unabhaͤngigen Veraͤnderlichen genommen hat. 
lee 


$. 448. Wenn die gegebene Differenzialgleigung von der Fo 
it, fo ergibt fih daraus: 
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‚_d , di dy- 
y = — — —, 
dx dy’ dx 
Diefe lebte Gleichung iſt in Beziehung anf die Veraͤnderlichen x,y' von ber 
erfien Ordnung, und wenn man annimmt, dag le in die Kategorie ver Dif- 
ferenzialgleihungen gehört, welche man integriren Tann, fo braucht man nur 
y! zwifchen dem erhaltenen Integrale und der gegebenen Gleichung zu elimi- 
niren, um das Integral ver gegebenen Gleichung Veh zu erhalten. 

Wenn die gegebene Gleihung 3. DB. von der Form ift: 


 ‚=xyy' + Yy‘, 


fo hat man: 
Y=gy'+(Wy'+xp'y‘) zZ, oder _ı_ IT —_ dr‘ 


yo Jg To yogyl' 
und folglich (5. 440): 


wir _f Fri g'y'dy' 
x WE y-er + |-« y'-eY.- 





y-gy' 
Insbeſondere ift die Gleichung: 
y=xy' +yy (13) 
zu bemerken, woraus ſich durch Differenztation ergibt: 
rn. D 


Der Gleihung (14) wird genügt, wenn man: 
dy! _ PT 
= 0, folglich „= ec 


feßt, und die Subflitution diefes Werthes von y’ in bie Gleichung (13) giit 
zum allgemeinen Integrale: 
y=ex+ te, (15) 

d. 5, die Gleichung einer geraden Linie, welche ſich auf der Ebene ver xy 
verrüdt, wenn man bie willfürlihe Conſtante c variicen läßt. 

Der Gleichung (14) wird auch Genüge geleiftet, wenn man 

Yy' +x=0 (16) 

fegt, und wem man y’ zwifchen den Gleichungen (13) und (16) eliminir, 
fo erhält man eine Gleichung zwifchen x und y, welche ber Gleichung (13) 
genügt, aber nicht das allgemeine Integral derſelben ift, weil fie Feine wil 
kürliche Eonftante erhält, und welche auch Feine particuläres Integral mehr if, 
weil fi ans der Gleichung (16) ein durch x ausgedrückten Werth von y' e- 
gibt, weldher mit den aus bem allgemeinen Integrale abgeleiteten Werther 
y’=e unverträglich if. Diefe refultivende Gleichung zwifchen x,y ift folglih 
ein finguläres Integral der gegebenen Differenzialgleichung ($. 164). 

Es ij bemerken, daß die Elimination c zwifchen der Gleichung (13) 
und ihrer Ableitung in Beziehung auf c: 

Ve x=0 

dieſelbe Endgleihung zwiſchen x und y gibt, als die Elimination von Y 
zwifchen den Gleichungen (13) und (16), was au der Zall fein muß,, weil 
das finguläre Integral nah F. 189 die Curve ausdrückt, welde alle die ge⸗ 
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raden Linien umfchließt, bie man erhält, wenn man in ber Gleichung (15) 
den Parameter e fich fletig ändern läßt, 


— —— — — — 


Bweites Kapitel. 


Weber die Jutegration der Differenzialgleichungen der höhern Orpunus 
gen, und insbefondere Aber die integration der linearen Differenzials 
gleichungen. 





L Bon der Erniedrigung der Ordnung ber Differenzialgleichungen. 


$. 449. Die Integration der Differenzialgleichungen einer beliebigen 
Ordnung von der Form: 


2) 
yet, ober * =, (1) 
x 
läßt fich immer anf die Quadraturen zurüdführen; denn es ergibt fi daraus: 
X an JA 758 4 ) 
Ferner iſt: 
n)dy(e) 
—1) — 0 — y0 I” 
yo) = fyaldz — ne) 1 


(n)dy(e) dy(e) 
2) — (ya-Ndx — 7 I 16; 
r I de -/|/ fy() + c,| fy ) 6; 


und wenn man fo fortfährt, fo erhält man ben Werth von y als eine Func- 
tion von y() durch eine Reihe von Quadraturen. Es kommt alsdann blos 
noch darauf an, y zwifchen der zuletzt erhaltenen Gleichung und der Blei» 
Hung (2) zu eliminiren, um das durch n + 1 willfürliche Eonftanten vervoll⸗ 
Ränbigie Integral der Gleichung (1) zu erhalten, 
o gibt 3. B. die Differenzialgleichung der zweiten Orbnung: 
_ AV _, 
ya — F 
zunaͤchſt: 
ady , ay 
—— ——— =(0— — — . 3 
dx alyay’ folglih x 7 — (3) 
Hierauf hat man: . 


= Sydı = — a —— = —— C, 

‚fra ts: — 

und wenn man)eliminirt, fo kommt man auf die Gleichung eines Kreiſes: 
(«—C)2 +(y—C,)? =a:, (4) 
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In der That drückt die gegebene Gleichung and, daß ber Krämmungs- 
halbmeſſer der ebenen Eurve, deren veraͤnderliche Coordinaten x, y“bezeichnen, 
der Conflanten a gleich iſt. 

Wenn man die Gleichung (2) in Beziehung auf yl? auflöfen kann, und 


man erhält: 
= f(z,C), 


em—=sSfz,C)iit+C,, 
yo) — SdzfAx,C)dx+C,x-+C,, 
und wenn man fo fortfährt, fo erhält man den Werth von y als eine Func⸗ 
don vom x mit n + 1 willkürlichen Eonflanten durch eine Reihe von Da 
raturen. 
Sp ergibt ſich z. B. aus ver Gleichung (3): 


fo hat man: 


x—C 
It ————— 
reg 
folglich: 
+ [9 _ 10 - 
— —— 


welches wieder auf die Gleichung (4) führt. 
$. 450. Auch die Integration jeder Differenzialgleihung von der Form: 
n) 
yar2) = fy@), ober ⸗ſy 


dx? 


kann auf die Quadraturen zurüdigeführt werden; denn es folgt Daran 


d?y@) 
dy®) . — = fy E)dyd) 


und wenn man integrirt: 





folglich: 
dyc) — — — 
FD HC, 
dy(») 
Be N — +C. 5 
VISWSSOHE ® 
Alsdann if: & 


(a)dy(n) 
yo) = fy@dx = Va — C,, 
VISGOYD + C 


und wenn man auf dieſelbe Weiſe weiter fortfährt, fo erhält man ven Werih 
von y als Function von yl) durch eine Reihe von Duadraturen. Man bat 
alsdann blos noch 50) zwifchen ver Ießten erhaltenen Gleichung und beri@lei- 
Yung (5) zu eliminiren, und die refultirende Gleichung ift das gefuhte all- 
gemeine Integral. 

Wenn fi die Gleichung (5) auf die Form: 


= fix,C,C,) 
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bringen laͤßt, fo erhält man ben Werth von y ald Function von x mit der 
zur Allgemeinheit des Integrales erforderlichen Anzahl willfürlicher Eonftanten, 
wie vorhin, unmittelbar durch fucceflive Quadraturen. 

Das vollſtaͤndige Integral der Gleichung: 


d? 
yızfly, ober — =fy, 


welche in der Mechanik oft vorkommt, iſt: 


x Va — +6C,, 
Vaffydy-C 
wo die Berändberliche x in biefer Formel gewöhnlich die Zeit bezeichnet. 


$. 451. Die Ordnung der Differenzialgleichungen, welche nur eine ein- 
zige urfprüngliche Beränverlihe enthalten, laͤßt fich wenigfiens um eine Ein⸗ 
heit erniedrigen. Diefer Satz iſt für alle die Differenzialaleichungen für fich 
Har, welche nur bie unabhängige Veränderliche und bie Ableitungen der Zunc- 
tion enthalten, ober welche die Form: 

F(xy9,yatn,,.,..yot)z=0 (6) 
haben, weil dieſe Gleichung, welche in Beziehung auf die Veraͤnderlichen x,y 
von der n 4 „im Ordnung iſt, nur no von der vier Ordnung ft, wenn 
man x,y( zu den urfprüngtichen Veränderlichen nimmt. 

Wenn die Function y flatt der unabhängigen Beränderlichen x in ber ge- 
gebenen Differenzialgleichung vorfäme, fo Fönnte man die unabhängige Ver- 
änderliche vertaunen ($. 134. und folg.) und die Ordnung ber transformirten 
Gleichung würde wenigfiens um eine Einheit niebriger fein. 

Nachdem man das Jutegral der Gleichung (6) erhalten hat, indem x, y(”) 
zu ven nriprünglichen Veränderlihen genommen wurden, Iöft man die In⸗ 
tegralgleihung in Beziehung auf x ober v() auf, und wenn man das eine 
oder das andere der bereitö angegebenen Berfahren anwendet; ſo erhält man 
den Werth von y als Function von x mit mn» willfürlihen Conflanten 
durch eine Reihe von Ouabraturen. 


6. 452. Wenn die zu integrirende Gleichung von der Form: 
ya_fx, oder Mk 
dx" 
ift, fo erhält man, wenn man a mal hinter einander in Beziehung auf x in- 
tegrirt, und der Kürze wegen SD flatt /f, S® flatt SSf, x. febt: 
y=fOMxdı =/dxfdx,..Sfrdx COX C,x?+.,, 
... + G,.x+ C._ı. 
Aber vermittelft der theilweifen Integration kann man das vielfahe integral 
im letzten Theile der vorhergehenden Gleichung durch eine Reihe einfacher 
Integrale erfeßen; denn wenn man zuerft die Conſtanten hinwegläßt, fo hat 
man: 
SOxdx2 = fdxffxdx = x/ffsdx— Sfxoxdr, 
SOfzdx = fdxflxds? — fxdxffxdx — Sdxffx, xdx, 

Sxdxffsdx — 1x2 ffxdx — 1 ffx»x2dx, 

Sixffx- six ı/fk dx — fixe x2ds, 
folglich ; 
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SPlxdxı’ = nn (x? fixdx — 2x/ix xdx + fix - x2dx), 


Eben fo fände man: 
Slxdx* 


(x! Sixdx — 3x? fix + xdx + 3x ffx · x?dx — ffx+ x’ de), 





A 
1.2.3 
woraus durch Induction folgt: 


Ski = 1 


— — — —1 — u— 1 2 
1 . 2 .3...(0—1) [x Sixdx 1 x fix xdx 


+ (n— ea xffrexide... + fk- zz] ' 


oder ſymboliſch ausgedrückt: 
Meder — (x — 5)" !fixdx 
* dx’ 1.2.3...(0 —1)' 
wenn nach der Entwickelung die Potenzen von & unter das Zeichen / gefeht 
werden, und man alsdann & mit x vertaufcht. 

Man beweift diefe Formel wie die Binsmialformel und wie alle ähn- 
Iihen Formeln, indem man darthut, daß fie, wenn fie für einen befonvern 
Werth von n richtig if, auch für den folgennen Werth an + 1 flattfinbet. 

Wir haben aljo, wenn wir die durch alle Integrationen eingeführten will- 
kürlichen Conftanten wieder herftellen, und der Kürze wegen die vorhin ange 
wanbte ſymboliſche Bezeichnung beibehalten: 


(x — Ey ifixdx R 
— EEE C n—1 C oo. CGr2 a1 
7 123.00" x + ı + + x460 
| IL Bon den intenrirenden Factoren ver Differenzialgleichungen ver höhern Orbaungen 


$. 453.. Dan Tann fich immer vorflellen, daß eine Differenzialgleigung 
der aten Ordnung auf die Form: 


ex, y,y4, "9 50) 0 (7) 
gebracht ifl, und wenn man andererſeits durch: 
aa yet A NEN)—C (8) 


die Differenzialgleichung der (n — 1)" Ordnung, woraus bie gegebene abge- 
leitet ift, darftellt, indem C die willfürlihe Eonfrante bezeichnet, welde bei 
dem Uebergange von der Gleichung (8) zu der Gleichung (7) verfchwindet; 
fo erhält man durch Differenziation : 


do dw da do do 

— — q — 7] .. — — (n—1) nn n) = 
oder: 

duo do do do du 

— MNv⸗ AvA —461. — n) — 


‚ Die Oleihungen (7) und (10) müffen nach der Vorausfegung identiſch 
N 5 folglich umgelehrt, wenn man die Gleichung (7) darch einen gewillen 
actor : 
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— do 
| Henn 


multipkieirt, welcher, wie die Function «> felbft, nur von ven Größen 
X, YyYr...y@ 2 abhängen kann; fo macht man die gegebene Gleichung mit 
der Gleihung (9) identiſch, d. h. man macht den erften Theil der gegebenen 
Differenzialgleihung zu einem genauen Differenziale. Uebrigens ift einleuch- 
tend, daß nicht blos der Factor u, fondern auch alle die unenplich vielen in 
ber Formel uflw), wo f eine beliebige Function bezeichnet, enthaltenen Fac⸗ 
toren die Eigenfchaft befigen, ven erſten Theil der Gleichung (7) zu einem 
genauen Diferenziale zu machen. 

Da die gegebene Differenzialgleihung von der n'"" Ordnung iſt, fo ge- 
ftattet fie n erſte ntegrale von der Orbnung n—1 ($. 164), und es fer: 
0, (X y, JYI... I ya) = c, 
ein anderes dieſer erften Integrale, fo wird bie gegebene Differenzialgleichung 
aus demfelben Grunde, wie vorhin, zu einem genauen Differenziale gemacht, 

wenn man fie durch den Factor: 
_ dw, 
u; — dy@-1) 

multiplieirt, oder allgemeiner durch einen der unendlich vielen Factoren, welche 
in der Formel u,f,(w,) enthalten find, wo. f, eine andere willlürliche Func- 
tion bezeichnet. 

gemeiner, wenn man durch D(w,w,) eine beliebige Function der bei- 
ben Größen w, w, bezeichnet, fo haben alle in der Formel: 


dd (w,w,) dO (u, w,) 
“ do rB dw, 
oder: 
_dw dw, 224 dw, dd (w,w,) 
dye-D do day) do, 
enthaltenen Zactoren die Eigenfchaft, daß fie den erfien Theil der gegebenen 
Differenzialgleichung zu einem genauen Differenziale machen, weil diefer erfle 
Theil alsdann das Differenzial der Function D(w, w,) wird. 
Wenn man alfo endlih durch: 
v=C, w=C, w,=C,,.. C 
die m erflen Integrale der gegebenen Differenzialgleihung, und durch O eine 
beliebige Function der Größen m,w, ,Wzr...Wa-ı, bezeichnet; fo find bie 
Factoren, welche ben erflen Theil der gegebenen Differenzialgleihung zu einem 
genanen Differenziale machen Fönnen, in ber allgemeinen Gleichung: 
do d®d duo do, ı d® 


dd 
ta te a tet um 
dye-D do dyaD dw, dy dw 


enthalten. 
$. 454. Wir wollen dieſes auf die Gleichung der zweiten Ordnung: 
_ 


yl— —2* 





anwenden, welche fi, je nachdem man fie durch x multiplicirt ober dividirt, 
vefp. in die Gleichungen: 


verwandelt, deren erſte Theile refp. die genanen Differenziale der Functionen: 
er nl 
way —2y, w, =— (di) 


find, 
Die Integrale der erften Ordnung der gegebenen Differenzialgleichung find: 


y’ 
ss’ — y=(C, ——=(C, 
x 


und das Integral der zweiten Ordnung, welches ſich aus der Elimination ber 
Function y’ zwifchen den beiven Ssntegralen der erſten Ordnung ergibt, if: 
x? — 2, 3 C. 

In diefem Falle werden die Factoren, welche die Eigenfchaft befigen, ven 
erfien Theil der gegebenen Gleichung zu einem genauen Differenziale zu macher, 
durch die Formel: 

x. dd (w,w,) + 1, d®P(w,o,) 
| dw x dw, 
ausgedrückt, wo bie Zufammenjegung der Functionen w, w, durch die Glei— 
Hungen (11) gegeben wird, und die Function D willfürlich bleibt. 


II. Bon den linearen Differenzialgleichungen einer beliebigen Ordnung. 


$. 455. Unter einer linearen Differenzialgleichung verſteht man eine 
folhe, welche weder höhern Potenzen als die erfte, noch Producte der Zunc- 
tion und ihrer Ableitungen der verfchiedenen Ordnungen enthält, und welde 
folglih von der Form: 

a +PEN HEN +... +Uy=V () 
it, indem P,Q,.... U, V Functionen der unabhängigen Veränderlichen x allein 
bezeichnen. Allgemein, wenn die Gleichung: 

Plz, y, y173",...7;D=0 

das Geſetz einer Erfheinung genau ausbrüct, und wenn auferbem bie Größen 
Yıy' JU,...y nach der —* dieſer Erſcheinung immer ſehr klein bleiben 
müſſen, ſo daß man die Producte und die höhern Potenzen dieſer Größen 
vernachlaͤſſigen kann; fo verwandelt ſich die Function D in eine lineare Jun 
tion berfelben veränderlichen Größen, und die Gleichung ver Aufgabe wird 
eine Iineare Differenzialgleihung. Die Theorie der Integration der Glei⸗ 
ungen diefer Art muß alfo unſere Aufmerffamfeit befonders auf fich ziehen, 
und zwar nicht blos wegen ber fehr merkwürbigen analytiichen Refultate, 
welche man kommt, fondern auch wegen der Wichtigkeit der Anwendungen. 

Wir wollen daher zunächft annehmen, dag der zweite Theil der Gleichung 
(a) Null fei, oder daß man die Gleichung: 

yD + Pya-D LQye 9 +... +-Uı=0 (b) 
zu integriven habe, fo befteht die charafteriftifche Eigenfchaft einer Differen- 
zialgleihung dieſer Form darin, daß, wenn verfchievene befondere Wert 
YırYarYar +». von y als Kunctionen von x derfelben Genüge leiften, auch 
die Summe dieſer reſp. mit ben willkürlichen Conſtanten C,, C,, O,„ # 
multiplicirten Werthe, d. h.: 
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Gy, +6,1, +6,71 + 
berjelben genügen, Die Form der Rechnung, worauf biefer Sat beruht, folgt 
fo unmittelbar aus der Form ber Gleichung (b) felbft, daß fie blos ange- 
deutet zu werben braucht. 
Wenn man alſo n befondere und verfchievene Werthe y,,yzrYar- ++ Ja 
— welche der. Gleichung (b) genügen, ſo iſt das allgemeine Integral der⸗ 


ſe 

y„=Cy, +01 CVS ... C. 533 
denn dieſer Werth von y genügt der gegebenen Differenzialgleichung, und 
wegen ber darin vorkommenden n verfchiebenen willkürlichen Conftanten bat 
berfelbe alle Allgemeinheit, welche ein ſolches Integral nur geftattet. 


$. 456. Nun gibt es aber einen Fall, wo man leicht n befonvere Werthe 
von y findet, welche der Gleichung (b) genügen können, und biejes ift ber 
Hall, wo fih alle die oefficienten P,Q,... U auf Conflanten reduciren; 
denn wenn man y ew fegt, fo ift für jeven Werth von i, yÜ — mie, 
fo daß die Subftitution diefes Werthes von y in die Gleichung (b) das Res 


fultat; 
e& (m? 4 Pm1 - Qm’?—,..-T)=0 
gibt, und alsdann Ieiflet die Function y— oe” offenbar ber Gleichung (b) 
Genüge, wofern ber der Zahl m beigelegte Werth eine der Wurzeln ber 
Zahlengleichung: 
m + Pmn11Qm?— ,.+- U=0, (m) 


iſt. Wenn man alfo die n Wurzeln biefer Gleichung mit m,,m,,m,,...m, 
wifffürliche Conftanten bezeichnet, fo iſt das allgemeine Integral ver Glei— 
Yung (b): 

y = C, omi 4 C, max 4 C "3x 4 ., .4 C„o?,:. (e) 


6. 457. Che wir weiter geben, wird es gut fein, zu zeigen, weswegen 
der eben betrachtete, anſcheinend fo particuläre Kal in den Anwendungen 
nichtsbeftoweniger eine ſolche Wichtigkeit Hat, daß er beſonders unterfucht zu 
werben verbient. 

Zuvoͤrderſt ift Mar, daß dieſer Fall den mit in ſich begreift, wo der 
zweite Theil der Gleichung (b), flatt Null zu fein, irgend eine Zahl V if, 


denn man braucht blos y = 7 +2 zu feben, um ben zweiten Theil ber trans⸗ 


formirten Gleichung mit 7 auf Null zu rebuciren. 

Ferner wollen wir bemerfen, daß in den meiften Anwendungen der Ana⸗ 
lyſis auf die Phyſik vie Zeit die hier mit x bezeichnete unabhängige veränder- 
Ihe Größe iſt, und daß dieſe Beränderliche gewöhnlich nur durch ihre Dif- 
ferenziale in den Gleichungen der Aufgaben vorfommt. Wenn es fih z. 2. 
am eine mechanische Aufgabe handelt, 1 ändern fi) die auf ein materielles 

ftem wirkenden Kräfte gewöhnlich nur mit den gegenfeitigen Entfernungen 
ber Theile des Syſtemes, find zu einer beliebigen ER entwidelte Functionen 
biefer Entfernungen und hängen von der feit dem zum Anfangspunfte genom- 
menen Angenblide, verfioffenen Zeit impficite ab. 


F. 458, Wenn alle Wurzeln der Gleihung (m) reell und ungleich find, 
fo laͤßt fich leicht darthun, daß die willkürlichen Kanftanten C,,C,, Cyr +++ Co 
immer vermittelt der x — 0 entfprechenven anfänglichen Werthe: 

Eournot, Theorie der Functionen ꝛc. . 30 
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Yor Yor YFors +. ve, (0) 
aumerifch beflimmt werben können. Es ſei z. B. a—3, fo hat man: 
„=6,+0,+6, 
y=m,(0,+uC,1+m,6, 
y,‚=nm10,+20,12,C,, 
woraus folgt: 
G= mm, yo — (m, +m,)y,u +” 
(m, —m,)(m, —ım,) 
c. — "Jo — (m, +m,)', +3” 
’ (m, —m,)(m, —m,) 
c, — m,m,yo — (m, +4-m,)y'o +” , 
(m, — m,) (m, —ım,) 
Aus der Symmetrie diefer Formeln erhellet das Bildungsgefeh ber Ausbrüde 
zur Genüge, welde man erhalten würde, wenn wan vermittelft ber anfäng- 
lichen Werthe der Function und ihrer Ableitungen eine größere Anzahl will 
Fürlicher Eonftanten zu beflimmen hätte. 
Wenn man nad der Natur der Aufgabe wüßte, daß die Größe y nicht 
ohne Ende mit x wachlen kann, fo mu man die willfürlichen Conſtanten G,, 
welche den .pofitiven Wurzeln m; der Gleichung (m) entſprechen, nothwendig 
—0 fegen. Alsdann Tonnen die anfänglichen Werthe (0) nicht mehr mil- 
Zürlich gegeben werben, fondern es müffen zwiſchen ihnen fo viele Bedingungé⸗ 
gleichungen flattfinden, als die Gleichung (m) pofitive Wurzeln bat. Diele 
Reductionsart der Anzahl der wilffürlichen Conflanten nad den Betrachtungen 
der Form der Functionen, unabhängig von den Zahlenwerthen ihrer Parameter, 
verbient bemerkt zu werben; denn Betrachtungen berfelben Art kommen häufig 
bei den Anwendungen der Aualyfis auf phyſikaliſche Aufgaben vor. 


$. 459. Wenn die Gleichung (m) imaginäre Wurzeln hätte, fo wärden 
fi die imaginär geworbene Erponentialgrößen paarweiſe vereinigen, und in 
Sinus oder Cofinus reeller Bogen verwandelt. Wenn z. B. durch 4V — 
zwei zufammengehörige imaginäre Wurzeln ber Gleihung (m) bezeichnet wer- 
ben, fo verwandeln ſich die Erponentialgliever, welche durch biefe Wurzeln in 
das allgemeine Integral eingeführt werben, nämlich: 
C,etatPr—D) + C,estePr) 
en: 
eis (C ri + C,e-ArZ1) 
—e[(C, C,) cos. Bx (0, —C,)vV —1 + sin. x] 
und nehmen zulett bie Form an: 
e"(M cos. x -4-N sin. Az), 
wenn man zwiſchen ben unbeftimmten Conſtanten C,, C,, M, N bie beiben Re» 
Iationen 
0,+0,=M, (,—C,)Y-i=N 
aufſtellt. Dan kann dieſen Auspru auch noch vereinfachen, wenn man 
MAcosæ , N=—Asin. 8 


fest, welches gibt: 
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e"s(M cos. 8x -H-N sin. x) == Ao@: cos. (Px + &), 

wo alsdann A,e zwei willfürlihe Conſtanten find. | 

Wenn der reelle Theil & des betrachteten Paares imaginärer Wurzeln 
negativ ift, fo nimmt der Factor e“* für zunehmende Weethe von x ohne 
Ende ab, während der Factor A cos. (dx + E) zwifhen den Wertben — A 
umd + A perivpifhe Schwankungen macht, und die aus dem Producte dieſer 
beiden Factoren beftehende Function bietet folglich periodiſche Schwankungen 
dar, deren Amplitude für zunehmende Werthe von x fchnell abnimmt. Wenn 
Dagegen « pofitiv wäre, fo würde die Amplitude der Schwankungen der Func- 
tion fehr fohnell und über jede Grenze hinaus zunehmen, was offenbar mit 
dem Gefeße jeber Raturerfheinung unverträglich ift, und ein folcher Fall würde 
folglih nur in der reinen Abftraction vorkommen können. 

Wenn die Gleichung (m) nur imaginäre Wurzeln hat, deren reelle Theile 
verſchwinden, fo iſt der vollfiändige Werth von y eine Reihe von Gliedern 


von der Form: 
Acos.(dx-t e), () 


Denken wir uns y als die mit x veraͤnderliche Größe, deren mittlerer Werth 
n größer over Feiner ift, als eine andere Größe, welche die Aftronomen bie 
Ungleichheit von 7 der Kürze wegen nennen, fo iſt diefe Ungleichheit bie 
Summe mehrerer perispifcher Ungleichheiten, wovon jede durch ein Glied von 
der Form (7) ausgebrüdt wird. 

Die Eonflante A wird der Coefficient der Ungleichheit genannt, be⸗ 
flimmt die Amplitude derſelben und ift, wie die Conflante e, von den an⸗ 
fänglichen Werthen der Function und ihrer Ableitungen abhängig. Die Zahl 
B beflimmt die Ausdehnung der Periode, weil die Ungleichheit für Werthe 


son x, beren Unterfchied = Ir ift, wieber dieſelben Werthe annimmt, und 


die Größe 4 wird durch die Differenzialgleichung unabhängig von den Alle 
fänglihen Werthen der Function und ihrer Ableitungen gegeben. Alle viefe 
Betrachtungen kommen bei periodischen Erfcheinungen häufig zur Anwendung. 


$. 460. Wenn einige Wurzeln der Gleichung (m) einander gleich wer⸗ 
den, fo ift die vorhergehende Analyfe unzuläflig. Es fei z. B. m, —=m,, fo 
vereinigen fih bie beiden Glieder E enıx 4 C,o”s* in ein einziges 
C, +C,)evız, und der Eoefficient C, --C, ift nur noch fo gut, wie eine 
einzige willfürliche Eonftante (F. 164), ſodaß das Integral (ec) nicht mehr 
die erforderliche Allgemeinheit bat. Wenn wir in dieſem Falle 
y‚=zeıs(A,+B,x) (12) 
feben, fo gibt die Subftitution dieſes Werthes in die Gleichung (b): 
emıX(A, + B,x) (m,”® + Pm, 1 + Qu, ? + ... + Tm, + U) 
+ B, oe": 2{fom 1 + (0 — 1)Pm °? + (a — 2)Qm, + ..+T7T]=0. 
Der Factor: 
m,’+-Pm,'"1Qn *?+...+Tn, FU 
verſchwindet, weil m, Wurzel der Gleichung (m) ift, und das Polynom, wo⸗ 
mit B,e*ıx multiplicirt ift, verfchwindet auch, weil m, nach der VBorausfegung 
eine doppelte Wurzel ver Gleichung (m) und folglih auch eine Wurzel ber 
abgeleiteten Gleichung: | 
am®-!- (n— 1) Pm? + (a — 2)Qn?+,..+T=0 
it. Wenn alfo m,,...m, wieder bie einfachen Wurzeln der Gleihung (m) 
bezeichnen, und man feßt: 
30* 
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yzeır(A,+ B,x) + C,e":"-, ..t+C,em:, 
fo wirb der Gleichung (b) genügt, deren allgemeines Integral man auf biefe 
ae gehalt, weil die n Conflanten A,, B,,C,,...C. unter ſich irreducti⸗ 
bel find. 
Eben fo würde man finden, daß man in dem Falle drei gleicher Wurzel⸗ 

das Trinom: 

C, enix 4 C,e@37 1 C ‚0733 (13) 
durch: 

en*(A, +B,x--C,x?) 
erfegen muß, u, |. f 


Die Form, welde das allgemeine Integral in dem Falle annimmt, wo 
bie Gleichung (m) gleiche Wurzeln hat, ergibt fich auch ans folgender Rechnung. 
Statt unmittelbar m, — m, zu feßen, wollen wir zuvörberfi m, ==m, -Le 
ſetzen, welches 
C,erir——-C,e"1°— eorız(C, +C,e*) 
e2x? 


Zen[, +,01+24 4 tm] 


gibt, indem für oe bie immer convergirende Reihenentwidelung geſetzt iſt. Et 

ft erlaubt, dieſen Ausdrud dadurch auf eine andere Form zu bringen, 

man die willfürlichen Conftanten verändert, und zu dem Zwede C, —C,=A, 

C : =B, feßt. Auf diefe Weife verwandelt fih der vorhergehende Aus 
in: 


omi ⁊ [A: tBx+B, + 1 + x.)]- 


und wenn man nın e= 0 feßt, fo rebueirt er ſich auf ben zweiten Theil ver 
Bleihung (12). 
Da in dem Falle, wo die beiven Wurzeln m,, m,, einander gleich wer- 
ben, das Trinom (13) dur: 
ens:(A, -B,x) + C,ors: 
erjegt ift, fo ann man m,—m, +8 feten, woburd ber vorhergehende 
Ausdrud in folgenden verwandelt wird: 


ent (A,--B,x + C,e®) 

= em[A, +Bx-HC ae Be BEE BERN 

A HBRtTSdtT tg tigt 
Auch kann man die Conflanten verändern, indem man 

A,r6,=D,, B, +C.=E, 40,2°2=F, 
fest, fo daß ſich der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung in: 
eur [P. —E,x--F,x?+F, = + «.)| 
verwandelt und fih für = 0 auf: 
enı:(D, +F x + F,x2) 

reducirt. Diefelbe Methode ift offenbar auch auf den Fall einer beliebigen 
Anzahl gleicher Wurzeln anwendbar. Es iſt zwedmäßig, dieſe Methode zu 


kennen, welche die Analyften in ähnlichen und complicitern Fällen oft ange- 
wandt haben, obgleich fie einigen Schwierigkeiten unterliegt, welche verſchwin⸗ 
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den, wenn man bie dem allgemeinen Integrale in ver Vorausſetzung, wo bie 
Gleichung (m) gleihe Wurzeln befommt, gegebene Form direct rechtfertigt, 
wie wir es zuvor gethan haben. 


F. 461. Die Gleichung (b) Tat fih felten integriren, wenn bie Coef- 
ficienten Functionen von x find, Betrachtet man 3. B. die Differenzialglei- 
hung ber zweiten Ordnung: 


y"+Py+4Q=0, 
und febt: 


fo verwandelt fie. fih in: 


yzesi, (d) 


4 Pe.pGSo, 


und wenn ſich dieſe Gleichung der erſten Ordnung zwifchen z und x durch 
Trennung der Beränberlihen, oder anf andere Weife integriven läßt, fo er- 
Halt man den Werth von y als Function von x durch die Quadraturen. 
Allgemein, wenn man in bie Gleichung (b) den durch die Gleihung (d) ge⸗ 
gebenen Werth von y als Function von = fubftituirt, fo iſt die transformirte 
Gleichung mit = und x nur noch von ber (n— 1)" Ordnung, aber feine 
Iineare Gleichung mehr. 
Die Iinearen Differenzialgleichungen von ber Form: 


(a + bx)"yld + Pla -+ bx)-1ye-D I Q(a + br) ?yl9,,, 

‚+ +Ta+ib) + U=0, (e) 
wo P,Q,...T,U wieder eonftante Coefficienten bezeichnen, werben integrirt, 
wenn man y==(a + bx)” fest, fo daß man zur Beftimmung von m die al- 
gebraifche Gleichung des m!" Grades: 


m(m—1)...(a—n+1)+ mm 1)...(m—a+2) 


Tm U 
+ ma)... mn +9+ ...+ Katz =0 


hat, und wenn man die n Wurzeln diefer Gleichung mit m,,m,,... m und 
mit C,,C,,...C, wilffürlihe Eonftanten bezeichnet, fo if das allgemeime 
Integral der Gleichung (e): j 


J=0,(a + bat HCl + be) +... + Cula + be)", 


welches folglich transcenvent ift, wofern die Gleihung mit m nicht lauter 
rationale Wurzeln hat. 


$. 462. Wenn man einen partieulären Werth y, könnte, welcher ver 
Gleichung (b) zu genügen vermag, fo könnte man die Ordnung ber Glei- 
hung (b), und felbft die der Gleichung (a) um eine Einheit erniebrigen, zu 
welchem Zwecke man nur 

y=yıfıdk (H 

zu fetten braucht, wo =, wie oben, eine neue Veraͤnderliche, bie eine Function 
von x iſt, bezeichnet. In diefer Beziehung wollen wir bemerken, daß man, 
wenn u, v beliebige Zunctionen berfelben unabhängigen veränberlichen Größe be⸗ 
zeichnen, bat: 
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d+ ur = udr + rda 
d3 ur =ud?2u + 2dudr + vd?u 


2a 091 over ve Hy 1 0 9 1 1 HH HE LT TI TU 0 0 


+ ur—udv + — dad ir + D aradr +... 


... +7 drin + d’u, 


und vermöge dieſer Formeln gibt die Subftitution bes Wertes von y in bie 
Gleichung (a): 
y,2@-D 4 (ny’, + Py,)z® 


— 1 

+ 5 u, +@—1)Py, + ar,| N... 
.-69 + PET + QyEr+...+Uy,)Ssdx=V. 

Nun ift aber der ECoefficient von fzdx in biefer Gleichung nach der Borank- 

fegung = 0, weil y, ein partieuläres Integral der Gleichung (b) iR, nd 

wenn man diefe Gleichung durch y,, welches eine befannte Function von x if, 

dividirt; ſo wird ſie folglich auch die Form: 


20 1) 4 P,="-2 + Q,se-9 + ... + T,:= X (a,) 
J 


1 

zurüdgeführt, indem P,,Q,,...T, wie P,Q,...T befannte Zunctionen von 
x find, und die Drbnung der Gleichung (a) ift um eine Einheit erniebrigt, 

Wenn man nicht die Gleichung (a), fondern die Gleichung (b) integriren 
will, fo Hat man ftatt der letzten erhaltenen Gleichung folgende: 

ze) P, 2079 4 Q 236529 +... +T2=0. (b,) 
Wenn man in diefer Borausfegung einen zweiten particulären Werth y leunte, 
welcher der Gleichung (b) genügte, fo müßte einer der aus der Gladung 
(b,) gezogenen Werthe von z der Öleihung (f), nachdem darin y, für y ge 
fett ift, genügen, und wenn man biejen particulären Werth von s mis, 
bezeichnete, fo hätte man folglich: 
d 7) | 
Ji 


y, =y,Sa,lx, over z, = — ° 


Wenn man alfo zwei partienläre Integrale der Gleichung (b) Tennt, fo ent 
man dadurch ein particuläres Integral der Gleichung (b,), und folglich wird 
die Ordnung der Gleichung (b,) durch die Transformation == z, fudx m 
eine Einheit erniedrigt. Da fich dieſe Schlüffe allmälig weiter fortfeben laſſer, 
fo folgt, daß, wenn man m particuläre Sntegrale der Gleichung (b) fenl, 
bie allgemeine Integration diefer Gleihung, und felbft die der Gleihung (2) 
auf die Integration einer Differenzialgleihung von der Drbnung on — m jr 
rüdgeführt ift, fo dag man, wenn biefe integrirt wird, das allgemeine Jnte⸗ 
gral der Gleihung (a) durch einfache Duadraturen erhält. Diefes ſchore 
Theorem verdanft man Tagrange; allein ver vorhin gegebene Beweis bei 
felben, gewährt, wie Libri in einer fehr intereffanten Abhandlung *) gezeigt 
bat, ben Vortheil, die zwifchen ver Theorie ber algebraifchen Gleichungen m 
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der der Integration ber linearen Differenzialgleichungen ſtattfindenden Analo⸗ 
gien in das hellſte Licht zu fegen. 

$. 463. Wenn die Eoefficienten P,Q,... U der Gleichung (a) conſtante 
Zahlen find, indem das Iebte Glied V allein eine Function von x ift, fo 
fennt man nm particuläre Integrale der Gleichung (b): 


J Zorix, „ZzM,..J eh, 


wo m, Mm,,...m, wieder die Wurzeln ber Gleichung (m) bezeichnen, Die 
—— Integration der Gleichung (a) iſt alſo auf die Quadraturen zurüd- 
gerührt. 


Es ſei 3. B. die lineare Differenzialgleichung ber zweiten Drbnung: 9 
yi+Py+Qy=V 
gegeben, wo P,@ conflante Zahlen bezeichnen, fo find m,,m, die Wurzeln 
der Zahlengleichung: 
m? -Pm +Q=0, (g) 
und man hat: 
„zer, „zer, 
Sept man: 
y=y,Sıdx = o"1'fsdx, 
fo ift die transformirte Gleichung mit x, wegen P=m— (m, + ım,), folgende: 
a +(2m, +P)z—=Ve"r, oder =’ —(m, —m,)2— Vo, 


Seht man aufßerbem: | 
J 
:) 





s— 3, [ads Jadz= (m, — m,)e@3 er) fudx, 





dx 
fo gibt die transformirte Gleichung mit u: 
Ves:z 
= ‚ 
m, — m, 


woraus folgt: 
22m o(@s -urlı (Ve-ustdr 
yz emtifdxfo@s -er® (Ve-matdx],. 
ober, wenn man theilweife integrirt: 
- enszfVe-mstdx—eMı!/[ Ve "1:dx Ch) 
M, — m 1 

wo jedes der beiden unbeſtimmten Integrale, als eine willkürliche Conſtante 
enthaltend, betrachtet wird. 

Wenn m,,m, zwei conjugirte imaginäre Wurzeln find, von der Form 


a+BVv —1, fo verwandelt ſich der vorhergehende Ausdruck in: 
= T (sin. Bxf Ve: con, Bx + dx — cha. Bx/Vo—": sin. Bx + dx), 


Wenn endlih m, — w, wäre, fo erſchiene der zweite Theil der Glei⸗ 
chung Ch) unter der Form 2; aber wenn man in Beziehung auf ben Para» 
meter m, vom Zähler und Nenner die Ableitungen nimmt, und dann m, —m, 
fest, fo findet man für diefen Kal: 

y= eorı!(x/Ver"11ds — [Ve-"1rxdx), 
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dur —udr + rda 
d3 » ur = ud?2u + 2dudr + rd?u 


20 01 9 oo vo vr Ho 9 HH HH HT TE TFT Tr 0 


®ew—adr + 2 . dade-Iv + Para + .. 


... + = edrd-in + din, 


und vermöge dieſer Formeln gibt die Subftitution des Werthes von y in bie 
Gleichung (a): 
ya + (ap, + By) 


—1 

+ 5 ya, +(a@—1)Py, + ay.| +... 
. -ę + PET +Qy”? +... +Uy,)/sd=V. 

Nun ift aber der Evefficient von Szdx in dieſer Gleichung nach der Borat 

fegung = 0, weil y, ein particuläres Integral der Gleichung (b) if, md 

wenn man biefe Gleichung durch y,, welches eine befannte Function von x il, 

dividirt; fo wird fie folglich auch die Form: 


EDLPEDLQ LCD... +Ts=t, 69 
Jı 
zurädgefüßrt, indem P,,Q,,...T, wie P,Q,... T befannte Functionen vom 
x find, und die Ordnung ber Gleichung (a) ift um eine Einheit erniedrigt. 
Wenn man nicht die Gleichung (a), fondern die Gleichung (b) integriren 
will, fo hat man flatt der letzten erhaltenen Gleichung folgende: 
SEND LPzZCD+Q ed Hr... +Tı=0. (,) 
Wenn man in biefer Borausfegung einen zweiten particulären Werth y fenuke, 
welcher der Gleichung (b) genügte, fo müßte einer der aus ber Gladung 
(b,) gezogenen Werthe von z der Öleihung (f), nachdem darin y, für y ge 
fegt if, genügen, und wenn man biefen particnlären Werth von s mis, 


bezeichnete, fo hätte man folglich: 
d | r:) 


Wenn man alfo zwei particuläre Integrale ber Gleichung (b) kennt, fo Imst 
man dadurch ein particuläres Integral der Gleichung (b,), und folglich wirt 
die Ordnung der Gleichung (b,) durch die Transformation = — z,/udı ım 
eine Einheit erniedrigt. Da fich dieſe Schlüffe allmälig weiter fortfegen laflen, 
fo folgt, daß, wenn man m particuläre Integrale der Gleichung (b) Team 
die allgemeine Integration diefer Gleihung, und felbft die der Gleichung (a) 
auf die Integration einer Differenzialgleihung von der Dronung n — m ir 
rüdgeführt ift, fo daß man, wenn dieſe integrirt wird, das allgemeine ‚mit 
gral der Gleichung (a) dur einfache Duadratuxen erhält, Dieſes Thdn 
Theorem verdankt man Ragrange; allein ver vorhin gegebene Beweis dei 
felben, gewährt, wie Libri in einer fehr intereffanten Abhandfung *) gezeigt 
hat, den Vortheil, die zwiſchen der Theorie der algebraifchen Gleichungen m 








©) Erelle’s Journal ver Math. Bd. 10, 
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der der Integration ber linearen Differenzialgleichungen ſtattfindenden Analo⸗ 
gien in das — * Licht zu ſetzen. 
8. 463. Wenn die Coefficienten P,Q,... U der Gleichung (a) conſtante 


Zahlen find, indem das Iebte Glied V allein eine Function von x iſt, fo 
kennt man n particuläre Integrale der Gleichung (b): 
y ze, „Zzet,..y et, 

wo m,,m,,...m, wieder die Wurzeln ber Gleichung (m) bezeichnen. Die 
Fur ra Integration der Gleichung (a) iſt alſo auf die Quadraturen zurüd- 
gerührt. 

Es fei 3. B. die lineare Differenzialgleichung ver zweiten Orbnung: 9] 

y’+PyY+Q7,=V 

gegeben, wo P,@ conftante Zahlen bezeichnen, ſo find m,,m, bie Wurzeln 
der Zahlengleichung: 


und man hat: 


y„zern, yet, 
Sekt man: 
y=y,fsüx — em1tfadı, 
fo iſt die transformirte Gleichung mit z, wegen Pz=— (m, + m,), folgende: 
+(2m, +P)z—=Ve"r, oder = —(m, -m,)z— Ve, 
Seht man außerdem: 
d :) 





z =», [ud * Judx = Im, — m,)æGa-yI)ſudx, 
fo gibt die transformirte Gleichung mit u: 
Ve: 
u ‚ 
m, —m, 


woraus folgt: 
za e(®s -uı)ı (Ve-ms:dzr 
y= oentifdxfe(s en /Ve-mardzx],. 
ober, wenn man theilweife integrirt: 
—E ena * Ve- mat dx—- Mit / Ve- »1:dx Ch) 
m, —ım, 


wo jedes der beiden ımbeflimmten Sntegrale, als eine willkürliche Conftante 
enthaltend, betrachtet wird. 


enn m,,m, zwei conjugirte imaginäre Wurzeln find, von ber Form 
a+ßvV —1, fo verwandelt fi$ der vorhergehende Ausbrud in: 
= T (sin. Bxf Vo: eos, Bx + dx—— cds. Bx/Vo—": sin. x + dx), 


Wenn enblih m, = m, wäre, fo erfchiene ber zweite Theil der Glei⸗ 
(ung (Ch) unter der Korm 2; aber wenn man in Beziehung auf den Para- 
meter m, vom Zähler und Nenner die Ableitungen nimmt, und dann m, —m, 
fegt, fo findet man für diefen Fall: 

y= eorı!(xfVe-"1!ds — [Ve-"1rxdx). 


0 
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F. 464, Wir können dieſen Gegenfland nicht verlaſſen, ohne bie Me⸗ 
thode anzugeben, welhe man gewöhnlich zum Beweile des Lehrſatzes im 
6. 462 anwendet. 

Wir wollen zuvörberft annehmen, man kenne n particnläre Integrale der 
Gleichung (b), fo daß das allgemeine Integral diefer Gleichung: 

y=C,,,+67,+C;3,;,+...+CJ (i) 

ift; fo behaupten wir, daß dieſer Werth von y auch für das allgemeine \n- 

tegral der Gleihung (a) genommen werben kann, wenn man bie Factoren 

1 Cz . .. Cu nicht als Eonftanten, fondern als Functionen von x betrachtet, 
welche gehörig beftimmt werben müffen. 

Denn in diefer Borausfegung bat man: 

‘= Gy‘, + C,y, + Gy; +... + CJ 
y,6, 47,0, +7;C',; +... ya 
wo CH, die Ableitung von C; in Beziehung auf x bezeichnet, und wenn bie 
Functionen Ci der Gleichung: 
yC, +1,60, +10, P... 0 
genügen müflen, fo bleibt: 
y=C,y, +67, +6 y,+...+CYar 
wie in dem Falle, wo die Factoren C, Conſtanten find. Aus dieſer Testen 
Gleichung ergibt fi: 
y"=C,y",+0,77, +6,77, f...4 03% 
+-y’,C!, +y,0, + y,C, +. .t- y1,C4, 


y'=C,y%, +6,77, +6,y%3 +... Coy%r 
wenn bie Ableitungen C', der Bebingungsgleichung : 
y/,C', + y/,0,-+-y,0, 4... +y406, =0 
genügen müflen. 

Tährt man auf dieſe Weiſe fort, fo findet man, daß ver durch die Olc- 
Hung Ci) gegebene Werth von y, welcher nach ver Vorausſetzung ber Glei⸗ 
hung (b) genügt, auch der Gleichung (a) Genüge leiftet, wofern die Ab 
leitungen C', dem Syfleme von Bebingungsgleichungen: 

Jı C, +J; C, +y; C, +... 4% c,_0 
y,e, +7,60, 41,6, +..+93, (4a =0 
y",C, +y",0', 437,0, 4+...+ 3770. =0 


ro .,r 0 8 9 91 91 0 y 91 9 1 E BL I HH HT 9 HH HH HH BY IH OH HH HH SS 9 + © 


ober blos: 


y‚3C, + yr9C, >y dc, +... y00, = V 

Aus diefen n Gleichungen ergibt fih num ber Werth jeder Unbefannten 

C, als eine gewiffe Function wıx, umd folglich gibt eine einfache Quadratur: 
Gefwxd--c, 

wo c; eine neue willfürliche Conftante bezeichnet. Man erhält alfo auf biefe 
Weiſe durch einfahe Duadraturen das allgemeine Integral der Gleichung (e) 
mit den n willlürlichen Eonftanten, welche es geftattet. 

Wir wollen nun annehmen, daß man nur n— 1 particuläre Integrale 
der Gleichung (6) Tenne, und der Einfachheit der Darftellung wegen ſtatt ber 
Gleichungen (a) und (b) die Differenzialgleichungen der vierten Orbnung: 
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y—-PyuLQy! 1 TY >Uy=V (14) 
y"+PW--0Qy' +Iy +U5=0 
nehmen, wo y,,y,,y, drei belannte Funchonen von x bezeiänen, welche ber 
letzten Gleichung genügen. Soll die Function: 


y=C,y,+0,5, +6,53; (15) 
der Gleichung (14) genügen, fo kann man zwifchen ben unbefannten Factoren 
C,,C,,C, noch die beiven Bebingungsgleichungen : 

y‚C, +y,€6, Zi (16) 
y/,C', +y,0, +y,0,=0 
aufftelflen, vermöge welcher die Werthe von y’,y” dieſelbe Form behalten, 
als wenn bie Factoren C,,C,,C, conflant wären; aber bie Werthe von 
y‘ı, y enthalten die erfien und zweiten Ableitungen berfelben Fartoren, und 
damit die Function (15) der Gleichung (14) genügt, müflen vie Factoren 
C,,C,,C,; noch der dritten Bedingungsgleichung: 

C,(2y“, + Py",) + C/,(2y”, + Py",) + CO Q)YM, + Py",) 

+ Cu, yv. 4 Cu, yv, + 04,3", —V (17) 

Genüůge leiſten. Aus den Gleichungen (16) und ihren Differenzialgleichungen 
leitet man die Werthe von C/,,C',,C" ‚CH, als Functionen von C’, CH, 
ab, und fubflituirt fie in die Gleichung (IT), welde in Beziehung auf C,,x 
von der zweiten, ober in Beziehung auf C’,,x von der erfien Ordnung wird, 
Wird dieſe Gleichung integrirt, fo erhält man den Werth von C, als Func- 
tion von x, und folglich die von C,,C, vermittelt einfacher Duabraturen als 
Functionen von x. Durch die vier Integrationen ober Duadraturen find vier 
willfürliche Eonftanten eingeführt, fo daB das Integral (15) alle erforverliche 
Allgemeinheit hat, 

Berfolgt man ganz benfelben Weg, fo Tann man allgemein darthun, daß 
die Integration der Gleihung (a) nur von ber Integration einer Gleichung 
der (n — m)" Ordnung, und von m auf einander folgenden Quadraturen 
abhängt, wenn man m particuläre Integrale der Gleichung (b) Tennt. 


Drittes Kapitel, 


Nieber die integration der Differenzialgleihungen durch Neihen und 
durch beſtimmte Cjutegrale. 


— — 


$. 465. Im Allgemeinen kann man eine Function nah dem Maclan- 
rin’fchen Lehrfate in eine nah den ganzen Potenzen der mnabhängigen ver- 
änderlihen Größe geurbnete Reihe entwickeln, wenn man zwilchen ber unab⸗ 
bängigen Beränderlihen und der Kunction eine Differenzialgleihungen von einer 
beliebigen Ordnung hat. Denn es fei: 

ya9=f(x,y,y,y',...y-D) 

diefe Differenzialgleichung, fo ergeben fi daraus duch neue Differenziationen 
die Werte von yeth, yetꝝ und im Allgemeinen bie der Ableitungen von 
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einer beliebigen höhern, als ber ut Ordnung als Functionen 
uYıy,y" re yeD, Andererfeits gibt die Maclaurinſche Formel: 
x3 


— ı * a u I... 
y„antnitrtmigtrigst 


auge 2 zeti 
o.. 1) _ _ -_ (a) —_ U ai) — 
IN ent TAA SA I Tascrn 
+, 


wo Yory’oric. bie x—0O entfpreihenden Werthe von y, y',ıc. bezeichnen. 
Wenn man aljo in bem aus ver gegebeaen Differengialgleipung und ihren 
ſucceſſiven Ableitungen abgeleiteten rüden von ya, yetD,.., x=0, 
yzyuHy=y',,2 fest, fo Tann man alle Esefficienten der Reihe als Func⸗ 
tionen der n frühere Evefficienten y,,y/or yo," beftimmen, wo aber die letz⸗ 
tere willkürlich bleiben und dein Ausdrude von y alle Allgemeinheit ertheilen, 
welche er nur geſtattet. Eine ſolche Reihe Tann zur Berechnung ber Zahlen- 
inecthe von y für alle Werthe von x, für welche die Reihe convergent wird, 
ienen. 

Nehmen wir 3. B. die Differenzialgleigung „= —(y+x?), fo gibt 
bie eben angebeutete Rechnung: 


x x? x3 
‚=y-7ty973 733 


xt 


| ” 
+96 1331 99 3 3t® 


‚Die gegebene Differenzialgleihung gehört zu benen, welche ſich unter 
endlicher Form integriven laſſen, und folglich gehbrt die vorhergehende Reihe 
auch zu denjenigen, welche ſummirt werden köͤnnen. In der That kann man 
den Ausdruck von y anf bie Form: 

= -U—-i N — — — — 
— 1.2.3 112.34 1.2.3.4.5 
x x? x3 

— — — —— — j SE — — — — 23 

+6 (1 1 r13 1733) THE -SI 
bringen, und biefer Werth von y ſtimmt mit dem überein, welchen bie Glel- 
Hung (4) im 6. 440 gibt, wenn man für die willfärliche Conſtante y,— 6 
die ebenfalls willkürliche Conſtante C fest. 

Betrachten wir noch bie Differenzialgleihungs 

y"z—ıy (1) 
fo iſt bie entfprechenne Reihenentwicdelung: 


+ x.) 


x+ 


= ı I _ — — — 
—D—— 
x’ x’ 
——— — — — —————— ———— © 
+9 7931365 Ne at“ 2) 


$. 466. Wenn die Differenzialcvefficienten von einer beliebigen Orbnung 
an für den Werth <= 0 unenvlih würden, fo müßte man die Reihe nicht 
mehr nad den Potenzen von x, fondern nach dem Potenzen von x — a ord⸗ 
nen, wo a ein Werth von x ift, welcher bie Differenzialcoefficienien nicht au 
endlich macht. Man hätte folglich: 
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_ a, _„(x—a)? (x — a)? | 
yzy. + Yy. 1 +y .· ñA⸗ + yv. 9,5 tr (3) 
wo Yayım Ju! die x== a entiprechenden Werthe von y, y‘, y”, ıc. bes 
zeichnen. 
Es fei z. B.: 
-615) oder * *0 


die gegebene Differenzialgleichung, fo macht der Werih x = 0 bie Größe y’, 
unendlich, wofern y, nicht verſchwindet. Alsdaun Tann bie Maclaurin’fce 
Reihe, mit Ausnahme dieſes bejondern Falles, nicht unter der gewöhnlichen 
Form angewandt werben, und wenn man bie angebeutete Transformation das 
mit vornimmt, fo findet man: 
„ta x—a 
a 


= Jı ® 1° 


2y, (x—.a)? Ay ta?) (za) 
Tata at aa tr a 
wo a einen beliebigen von Null verſchiedenen Werth von x bezeichnet. 
Die Differenztation der gegebenen Gleichung gibt: 
xy" +-2y +2x=0, xy +3 +20, 7 $yV 0, 
woraus in der Voransſetzung, daß zugleih x=0, y=0 if, indem keine 
der abgeleiteten Functionen unendlich wird, folgt: 
y,=0, ,=-}:r "= m, = 
Es if alfo y=— 4x? ein der Vorausſetzung y, 0 entſprechendes partie 
euläres Integral der gegebenen Differenzialgleihung. Im der That iſt nach 
$. 440 das Integral diefer Gleichung unter endlicher Form: 








=. x? 
3 
und biefer Werth von y, welder fi nicht nach den Potenzen von x ent- 
wickeln läßt, fo Yange die Eonftante C nicht Null if, gibt die Reihe (4) 
wieber, wenn man fe nach den ganzen Potenzen von x — a entwidelt, wo⸗ 
fern man, wie es geflattet iſt, C=ay,-+-}a? feht. 


6. 467. Es fei ferner die Differenzialgleigung: 
y=—!, oe you +y=0 (5) 
gegeben, fo madt ver Werth x 0 die Größe y“, unenblih, wofern y, 
nicht verſchwindet. Man muß alfo die Reihe (3) anwenden, welde ſich in: 
— .ı-ı _ ,@-e)? Jay, (x—a)° 
‚=SHt%W77-7' 7377 ja, re © 
verwandelt, und von zwei willfürlichen Conſtanten y.,y’, abhängt. 
Die fnecefliven Ableitungen der gegebenen Gleichung find: 
xy + y” — y' = 0, xy'' 4 2y⸗ 4 y” — 0 
sy +3" "=0,% 
jo daß in der Boransfegung , daß ge x 0 verfähwindet, und feine ber 
Ableitungen y’, y“, y’' für diefen Werth von x unenblih wirb: 
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y"_—yYor v.—_., ya, =. 
und folglich: 
1 x 1 x⸗ 1 x* 
_— yl — u $ — — () (mmmmeuii —— (j) — — 
y=y',(x 1 I3t723 1.2.3 1.2.3 1234 r (MM 


it. Aber da biefe Entwidelung nur von der willfürlihen Eonflanten y’, ab- 
hängt, fo brüdt fie nur ein particuläres Integral ber gegebenen Differenzial⸗ 
gleiyung aus, weldes ber Vorausſetzung y, = 0 entfprigt. 
Bir wollen durch y, die Function von x bezeichnen, welche die conver- 
gente Reihe: 
i x? 1 x3 1 x+ 


"Int mns 23 mit 
beftimmt, fo kann man bag allgemeine Integral der Gleichung (5), welde in 


Beziehung auf y=C,y, Iinear ift, wofern man C, nicht mehr als eine Eon- 
en: fondern als eine Function von x betrachtet, welche man nach dem Ber- 
r 


en im F. 464 beſtimmen muß, erhalten. Auf dieſe Weiſe ergibt ſich: 


— 1 dC! 2 dy,__ 
y,‚C”, +20 y,=0, oder at an 


woraus durch zwei fucceflive Integrationen folgt: 


dx 
ci, 0= _ 
185 ı 18, YA y2 +%r 
wo c,,e, zwei willfürlihe Conſtanten bezeichnen. Das allgemeine JIntegral 
der Gleichung (5) wirb alſo außer der Reihe (6) auch durch: 


1*9 (Sat) ober sun(/5+e) 


ausgedrückt, 


$. 468. Die durch eine Differenzialgleihung beflimmte Function Tann 
oft in eine nach den negativen ober gebrochenen Potenzen ber unabhängigen 
Beränderlichen fortichreitende Reihe entwickelt werben. Wenn ſolche Entwide- 
Inngen möglich find, fo erhält man fie durch die Methode der unbeſtimmten 
Eoefficienten, beren Anwendung faft immer vor der directen Anwendung ber 
Maclaurin’fchen Reihe den Vorzug verdient, felbft, wenn die Entwidelung 
nad) den ganzen und pofitiven Potenzen der mabhängigen Beränberlichen fort- 
ſchreiten Tann, wie das folgende Beiſpiel zeigen wird. 

Wir wollen die Differenzialgleichung: 

y —kıty (8) 
nehmen, welche bie Gleihungen (1) und (5) als befondere Fälle unter fi 
begreift, fo kommt es darauf an, zu willen, ob man das Integral derfelben 
durch die Reihe: 


y=AxX LAT LA” rA 4 x. 
barftellen Tann, wenn man bie Eoefficienten A, und bie Exponenten a;, welde 
pofitio oder negativ, ganz ober gebrochen fein konnen, gehörig beftimmt. 
‚Die Subkikui ion biefes Werthes von y in bie gegebene Differenzial- 
gleihung gibt: | 
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Aala— 1)? Aal, 1) tr Aal, Na 
—kaxt? La rt La et x. 
Diefe Gleichung kann aber nur dann iventifch fein, wenn die Gleichungen: 
aa —1)=0 (9) 
A; 4 i(n + 2) 
A,a(cı — 1) = kA;_ı 

ſtattfinden, vermittelt welcher alle Exrponenten a; numerifch beſtimmt find, und 
alle Coefficienten A; fi) als Functionen des Eoefficienten A, welcher die Stelle 
der willfürlichen Conftante vertritt, ausprüden laſſen. 

Der Gleichung (9) kann man auf zwei Arten genügen, indem man «0, 
sder a1 feßt. Diefen beiven Auflöfungen entfprechen zwei verſchiedene 
Reihen, wovon jede einen willfürlichen Evefficieriten enthält, und welche beide 
der Gleichung (8), wovon fie partieuläre Integrale find, Genüge leiſten. 
Die Summe beider Reihen gibt folglich das allgemeine Integral ($. 455) 
und wenn man durch C,,C, refp. die «a==0, a1 entfprechenden Werthe 
des Epefficienten A bezeichnet; fo findet man für das vollſtaͤndige Integral 
leicht folgenden Reihenausdruck: 


201 kxıt2 k2x%14 
veoltsnadtaFDadarert 
kx:t3 — TBRB + e). 


C.x — — — — — — 
cæl Hr today 


Sp oft der Erponent n eine ganze pofitive Zahl iſt, fchreitet dieſe Reihe 
nad) den ganzen und pofitiven Potenzen von x fort und flimmt nothiwenbig 
mit der überein, welche fih aus der Maclaurin’fchen Formel ergeben würbe, 
nnd die Eonflanten C,,C, drücken alsdann die Werthe von y,, y’, aus. 
Seht man insbefondere k= — 1,n = 1, fo fommt man wieder auf die Reihe 
(2), und biefe legte Ableitung derſelben hat den Vortheil, das Bildungsgeſetz 
der fucceffiven Coefficienten deutlich vor Augen zu legen. 

Wenn in ber Reihe weniger Eoefficienten unbeftimmt bleiben, als ber 
Drbnungse.ponent der Differenzialgleihung Einheiten hat, fo brüdt die Reihe 
nur ein particuläres Integral aus, und dieſes iſt ein Beweis, daß fich bie 
Function nur in eine Reihe von biefer Form entwideln läßt, wenn die will- 
fürlihen Eonflanten Bedingungen genügen müflen, welde die Anzahl berfelben 
et und die Allgemeinheit der gegebenen Differenzialgleichung be⸗ 

ränfen, 

Wenn man 3. DB. in der Gleichung (9), k=—1,n =—1 febte, fo 
daß fie mit der Gleichung (5) übereinflimmte; fo würden bie verfchiebenen 
Glieder der Reihe, womit C, multiplicirt iſt, von dem zweiten an unendlich 
Diefe Reihe muß alſo verworfen werben, weil fie fein particuläres Integral, 
ber Gleichung (8) mehr ansprädt, und wobei wohl zu bemerfen if, daß bie 
Reihe, womit C, multipliciet if, alsdann mit der übereinfiimmt, womit y’, 
in ber Gleihung (7) multiplicirt iſt. 


$. 469. Nach dem im F. 461 Gefagten finft die Gleichung (8) zur 
erfien Ordnung herab, indem fie aber aufhört, eine lineare Differenzialglei- 
hung zu fein, wenn man y== o/"* febt, fo daß man für bie transformirte 
Gleichung mit = 
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yzent(A, 4 B, x) Cem 4... + Cent, 
fo wird der Gleihung (b) genügt, deren allgemeines Integral man auf dieſe 
eh erhalt, weil die m Eonflanten A,,B,, Cr... C, unter fich irreducti⸗ 
bel find. 
Eben fo würde man finden, daß man in dem Falle drei gleicher Wurzeln 

das Trinom: 

C,erı? + C,en32 4 C,om:2 (13) 
durch: 

emı(A, +B,x--C,x?) 
erfeten muß, u. f. f. 


Die Form, welche das allgemeine Integral in dem Falle annimmt, ws 
bie Gleichung (m) gleiche Wurzeln hat, ergibt fich auch aus folgender Rechnung. 
Statt unmittelbar m, — m, zu feßen, wollen wir zuvörberfi m,==m, -Fe 
ſetzen, weldes 
C, ertx C, orax emtz(C, +C,e*) 
21x2 


— 


gibt, indem für oe“ bie immer convergirende Reihenentwickelung geſetzt iſt. Es 

ft erlaubt, dieſen Ausdruck dadurch auf eine andere Form zu bringen, 

man die willtürlichen Conftanten verändert, und zu vem Zwede C, -C,=A,, 

C,e=B, feßt. Auf diefe Weife verwandelt fih der vorhergehende Aus 
in: 


vet 


—8 [A. +B,x+B, m, + 75 + «.)| 


und wenn man nun O ſetzt, fo reducirt ex ſich auf ben zweiten Theil ber 
Gleihung (12). 
Da in dem Falle, wo bie beiben Wurzeln m,, m,, einander glei wer- 
ben, das Trinom (13) burd: 
e”i:(A, —-B,x) + C,ors“ 
exſetzt if, fo Fann man m, —m, +8 feßen, wodurch der vorhergehende 
Ausdruck in folgenden verwandelt wırb: 


err(A,+B,z + C,e®) 
— nr: A B c ex £2x2 5213 
ela bad— tigt 
Auch kann man die Conſtanten veräͤndern, indem man 
A,+0,=D,, B, +C,.=E,, 40,2 F, 
fest, fo daß ſich der zweite Theil der vorhergehenden Gleichung in: 


—* ſD, +Es4 Fr +r (lo +=.)] 


3 
verwandelt und fih für ⸗ 0 auf: 
e1:(D, +Fx+F,x) 
reducirt. Diefelbe Methode ift offenbar auch auf ven Fall einer beliebigen 
Anzahl gleicher Wurzeln anwendbar. Es if zweckmäßig, dieſe Methode zu 
kennen, welche die Analyſten in ähnlichen und compliciriern Fällen oft ange⸗ 
wandt haben, obgleich fie einigen Schwierigkeiten unterliegt, welche verfhwin- 
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den, wenn man bie bem allgemeinen Integrale in ber Borausfehung, wo die 
Steihung (m) gleiche Wurzeln bekommt, gegebene Form birect rechtfertigt, 
wie wir e8 zuvor gethan haben. Ä 


$. 461. Die Gleichung Cb) laͤßt fi ſelten integriven, wenn die Coef- 
ficienten Zunetionen von x find. Betrachtet man 3. B. die Differenzialglei- 
dung ber zweiten Ordnung: 


y”+Py+0,=0, 


yzefk, (4) 


und feßt: 
fo verwandelt fie fih in: 
Et +Ps+Q=0, 


und wenn fich biefe Gleichung der erften Ordnung zwifchen = und x durch 
Trennung der Beränderlichen, oder auf andere Weife integriren läßt, fo er- 
halt man den Werth von y als Function von x durch die Duabdraturen. 
Allgemein, wenn man in bie Gleichung (b) den durch die Gleichung (d) ge- 
gebenen Werth von y als Yunction von = fubftituirt, fo iſt die Fransformirte 
Gleichung mit = und x nur noch von der (n — 1)" Ordnung, aber feine 
lineare Gleichung mehr. 
Die linearen Differenzialgleihungen von ber Form: 


(a 4BbXx) y6) + Pla BbXxYXVI (DA Q(a + be) ya... 
..+Ta+ti) F+U=0, (e) 
wo P,Q,...T,U wieder conſtante Evefficienten bezeichnen, werben integrirt, 
wenn man y=(a + Lx)” feßt, fo daß man zur Beflimmung von m die al- 
gebraifche Gleichung des mien Grades: 


m(m—1)...(m—n+1)+ mm)... (m—a+2) 


Hama). t9t.. tm 


hat, und wenn man die n Wurzeln diefer Gleihung mit m MATTER und 
mit C,,C,,...C, willfürlihe Conſtanten bezeichnet, fo iſt Das allgemeine 
Integral der Gleichung (e): " 


y=C,(a+ bs) + C,(a+bx)" +...+0C(a+ be)”, 


welches folglich transcenvent if, wofern die Gleichung mit m nicht lauter 
rationale Wurzeln Hat. 


$. 462. Wenn man einen particulären Werth y, Tönnte, welcher ver 
Gleichung (db) zu genügen vermag, fo könnte man die Ordnung ber Glei⸗ 
hung (b), und felbft die der Gleichung (a) um eine Einheit erniedrigen, zu 
welchem Zwede man nur 

y=y,/:dx (N 

zu feten braucht, wo =, wie oben, eine neue Veraͤnderliche, die eine Kunction 
son x iſt, bezeichnet. In dieſer Beziehung wollen wir bemerken, daß man, 
wenn u, v beliebige Functionen berfelben unabhängigen veränderlichen Größe be- 
zeichnen, bat: 
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d + ur — udr + rda 
dS cur = ud?a + 2dudr + rd?u 


DGOGOVMOOGOGGOOCOVGOGOOGCOGOGGCGOGCGOVGCOSCSCOIGOSGOGCGOSGGCSGOOGCGGSOOOSGOSMCMAMACSAC 


d.ur—=uade + 2 + dade-ie + Para + ... 


...+ 2 drde-ia + du, 


and vermöge dieſer Formeln gibt die Subftitution bes Werthes von y in bie 
©leihung (a): 
ya + (ut, + Py,)0® 


+ rm + Dr. ++... 
et 4 PyyrD HAFT +... +Uy,)fed=V. 

Nun ift aber der Coefficient von Szdx in dieſer Gleihung nach der Borant- 

fegung = 0, weil y, ein particuläres integral der Gleichung (b) if, und 

wenn man dieſe Gleichung durch y,, welches eine befannte Function von x if, 

dividirt; fo wird fie folglich auch die Form: 


z(s—1) + P, 2 + Q,.9 + ... + Tz= aM / (a,) 
J 


1 
zurüdgeführt, indem P,,Q,,...T, wie P,Q,...T belannte Functionen von 
x find, und die Ordnung der Gleihung (a) ift um eine Einheit erniedrigt. 

Wenn man nicht die Gleichung (3), fondern die Gleichung (b) integriren 
will, fo hat man flatt der letzten erhaltenen Gleichung folgende: 
ze) IP 209 FQ x 9 +... +Tz3=0. (b,) 
Wenn man in diefer Borausfegung einen zweiten particulären Werth y fennie, 
welcher der Gleichung (b) genügte, fo müßte einer ber aus der Gleihung 
(b,) gezogenen Werthe von z der Bleihung (f), nachdem darin y, für y ge 
ſetzt ift, genügen, und wenn man biejen particulären Werth von = mi s, 
bezeichnete, fo hätte man folglich: 
d ) | 
11 


dx 
Wenn man alfo zwei particnläre Integrale der Gleichung (b) kennt, fo kennt 
man dadurch ein partieuläres Integral der Gleihung (b,), und folglich wir 
die Orbnung der Gleichung (b,) durch die Transformation == z, fadı ım 
eine Einheit erniebrigt. Da fich dieſe Schlüffe allmälig weiter fortſetzen laſſen, 
fo folgt, daß, wenn man m particuläre Integrale der Gleichung (b) fenzt, 
die allgemeine Integration diefer Gleichung, und felbft die der Gleichung (e) 
anf die Integration einer Differenzialgleihung von der Ordnung m — m ji 
rüdgeführt ift, fo daß man, wenn dieſe integrirt wird, das allgemeine Jate⸗ 
gral der Gleihung (a) durch einfache Quadraturen erhält. Dieſes ſchoͤne 
Theorem verbanft man Tagrange; allein der vorhin gegebene Beweis bei- 
felben, gewährt, wie Libri in einer fehr intereffanten Abhandlung *) gezeigt 
hat, den Bortheil, die zwifchen der Theorie der algebraifchen Gleichungen und 





y,=y,Ss,dx, ober z, = 





©) Erelle’s Zournal ver Math, Bd. 10, 
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der der Integration ber linearen Differenziafgleichungen ſtattfindenden Analo- 
gien in das hellſte Licht zu fehen. 

$. 463. Wenn die Eoefficienten P,Q,... U der Gleichung (a) conflante 
Zahlen find, indem das Iette Glied V allein eine Function von x ift, fo 
kennt man nm particuläre Integrale der Gleichung (b): 

‚zei, yZzetht,,..»n-= en, 
wo m, M,.,...1, Wieder die Wurzeln ber Gleichung (m) bezeichnen. Die 
al Para Integration der Gleichung (a) iſt alfo auf die Duadraturen zurüd- 
gerührt. 
Es fei z. B. die lineare Differenzialgleichung ver zweiten Ordnung: 9 
y“+Py'+Q,=V 
gegeben, wo P,@ conftante Zahlen bezeichnen, fo- find m,,m, bie Wurzeln 
der Zahlengleichung: 
m? -Pm +Q@=0, (g) 
und man dat: 
„zen, y,zeo®t, 
Seht man: 
y=y,Ssdx = e"1:/zdx, 

fo iſt die transformirte Gleichung mit z, wegen Pz=— (m, + m,), folgende: 

+ (2m, FP)zs—=Vetr, oder »—(m, —m,)3— Vetır, 


Sekt man außerdem: 
d 1) 
= 3, [ads n 


fo gibt die transformirte Gleichung mit u: 
Ve: 





Sudx == (m, — m,)e@s er) fudx, 





' 


woraus folgt: 
=== o(@s - ar) (Ve—mstdr 
y= emttfdxfolrs -erı (Ve-metdx],. 
oder, wenn man theilweife integrirt: 
— ems VIS net ds—eMıt/ Ve =1 ':dx Ch) 
m, —ım, 


wo jebes der beiden unbeſtimmten Integrale, als eine willkürliche Conſtante 
enthaltend, betrachtet wird. 
Denn m,,m, zwei conjugirte imaginäre Wurzeln find, von der Form 


a+ sv 1, fo verwandelt fi der vorhergehende Ausdruck in: 
= T (sin. Bxf Vo: son, Bx + dx — cds. BxfVe-":sin. fx + dx), 


Wenn endlih m, =m, wäre, fo erfchiene der zweite Theil der Glei⸗ 
chung Ch) unter der Korm 25 aber wenn man in Beziehung anf den Para- 
meter m, vom Zähler und Nenner die Ableitungen nimmt, und dann m, —m, 
fett, fo findet man für diefen Fall: 

y= eorı4(xfVe-"ıtds — (Verirxdx), 
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5. 464. Wir fönnen biefen Gegenfland nicht verlaffen, ohne bie Die- 
thode anzugeben, welche man gewöhnlih zum Beweiſe des Lehrfages im 
6, 462 anwendet. 

Wir wollen zuoörberfi annehmen, man fenne n particnläre Integrale ber 
Gleichung (b), fo daß das allgemeine Integral diefer Gleichung: 

y‚=C,y, +C,y, +0,17, +:...+Cyı Ci) 
ift; fo behaupten wir, daß dieſer Werth von y auch für das allgemeine In- 
tegral der Gleichung (a) genommen werben kann, wenn man die Factoren 
C,,C,...C, nicht als Eonflanten, fonvern als Functionen von x betrachtet, 
welche gehörig beftimmt werben müflen. 

Denn in dieſer Voransjegung hat man: 

!=Cy,+0,y,+Cy, +... tGJ 
+-3,,0, +7,0, +0, +... +0 
wo C!, die Ableitung von C; in Beziehung auf x bezeichnet, und wenn bie 
Functionen Ci der Gleichung: 
y,C, +7,60, +10, 4... 0— 
genügen müflen, fo bleibt: 
=C,y,+6y, +6, +..+0y 
wie in dem Falle, wo bie Factoren C, Conflanten find. Aus biefer letzten 
Gleichung ergibt fih: 
y"=C6C,y",-+06,7%, +03", P... Co" 
+y/,C0, + 3,0, + 1,0, 4+...+JaClı 
ober blos: 


y'=C,y%, +0,77, +6", +04 007% 
wenn bie Ableitungen C', der Bedingungsgleichung: 
y',C, 4 yC, 50. + ...+346,=0 
genügen müffen, 

Fahrt man auf diefe Weife fort, fo findet man, daß ber durch die Glei⸗ 
Hung Ci) gegebene Werth von y, welcher nad der Borausfeßung der Glei- 
hung (b) genügt, auch der Gleichung (a) Genüge leiftet, wofern die Ab- 
leitungen C', dem Syfleme von Bebingungsgleichungen: 

yı €, +7 6, 43; U, +...47 64 = 

y,0, +3,06, +1, 0, 4..+ 7, =0 

y,C, 4 yn,C, 4 yi,C, 4 ... + y4,C', = 0 
y‚a-Dcı, + y‚-Dcı, + y,eacı, +..+ yae-Der, —YV 

Aus diefen n Gleichungen ergibt fih nun der Werth jeber Unbekannten 
C, als eine gewiffe Function wıx, umd folglich gibt eine einfache Quadratur: 

Gefwxdı{c, 
wo c;, eine nene willfürliche Conſtante bezeichnet. Man erhält alfo auf dieſe 
Weiſe durch einfache Duadraturen das allgemeine Integral der Gleichung (a) 
mit den m willkürlichen Conſtanten, welche es geftattet. 

Wir wollen nun annehmen, daß man nur n— 1 particuläre Integrale 
ber Gleichung Cb) kenne, und der Einfachheit der Darftellung wegen flatt der 
Gleichungen (a) und (b) die Differenzialgleichungen der vierten Orbnung: 
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y"+Py"--Qy"+-Ty +0, =V (14) 
yr HP 4 Qy4 Hy -U=0 
nehmen, wo Y,, 3, y,; drei bekannte Kunctionen von x bezeichnen, welche ber 
letzten Gleichung genügen. Soll die Function: 
y=0,,,+0y, +0,95 (15) 
der Bleihung (14) genügen, fo kann man zwifchen den unbefannten Factoren 
C,,C,,C, noch die beiven Bedingungsgleichungen : 
y‚e,+y,6,+9y a (16) 
y',C', +1,06, +y,0,=0 
aufftellen, vermöge welcher die Werthe von y’,y“” biefelbe Form behalten, 
als wenn die Fartoren C,,C,,C, conflant wären; aber die Werthe von 
y‘', y' enthalten die erflen und zweiten Ableitungen berfelben Factoren, und 
damit die Function (15) der Gleichung (14) genügt, müffen bie Factoren 
C,,C,,C, noch der dritten Bedingungsgleichung: 
C, (2y, + Py",) + C,(2y", + Py",) + C,(27'%, + Py",) 
+ CHy4, + CH yxv, + CH, yu, —V (17) 
Genüge leiſten. Ans ben Gleichungen (16) und ihren Differenzialgleichungen 
leitet man die Werthe von C’,,C',,C",,CH, als Funetionen von C!, C", 
ab, und fubflituirt fie in die Gleichung (IT), welde in Beziehung auf C ‚x 
von der zweiten, oder in Beziehung auf C’,,x von ber erfien Ordnung wird. 
Bird diefe Gleichung integrirt, fo erhält man ben Werth von C, als Yunc- 
tion oon x, und folglich die von C,,C, vermittelt einfacher Quadraturen als 
Sunctionen von x. Durch die vier Integrationen oder Quadraturen find vier 
willfürliche Conftanten eingeführt, fo daß das Integral (15) alle erforverlihe 
Allgemeinheit hat. 

Berfolgt man ganz denfelben Weg, fo fann man allgemein darthun, daß 
die Integration der Gleichung (a) nur von der Integration einer Gleichung 
der (a— mir Ordnung, und von m auf einander folgenden Quadraturen 
abhängt, wenn man m particnläre Integrale der Gleichung (b) kennt. 


Drittes Kapitel, 


Neber die Integration der Differenzialgleichungen durch Reihen und 
durch beftimmte Sintegrale. 


$. 465. Im Allgemeinen kann man eine Zunction nah dem Maclau⸗ 
rin'ſchen Lehrfabe in eine nah den ganzen Potenjen der mmabhängigen ver- 
änderlihen Groͤße gevrbnete Reihe entwideln, wenn man zwiſchen ber unab- 
haͤngigen Beränderlichen und der Function eine Differenzialgleichungen von einer 
beliebigen Ordnung bat. Denn es fei: 

I f,y,yıy',...y9) 

biefe Differenzialgleihung, fo ergeben fi daraus durch neue Differenziationen 
bie Werthe von yt!), ylet?) und im Allgemeinen die der Ableitungen von 
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einer beliebigen hoͤhern, als der ui Drbnung als Functionen von 
y,Y YI,. .. year. Andererfeiis gibt Die Maclaurinfche Formel: 
x3 x3 
eutnitm tigt 
zii xe 


... 2—1) T (a) || e}1) 
+ r 1.2.3... (0-1) + * 1. 2. 3. .0 + 
+6, 


wo Yory'ır. die x—=O entſprechenden Werthe um y,y',ıc. bezeichnen. 
Wenn man alfo in dem aus ber gegebenen Differenzial hung unb ihren 
fueceffiven Ableitungen abgeleiteten Auspräden von yo, yetD,ıc., x—=0, 
y=y„y'=y',,.%. fegt, fo kann man alle Evefficienten ver Reihe als Func⸗ 
tionen ber nm frühere Evefficienten y.,y/or yo" beftimmen, wo aber die letz⸗ 
texe willkürlich bleiben und dein Ausdrude von y alle Allgemeinheit ertheilen, 
welde er nur geſtattet. Eine folhe Reihe Tann zur Berechnung ber Zahlen- 
werihe von y für alle Werthe von x, für welche die Reihe convergent wird, 
ienen. 

Nehmen wir 3. B. die Differenzinlgleigung — (y-+x!), fo gibt 
bie eben angebeutete Rechunug: 


ati 
1.2.3..(2+ 1) 


x x? x» 
J=Jo 7 +75 )173 


x* x5 
+96 1.2.34 (106) 12.315? x. 


endlicher Form integriren laſſen, und folglich gehdrt die vorhergehende Reihe 
auch zu denjenigen, welche ſummirt werben köͤnnen. In der That kann man 
ben Ausdruck von y auf die Form: 

x? x3 x⸗ 


— x x’ 
‚=Nn-94-7475" 3 tra Imst” 


x x? x3 _ NV _ _2 
+ (1479-755) IH ten 
bringen, und biefer Werth von y ſtimmt mit dem überein, welchen die Glei⸗ 
dung (4) im $. 440 gibt, wenn man für die willfürliche Eonflante y,— 6 
bie ebenfalls willkürliche Conſtante C fett. 

Betrachten wir noch bie Differenzialgleichungs 


y"=—ıy, (1) 
fo if die entſprechende Reihenentwickelung: 


Die gegebene sehn, um gehört zu denen, weldhe ſich unter 


— ı_., A _ _ Rt _ 
yeantyi Ya: Tei2s3ı 
Ha Hl ——— te 0 
0 1,2.3.4.5.6 041,2.37 


$. 466. Wenn die Differenzfalcvefficienten von einer beliebigen Ordnung 
an für den Werth x = 0 unendlich würden, fo müßte man die Reihe nicht 
mehr nach den Potenzen von x, fondern nach den Potenzen von x — a ord- 
nen, wo a ein Werth von x iſt, welcher bie Differenzialcoefficienten nicht us- 
endlich macht, Man hätte folglich: 
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— x — 3)? — 
yzy+y.- 1 + yn, | = + y. arte, (3) 


wo Yayaynıc. die x entſprechenden Werthe von y, y’, y“, ıc. bes 
uen, 
Es fei z. B.: 
-675) oder ıy'+y+= =0 
die gegebene Differenzialgleihung, fo macht ber Werth x == 0 bie Größe y⸗ 
unendlich, wofern y, nicht verihtwindet, Alsdann kann bie Maclanrinice 
Reihe, mit Ausnahme dieſes befondern Falles, nicht unter der gewöhnlichen 


Form angewandt werben, und wenn man bie angebeutete Transformation da⸗ 
mit vornimmt, fo findet man: 





y=.ıt° — 
27. E 26y. ta?) (x—a)? 
aa 0a gas re (4) 


wo a einen beliebigen von Null verſchiedenen Werth von x bezeichnet. 
Die Differenziation der gegebenen Gleichung gibt: 
zy" +27 +2x=0, y +37" +2=0, ya O, x., 
woraus in der Boransfegung, daß zuglid x=0, I* 0 if, indem Feine 
ber abgeleiteten Functionen unendlich wird, folgt: 
yo = 0, y“s = — 4 N y — 0, yo = 0, ic, 
Es iſt alſo y=— 4x? ein der Vorausſetzung y,=0 entſprechendes parti⸗ 
euläres Integral der gegebenen Differenzialgleichung. In der That iſt nach 
$. 440 das Integral dieſer Gleichung unter endlicher Form: 
1 


C 
a u — a 
J=- x 


3 


und biefer Werth von y, welcher fi nicht nach den Potenzen von x ent- 
wideln läßt, fo lange die Eonflante C nit Null ift, gibt vie Reihe (4) 
wieber, wenn man fie nad) den ganzen Potenzen von x — a entwideli, wo⸗ 
fern man, wie es geflattet if, C=ay. + ta? febt. 
$. 467, Es fei ferner die Differenzialgleicgung: 
„—=—!, oe pr +y=0 (5) 
gegeben, fo macht der Werth x = 0 die Größe y”, unenblih, wofern y, 
nicht verſchwindet. Man muß alfo die Reihe (3) anwenden, welche fih in: 
— .ızı J, @-e)? Jay, (x—a)° 
‚=1tYe 7% 73 77 [te 
verwandelt, und von zwei willfürlihen Conſtanten y.,y’. abhängt, 
Die ſucceſſiven Ableitungen der gegebenen Gleichung find: 
xy + y“ — y’ = 0, xy'" 4 ya + y“ —— 0 
y +3" o, x., 


fo daß in der Vorausſetzung, daß y für x 0 verfchwinbet, und feine ber 
Ableitungen y’, y“, y’' für biefen Bert bon x mendlich wir: 
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Yo 
1.2.3 





f] Yo | 
Yo=-Yoo Mm=i' = 
und folglich: 
1 x? 1 x3 1 xt 
om url —— —— — — —— — — 
vayaoı Data aa mas Tagan m 
ft. Aber da diefe Entwirtelung nur von ber willfürlichen Eonflanten y’, ab- 
hängt, fo drückt fie nur ein particuläres Integral der gegebenen Differenzial- 
gleiyung aus, welches ber Borausfegung y, = entſpricht. 


Wir wollen durch y, die Function von x bezeichnen, welche die conver- 
gente Reihe: 


i x 1 x3 1 x’ 
1 ratı2 123 123 12317” 
beftimmt, fo kann man bag allgemeine Integral der Gleichung (5), welche in 
Beziehung auf y=C,y, linear ift, wofern man C, nicht mehr ald eine Eon- 
a fondern als eine Zunction von x betrachtet, welche man nach dem Ver⸗ 
ahren im F. 464 beftimmen muß, erhalten. Auf dieſe Weiſe ergibt fi: 


1 dc! 2 d 
y‚c, +20, y!, =(, ober c 0 — 4 y, 0 Ao, 


woraus durch zwei ſucceſſive Integrationen folgt: 


e dx 
Gm soft 


wo c,,c, zwei willfürlihe Eonftanten bezeihnen. Das allgemeine integral 
der Gleichung (5) wird alfo außer der Reihe (6) auch durch: 


y=-Y (Sara) ober sun(/5+%) 


ausgedrückt. 


$. 468. Die durch eine Differenzialgleichung beſtimmte Function kann 
oft in eine nach den negativen over gebrochenen Potenzen der unabhängigen 
Beränverlichen fortfchreitende Reihe entwickelt werben. Wenn folde Entwide- 
Inngen möglich find, fo erhält man fie durch die Methode der unbeflimmten 
Coefficienten, deren Anwendung faft immer vor ber birecten Anwendung ber 
Maclaurin’fhen Reihe ven Borzug verdient, felbft, wenn die Entwidfelung 
nad den ganzen und pofitiven Potenzen der unabhängigen Veraͤnderlichen fort- 
ſchreiten kann, wie das folgende Beiſpiel zeigen wird. 

Wir wollen die Differenzialgleichung : 

y = kıty (8) 
nehmen, welde die Gleihungen (1) und (5) als befondere Fälle unter fih 
begreift, fo kommt es barauf an, zu willen, ob man das integral derfelben 
durch die Reihe: 


y=zAxX A xTL Ar + A,“ 4 x. 
darſtellen kann, wenn man die Coefficienten A, und bie Exponenten a;, welche 
pofitiv oder negativ, ganz ober gebrochen fein konnen, gehörig beftinmt. 
‚Die Subſtitution diefes Werthes von y in die gegebene Diffexenzial- 
gleihung gibt: | 
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Aala — )x A,a,(a, — 1)2°7" + A,0,(e, — 1)x".* 4 1. 
—kAxe tn I pa rt a et 
Diefe Gleichung kann aber nur dann iventifch fein, wenn die Gleichungen: 
ea —1)=0 (9) 
ma 4 i( a+ 2) 
A,a(cı — 1) = kA;_; 

flattfinden, vermittelft welcher alle Erpunenten a; numerifch beſtimut find, und 
alle Evefficienten A; ſich als Kunctionen des Eoefficienten A, welcher die Stelle 
der willtürlichen Conftante vertritt, ausprüden laſſen. 

Der Gleichung (9) Tann man auf zwei Arten genügen, indem man «—0, 
oder & 1 feßt. Diefen beiven Auflöfungen entfprechen zwei verfchiedene 
Reihen, wovon jebe einen willfürlichen Coefficieiten enthält, und welde beide 
der Gleichung (8), wovon fie particuläre Integrale find, Genüge leiſten. 
Die Summe beider Reihen gibt folglich das allgemeine integral ($. 455) 
und wenn man buch C,,C, reſp. bie a=0,a=1 entiprechenden Werte 
des Evefficienten A bezeichnet; fo findet man für das vollfiändige integral 
leicht folgenden Reihenausdruck: 


_en kant2 Kaxhtt 
„=ScltsIdad rad“ 
kx:t2 %k2x20t4 + ce). 


rest - 


Sp oft der Exponent n eine ganze poſitive Zahl iſt, ſchreitet dieſe Reihe 
nad) den ganzen und pofitiven Potenzen von x fort und flimmt nothwendig 
mit der überein, welche fih ans der Maclaurin’fchen Kormel ergeben würde, 
und bie Conflanten C,,C, brüden alsdann vie Werthe von Y,, y’, AUS. 
Set man inshefondere k= — 1,n=1, fo kommt man wieber anf die Reihe 
(2), und dieſe letzte Ableitung derſelben hat den Bortheil, das Bildungsgeſetz 
der fucceffiven Eoefficienten deutlich vor Augen zu legen. 

Wenn in der Reihe weniger Eoefficienten unbeftimmt bleiben, als ber 
Drbnungse.ponent der Differenzialgleihung Einheiten hat, fo drückt die Reihe 
nur ein particuläres Integral aus, und diefes iſt ein Beweis, daß ſich bie 
Function nur in eine Reihe von biefer Form entwideln läßt, wenn bie will- 
fürlichen Eonflanten Bedingungen genügen müflen, welde die Anzahl berfelben 
a! und die Allgemeinheit ber gegebenen Differenzialgleichung be- 

ränfen, 

Wenn man 3. B. in der Gleichung (8), k=—1,n =—1 feste, fo 
daß fie mit der Gleichung (5) übereinftinmte; fo würden die verfchiebenen 
Glieder der Reihe, womit C, multiplicirt iſt, von dem zweiten an unendlich 
Diefe Reihe muß alfo verworfen werben, weil fie fein particuläres Integral, 
der Gleichung (8) mehr ausprädt, und wobei wohl zu bemerken if, daß bie 
Reihe, womit C, multipliciet iſt, alsdann mit der übereinfliimmt, womit y’, 
in der Gleichung (OD multiplicirt if. 


$. 469. Nah dem im F. 461 Gefagten finft die Gleichung (8) zur 
erften Ordiung herab, indem fie aber aufhört, eine Lineare Differenzialglei- 
hung zu fein, wenn man y= eJ/"i feßt, fo daß man für bie transformirte 
Gleichung mit = 
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t. 
” Umgelehrt, wenn die Differenzialgleihung der erften Orbnung: 


Y+ıy? =br (10) 
gegeben iſt, welche vie Riecati'ſche Gleichung genannt wird, und der Ge⸗ 
enſtand vieler Unterſuchungen geweſen iſt, ſo kann man die Integration der⸗ 
elben auf die der Gleihung (8), welche wegen ihrer binomiſchen and linearen 
Form einfacher if, zurüdführen, wenn man 


fett, fo daß man für die transformirte Gleichung mit u 
d’ua 
 — abux?’ 
dx? 


erhält, welche mit ver Gleihung (8) identiſch it, wenn man y für u mb k 
für ab ſetzt. Die Gleihung (8) wird auch auf bie Form: 


v+2y=hy (11) 
zurückgeführt, wenn man bie unabhängige Beränderlihe vertauſcht, und 
22 "’— g feßtz denn auf dieſe Weife findet man: 


d’y n _ ky 
TR) (19 





und um die Gleichungen (11) und (12) übereinflimmend zu machen, braudt 
man nur t mit x zu vertaufhen und 


=; h= - k - 
(G+') 





au nehmen. 
Endlich kommt die Gleichung: 
—1 
ya „ey y=hy (13) 


auch auf die Gleichungen (8), (10) und (11) zurüd, weil man blos y=x"a 
zu fehen braucht, um fie in: 

da 2m du 

dx "x d 
zu verwandeln, Die Gleichungen (11) und (13) Iommen in den Problemen 
der mathematifchen Phyſik vor, und in diefer Beziehung bieten fie mehr In⸗ 
terefie dar, als die Gleichungen (I) und (10). 


‚$. 470. Wenn wir die zu ber Reihenentwicelung bes Jutegrales der 
Gleichung (8) angewandte Methode direct auf die Gleichung (13) angewandt 
hätten, fo hätten wir die Gleichung: 
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Alc(a — 1) — mim — 1)” + A,[a,(a, — 1) — mim — 1)p°1 =? 
+ A,[a,(@, — 1) — m(m — 1)]x” 2 +1. 
—hAx" + hA,x"T ꝓ. A, x*P x. 
identiſch zu machen, oder die Bedingungsgleichungen 
aa —1)— — ) 20 (14) 
a=a-r 2i 
Alaıla; — 1) — m(m — 1)] — hA,_, 
zu erfüllen gehabt, Die dritte biefer Bebingungsgleihungen verwanbelt ſich, 
wenn man für a; feinen aus ber zweiten abgeleiteten Werth febt, in: 
Ala(a—1) + 2ii— 2a — 1) — mm —1)]=hA_,, 
oder vermöge der erften Bebingungsgleichung einfacher in: 
2i(2i 20 — 1) =hA;_,. (15) 
Die Wurzeln der Oleihung (14) find a=m, a=1—m, und man erhält 
folglich für ven Werth bes vollſtaͤndigen Integrales den Reihenausdruck: 
hx? h?x* 


Fr U IDtE TDG rt“ 


+ Cell + —4 h’r® x 
. 2(3 — 2m) ' 2.4.(3— 2m) (5—?2o) 





$. 471. Die eben erhaltenen Reihen haben das Bemerkenswerthe, daß 
fie fummirt nnd durch beſtimmte Integrale von der Art, wie wir fie in ven 
drei letzten Kapiteln des vorhergehenden Buches betrachtet haben, erſetzt wer- 
den können. In der That erhält man, wenn man in der Formel (v) im 
$. 309, z=w, u=2a—1, md v=2i feßt: 


1 . el cos. An sin en 
[cs w sin. wdw — 


z—1 | 1-2 . u- 
+ Arza—ıT eos. @ ein. ad 
unb wenn man 0, = für bie Grenzen der Integrale nimmt, fo verſchwindet 
das Glied außerhalb des Zeichens / jedesmal, wenn « eine pofitive reelle 
Größe, ober eine imaginäre Größe mit einem reellen pofitiven Beſtandtheile 
it, fo daß man hat: 


pi} — 
H eos. in 1 dw 


= dl * eos 2, sin I 
2i + 2a —1 0 . ’ 
Bermöge diefer lebten Relation wird der Gleichung (15) genügt, wenn man 
Ah’ * ii. u—l 
AZ — — 
33. .ami/ı cos. W Sn oda 


fegt, und man Tann folglich das erhaltene Integral auf die Form: 
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4 
= — * * con! * 1 —* ⸗ 4 cos.c + æx.) sin ode 








m/f” br? 208.2 hir! „ Nain. 2und 
40,x S (+7 cos 4 1331” w--ı%.) sin. w 


bringen, wenn man ber Größe a fucceffive bie Werthe m und 1 — m, welche 
die Wurzeln der Gleichung (14) find, beilegt, 
Run iſt aber: | 
hx? h?x* r - h3x® j 
ls rer Kasse ELBE ν— πο - 


— cos. VA . VXœ. cos. u) 1 exY'h.cos. 1 e—ıV h. cos. 
folglich : | 
= ef (2 ar . ih . CO8. rin °F ad 


4 Au 5 .vıh. COB. +3 —V cos. ) in dun. 
0 


Diefer Ausdruck laͤßt ſich noch vereinfachen, denn wegen ber Wahl der Gren- 
zen, und wegen ber Natur der Aunclionen sin. m, cos. w hat man: 


n ee do = JA * udn 
folglich: 


‚= uf” ev h.cos. ER 


4 ey A * VI. cos. in im dm. in) 


Die Gleichung (16) findet nur unter der Bedingung flatt, daß «a eine 
reelle pofitive Bi oder eine imaginäre Größe mit einem reellen pofitiven 
Deftandtheile bezeichnet, und folglich findet Die Gleihung (17), um nur ben 
Hall reeller Werthe zu betrachten, nur unter der Bebingung flatt, daß m mb 
1 — m pofitive Zahlen bezeichnen, oder daß bie Größe m zwifchen den Oren- 
en 0,1 Liegt. Unter diefer Befchränfung gibt die Gleichung (IT) das vol- 

aͤndige Integral der Gleichung (13), durch beftimmte Integrale ausgebrüdt. 

An den Green m=(, mi rebucirt fih die Gleichung (13) auf 
y"—hy, und in dieſem Falle ift ihr vollſtaͤndiges Integral befanntlid: 

y=0,"VYh-0.e’Vh. 


Wenn man in ber Formel (IND, m4 feht, fo gibt fie: 
ya +o)Y’z/” eV hromug,, 


und ba die beiden willfürlichen Eonflanten C,, C, in eine einzige zufammen- 
fallen, fo ‚hat man nur noch ein particuläres Integral. Jedoch erfält man 
felbft in biefem Kalle das voliftändige Integral durch einen bereits im $. 460 
angewandten Rechnungskunſtgriff. Wir wollen in bem Gliede, womit C, 
multiplicirt if, m}, und in bem Glieve, womit C, multiplieirt if, 
m=4--e feßen; fo kommt: 
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c Vz n xYh.cos.o sin.2 ur , 
+C, JA © (x sin w) w | (18) 





Nun iſt aber: 


2 3 
u  —1— — log. u+r 5 (og. n)? __ 


ee 


fo daß, wenn man ben Ausdruck (18) nach den Potenzen von e entwidelt 
und C,4C0,=4A,C,s = —B ſegt, klommt: 


„= vz/” „xV h.cos. o do 
0 


BY x JA ” xVh. con og. (xsin.2 w)dw + xBX, 


wo X eine Größe bezeichnet, welche einen endlichen Werth behält, wenn e 
verfcehwindet. Menn man nun e=0 feht, fo erhält man: 


=” „vi. C08. 04, J 
0 
—- BV =/ * ar. 9 op, (x sin.2 w)dw 
0 


En das vollftändige Integral ber Gleihung (13), welche ſich in dieſem 
alle in: 





verwandelt. 


$. 472, Wenn m einen größern pofitiven Werth hat, als die Einheit, 
fo muß das Glied mit dem Coefficienten C, in der Gleichung (17) hinweg⸗ 
gelaffen werden, wogegen man nur dieſes Blieb beibehalten muß, wenn m 
einen negativen Werth hat. In dem einen wie in dem andern Falle erhält. 
man alfo unmittelbar unter endlicher Form num ein particuläres Integral der 
Gleichung (13). Es fei y, dieſes particuläre Integral, worin die willfürliche 
Conſtante der Einfachheit wegen der Einheit gleich geſetzt ift; fo findet man 
durch F ähnliche Rechnung, wie die im 6. 467, daß das allgemeine Jnte⸗ 
gral durch: ' 


dx 
ssun(/ +0) (19) 
außgebrüdt wird. 
Wenn man co. w==L feht, fo wird die Gleichung (IT) auf’ die Form: 
try Au erh. — ala 


— u A JA ED 


gebracht, und das particuläre Integral der Gleihung (13) wird für m >1 
ausgedrückt durch: 
Eournot, Theorie der Functionen ıc. 3 
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+1 T. — 
at Tata 20) 
und für m <O durch: 
J= u Ai Kia (1 — 2) "al. (21) 


Nah 8. 313 iſt einleuchtend, daß ſich die in der Kormel (20) angebentete 


beftimmte Integration verrichten laͤßt, wenn m eine ganze pofitioc Zahl be- 
zeichnet, und daß daſſelbe mit ber in der Formel (21) angebeuteten Integra⸗ 
tion der Fall ii, wenn m eine ganze negative Zahl bezeichnet, Go oft alſo 
m eine ganze pofitive, ober negative Zahl bezeichnet, hat man unter envlicher 
Form ein von dem Zeichen / befreite partisuläres Integral der Gleichung 
(13) und nad ber Formel (19) wird die Beſtimmung des allgemeinen Jn- 
tegrales derſelben Gleichung auf die Duabraturen zurücigeführt. 


F. 473, Erinnern wir nun, daß die Riecatüſche Differenzialgleihung: 


y' fay? — bx, (10) 
wenn man: 
du 
| y — oe 4x ' ab — k, 
fest, fi in die Gleichung: 
da _ kux" 
dx? 
verwandelt, welche ihrerfeits übergeht in: 
den, 2m du ha 
we TI un’ 
und enblich in: 
d’v m m — 1 
Fern ( m ), = hr, (22) 
wenn man 
—+1 n k 
X — zZ —— = — = 
r m Kat 2' 7 v u 
Pia 


fest. Esfim= + i, wo i eine ganze poſitive Zahl bezeichnet, fo ergibt fih 
aus der zweiten ber vorhergehenden Gleichungen: ed bezeihnen ſo ep 
— Ai 

Doms ri . (23) 
Das allgemeine Integral der Gleichung (22) laͤßt ſich jedesmal auf die Di 
brafuren zurückführen, wenn m eine ganze poſttive Zaht ik, und. folglich wird 
bad allgemeine Integral der Riecatifhen Differenzialgleichung auch für alle 
in ber Formel (28) enthaltenen Werthe son nm anf bie Quadraturen zurüd- 
geführt, was man auch fände, wenn man unterfudte, in welchen Zällen fih 
die Beränderlichen in ber Riccati'fchen Differenzinlgfeicyung trennen laſſen. 
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Viertes Kapitel, 


Theorie der fingnlären utegrale der Differenzialgleichungen mit zwei 
Veränderlichen. 





L Singuläre Integrale der Differenzialgleichungen ver erſten Ordnung. 


$. 474. Es fei: 
(x,y,7))=0 (h) 
eine Differenzialgleihung der erſten Ordnung, deren vollfländiges Integral 
von der Form; 
F(x,y‚a) =0 (s) 
it, wo a eine durch die Integration eingeführte willkürliche Eonftante iſt; fo 
leiftet nad dem Vorhergehenden (Buch A Kap, 2) vie Gleichung] 
pxy)=0, ($) 


welche fih aus der Elimination von a zwifchen dem Integrale Ca) und einer 
der ©leichungen: 

dEE , dF j 

da 0, dy =» (a) 
ergibt, auch ver Gleichung (f), wovon fie ein finguläres Integral iſt, Genäge, 
wofern fie nicht mit einem particulären Integrale zufammenfällt, indem ſich der 
aus einer der Gleichungen (a’) abgeleitete Werth von a auf eine Conftante, 
ober auf eine Function von x,y reducirt, welche ſich vermdge der Gleichun 
(y) felbft auf eine Eonftante reducirt. Kerner gehört befanntlich die Gler- 
chung (9) einer Linie an, welche alle die Linien berührt ober umfchliept, 
deren Syſtem durch das allgemeine integral (a) ausgedrückt wirb, fo lange 
der Parameter a mubeflimmt bleibt. 

Hieraus ergibt fih eine fehr einfache Regel zur Beſtimmung der fingu- 
Iären Integrale einer Differenzialgleichung ber erſten Orbnung, deren allge 
meines Integral vorher beftimmt FM. Wir bebanpten ferner, daß dieſe fin- 

ulären Integrale angegeben werben Tönnen, ohne daß man das allgemeine 

Sntegrar zu kennen braucht, und felbft datın, wenn man für das allgemeine 
Integral einen analytiſchen Ausdruck unter endlicher Form würde angeben 
können, was gewöhnlich der Fall iſt. 

In der That kann die Umſchließungslinie, welche das finguläre Integral 
darftellt, nur exiſtiren, wenn zwifchen den Linien, welche particuläre Integrale 
darſtellen, und welche verfchiedenen Werthen der willkürlichen Conſtante ent. 
fpreden, Durchſchnitte flattfinden. Folglich muß für die diefen Durchfchnitts- 
punkten entfprechennen Werthe von x,y der aus der Gleichung () abgeleitete 
und durch x,y ausgebrädte Werth von ein vielfacher fein, d. h., dieſe als 
algebraifch vorausgeſetzte Gleihung muß nach Fortſchaffung der Wurzelgrößen 
in Beziehung auf y’ vom zweiten oder vor einem höhern Grade fein. 

Hieraus folgt, daß im Allgemeinen die den Werthen von x,y, welde y’ 
nicht imaginaͤr machen, entſprechenden Durchſchnittspunkte wenigftens Durch⸗ 
ſchnittspunkte von zweien der Linien, welche die partieulären Integrale dar⸗ 
ftellen, find. 

31? 
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Aber für die auf der Umfchliefungs- oder Berührungscurve aller biefer 
Curven Tiegenden Punkte findet Fein Durchfchnitt mehr flatt, oder es ver 
ſchwindet wenigftens ein Durchichnitt, und folglih muß bie Gleichung (f), 
worin man y’ als Unbekannte betrachtet, vielfache Wurzeln befommen, ſo daß 
die Bedingung: 
di 
58 (f) 


erfüllt wird, Die Gleihung (f”) beſtimmt alfo umgekehrt die zwifchen x und 
y ftattfindenne Relation, welche bie Berüßrungslinie ober das finguläre Ju- 
tegral harafterifirt. " 

Wir wollen 5. B. die Differenzialgleichung : 


y/2(x2 — 12) — 2ıyy — x? (1) 
nehmen, deren allgemeines integral: 
x? — Jay=r a (2) 


iſt, wo a eine willfürlihe Conſtante bezeichnet. 

Die erfte der Gleichungen (a) gibt in diefem Kalle a= — y, und wenn 
man biefen Werth von a in die Gleichung (2) fubflitwirt, fo erhält man das 
finguläre Integral 2 +? — r—=0, Nun gibt aber die Gleichung (M, 
ohne daß man bas Integral (2) zu fennen brandht, bie Relation: 


Y=— ——ı 

r? — x? 

und wenn biefer Werth von y’ in die Gleichung (1) fubfkituirt wird, fo er- 
hält man das zuerft aus dem allgemeinen Integrale abgeleitete finguläre Ju⸗ 
tegral wieder. 


‚$. 475. Der Erfolg diefer Methode hängt davon ab, daß bie Dife 
renzialgleichung fo vorbereitet ift, daß fie Feine Wurzelgrößen mehr enthält, 
Wenn fie dagegen in Beziehung auf y’ aufgelöf’t oder auf die Form y fix,J) 

ebracht wäre, fo würde vie Methode nicht mehr anwendbar fein. Alleın es 
ift zu bemerken, daß man, wenn man die Gleichung (f) in Beziehun auf y 
und in Beziehung auf x bifferenzirt, indem man als eine durch biete Glei⸗ 
chung implicite beſtimmte Function von x,y betrachtet, 
dy | GE | Ga \ LEERE | SER |; 
Ta Tan 
bat. Run macht aber der dem fingulären Integrale entſprechende, durch x 


ausgebrüdte Werth von y bie Größe rn verſchwinden, und folglich muß ber- 


‘ 4 
ſelbe Werth die Differenzialsvefficienten 7 7, nachdem für y’ fein ans ber 


Gleichung (D abgeleiteter und durch x,y ausgebrüdter Werth fubflitnrt iſt 
mendlich machen. Wenn man alſo aus den Gleichungen: 


NN, VEN) 
dy dx 
einen durch x ansgebrüdten Werth vom y ableiten Tann, welcher auf der 


iuns CD) Genüge leiſtet, fo gibt dieſer Werth das finguläre Jutegral 
ieder. 
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So gißt 3. B. die in Beziehung auf y’ aufgelöfte Gleichung (1): 
= rn), 
folglich : 
day) __x _ ,Vx +y2 —r2+4y n 
y un VYolponı 
a) _ Et VEFrSeerehnon)Fen 
de (a eV Lyon j 


und biefe Werthe werden unenvlih, wenn man x? + y? — r? —0 febt, wo- 


durch der Gleichung (1) genügt wird, von welcher man aljo ein finguläres 
Integral erhält. 


$. 476. Wenn man die Gleichnng (N differenzirt, indem man y, y’ als 
unentwidelte Functionen von x betrachtet, fo erhält man: 


dd  df .df 


Fruit Biene cf”) 
folglich : 

(tt). 

2 dx dy’ qy (e) 


Aber der Werth von y als Function von x, welder das finguläre Integral 
gibt, macht * = (0, und reducirt die Gleichung (f”) auf: 
d di 
—_— L._J=(, 
atry’=° 
Derfelbe durch x ausgedrückte Werth von y bewirkt alfo, bag ber durch die 
Gleichung (c) gegebene Werth: 
—$ (x, 31‘) 
Y(x,J1J') 
unter der Form 8 erfcheint, welches noch ein anderes Verfahren zur Beflim- 
mung der fingulären Integrale an die Hand gibt. Denn wenn man ' 
Ya 0, Yayıy)=0 


fest, und dann ſueceſſive y’/ zwilchen jeder dieſer beiden Gleihimgen und ber 
egebenen Gleichung (f) eliminiert, und bie beiden refulticennden Gleichungen 
* en einen gemeintihaftfichen Factor; fo gibt dieſer Factor das gefuchte Äne 
guläre Integral. 
Berfährt man auf diefe Weile mit der Gleichung (1), fo findet man: 


yur— yy’+x 
ya? — 2) —xy' 


y’ 


und wenn man y’ zwifchen ber gegebenen Gleichung und jeder der Gleichungen: 
y’+rx=0, y(x?—r)—- ıy=0 
eliminirt; fo erhält man bie Gleichungen: 


u 





Ze+r-m=0 „@trn)=0, 


welche offenbar den gemeinfchaftlichen Factor x? + y? — r® haben. 


5. 477. Es iſt wohl zn bemerfen, daß bie geometrifhe Betrachtung, 
worauf wir ung in ben drei vorhergehenden 68. geftüst haben, auf alle Be- 
rührungslinien ber Curven, welche durch das allgemeine ‚Integral gegeben 
werden, fowie auf bie, welche die particulären und fingulären Integrafe dar- 
ftellen fünnen, anwendbar if. Nachdem man alle burg eins ber vorhin an- 
gegebenen Verfahren die fingulären Integrale beſtimmt Yat, müßte man fid 
alfo noch überzeugen, daß man fie nicht auf das allgemeine Integral zurüd- 
führen kann, indem man die Eonftante gehörig particularifirt, welde Prüfung 
aber fo lange unmöglich iſt, ald das allgemeine Integral nicht gegeben if. 
Der unterſcheidende Charakter der fingulären Integrale niuß alfo aus analyti- 
fhen Betrachtungen abgeleitet werben, und zu dem Zwecke müflen wir bie 
Unterfuhung aus einem neuen Gefichtspunkte betrachten. 

Betrachten wir eine Differenzialgleihung ber erflen Ordnung von ber 


Tom: 
— fsy)=0, (d) 


welcher die Gleichung y=X genügt, wo X eine gewiffe Yunction von x 
ohne willkürliche Conftante bezeichnet, fo daß ibentifch: 


F 
=— fx, X)=0 | (e) 


iſt. Sol die Gleichung y= X mit einem particnläcen Integrale übereinfin- 
men, fo muß das allgemeine Integral auf die Form: 

y=Xi+8:9 (e) 
gebracht werben können, wo e eine willfürlihe Eonflante und ꝙ eine Function 
von x umb e bezeichnet, welde für e= 0 weder verſchwindet, noch unendlih 
wird, Zu gleicher Zeit hat mon: 

FR) IA) + (ey) w, (h) 

wo k ben Erponenten ber höchften Potenz von 6, welche ein Factor von 

f(x, X +89) — f(x,X) 
ift, und w eine Function von x und eg bezeichnet, welche für e= 0 weder 
Null, noch unendlich wird. 

Wir wollen 


99 +."gp, + e’y, +. 


=, + (ey "wo, + (yo, +1. 

feßen, we op wı Functionen von x, und au A; pofitive Exponenten bezeid- 
nen, welche eine zunehmende Reihe bilden. Da die Function f gegeben if, 
fo ift die Entwicelung von f(x,X +9) nach den Potenzen von ey befannt, 
und folglich werben die Function w;, fowie die Zahlen A; als befaunt ange 
fehen, und es kommt darauf an, die Funstionen gr umd bie Erponenten co; ſo 
zu beftimmen, daß der Gleichung Ch) unabhängig von e Gemüge geſchieht. 

Nun gibt aber die Subflitution, nachdem man bie Glieder, welde ſich 
vermöge ber Gleichung (e) gegenfeitig aufheben, hinweggelaſſen bat: 





Ash 


dp, a, d a, 99, 
la, HT G, +1) +. 


zip, tip, +, +teiw, (a) 


4 LTR + Ep +..°9,+ te, +3. 
Sept man k=1, fo hat man zur Beſtimmung von p, bie Gleichung: 


—zg,0,, woraus folgt: p, = eftek, 


worauf man 4 
d 
a,=ß+1 (B, + 2 Un 


fegen muß, und wenn man fo fortfährt, fo beflimmt man allmälig alle in ver 
Entwidelung von ꝙ vorlommenden Größen, d. h. man entwidelt das allge- 
meine integral in eine nach den Potenzen bon E georbnete Reihe. 

Wenn k > 1 ift, fo kann man bie Gleichung a nur noch iventifch machen, 
wenn man zusörberft: 


d . 
Zı=0, oder PZ const. 


Der Einfachheit wegen wollen wir dieſe Conſtante = 1 ſetzen, und dann: 


d 1 
a,=k, (a,+1) = 2, folglich Y,= Koi 
und wenn man biefelbe Rechnung weiter fortfegt, fo erhält man fucceflive 
wieder alle Glieder der Entwidelung des allgemeinen Integrale. 

Aber wenn dagegen k < 1 if, fo iſt es nicht mehr möglich, vie Glei⸗ 
hung (a) iventifh zu machen, und folglich kann die Auflöfung ) — X nidt 
aus dem allgemeinen Integrale durch Particularifirung einer willfürlichen Con⸗ 
flante hervorgehen, und ift mithin ein finguläres Integral der gegebenen Dif- 
ferenzialgleichung. 

Nun macht aber ver Werts X, für welchen der Exponent k < 1 iſt 
nach dem im $. 106 Aber ven Ausnahmefall der Taylorfhen Reihe Ge- 
fagten vie Ableitung: 

df(x,y) __dy! 


dy 4y 





| 
unendlich; folglich ift die Gleichung n =+w bas wahre Kriterium ber fin- 


gulären Integrale, und enthält fie afle als Factoren, mit Ausnahme derer, 

welche von der Form x — const. find, und welche man erhält, wenn man 

in der gegebenen Gleichung die Beränderlihe y als unabhängig betrachtet. 
Wenn alfo die Werthe von y ald Funetionen von x, welde ae 20 


day 
machen, den Ableitungen - = endliche Werthe geben, fo entfprechen dieſe 


Werthe fingulären Integralen von (f); aber wenn fie biefe Ableitungen ver- 
ſchwinden machen, fo muß man durch Wie gewöhnlichen Berfahrungsarten die 
Werthe der zweiten Theile der Gleichungen (6), welche alsdann unter einer 
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unbeftimmten Form erſcheinen, fuhen. Wenn dieſe Werihe-. umenvlih find, 
fo bilden die zu prüfenden Auflöfungen ebenfall$ finguläre Inteßpale, un 
wenn biefes nicht der Fall ift, fo gehören fie in die Kategorien der particu- 
lären Integrale, drücken aber nichts deſto weniger bie Umfchliegungslinien ans. 
Der eben nah Poiſſon gegebene Beweis unterliegt wegen der Anwendung 
ber Reihen, welche bivergent werben fünnen, einigen Schwierigkeiten, und wir 
werben Gelegenheit haben, wieder auf biefen Gegenſtand zurückzukommern, 
wenn wir von der Conftruction der Differenzialgleichungen reden werben. 


$. 478. Bermöge der Gleichungen (d), Ce), (gg; Ch) hat man: 


dy—X 

TI NER) = (pam Km, 

und wenn man die Beränberlichen vertaufcht, indem man y—X zu fit; 
fo verwandelt fi dieſe Gleichung in: 


wo w alsbann eine Function der Beränderlihen x,u bezeichnet, welche für 
u=0 weber verfhmwindet, nod unendlich groß wird. Wir können die Ber- 
aͤnderlichen nochmals vertaufchen, und zu dem Ede u! + ſetzen, wodurch 
bie Differenzialgleichung der Form: 


a 
27-10 0 
dx 


onnimitt, Für k < 1 zerfällt diefe letzte Gleichung von felbft in bie beiben 
andern: 


0, Y_dU—Nw=0, 
dx 
wovon die erfte, welche gleichbeveutenn ft mit — x — 0, das fingaläre 
integral gibt, wogegen der zweiten durch dieſes finguläre Integral nicht mehr 
genügt werben kann, weil w eine Junction ift, welche nicht mit v verfchwindet. 
Wenn aljo eine Differenzialgleichung der erften Ordnung ein finguläred 
Integral geftattet, fo kann man fie durch eine Vertaufchung der Veraͤnderlichen 
in eine andere verwandeln, worin das finguläre Integral als gemeinfchaftliher 
Factor erjcheint, fo daß nach Hinweglaffung dieſes Factors die transformirte 
Gleichung fein finguläres Integral mehr hat, und bei einem vechtwinfligen 
Eoordinatenfyfteme eine Reihe von Linien auedruͤckt, welche Feine Umſchließungs⸗ 
linien mehr haben. 


$. 479. Wir wollen biefes auf die Gleichung: 
y'2 — 4xy -4y=0, oder y„P=2ıxt Vvı_ y), (3) 
anwenden, deren allgemeines Integral: 

= 2x — a? (4) 
it, und folglich ein Syſtem von geraden Linien ausdrückt, welche die Parabel 
x? — =0 zur DBerübrungslinie haben. Wir wollen 2 — zur 

fegen, jo verwandelt fich bie Gleihung (3) in: 
d 


U — _ dv — 
„are oder v n+1)=0. 


| 
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Nach dar Hinweglaffung des Factor v bleibt die Gleichung — +1=0, deren 


allgemeines Integral: _ 
v=+(zx—a) (5) 

ift, und welches, wenn man x zur Absciſſe und v zur rechtwinkligen Ordinate 
nimmt, ein Syſtem von parallelen geraden Linien ausprüdt, welde folglich 
feine Berührungslinie haben. Uebrigens würde man wieder auf bie Glei- 
Hung (5) fommen, wenn man für y feinen durch v und x ausgedrürften 
Werth in die Gleichung (4) fubfkituirte, 

Die Anwendunß viefer Methode auf die Gleichung (1) würbe einigen 
Schwierigkeiten unterliegen, wenn man x als. unabhängige Veränderliche bei- 
behalten wollte. Aber wenn man biefe Gleichung auf die Form: 


. @—n)y=xddyt/x+4y2—r) 
bringt, und dann x? und xdx vermittelft der Hülfsgleichungen: 
x? 4 y2 —r?—u?, xdx + ydy= udu 
fortſchafft; fo nimmt fie die fehr einfahe Form u(da + dy)=0 an, fo daß 
I 8 der Hinweglaſſung des Factors a Fein ſingulaͤres Integral mehr ge⸗ 


$. 480. Umgekehrt fann man eine Differenzialgleihung, welche fein 
finguläres Integral geflattet, fo transformiren, daß fie eine gegebene Glei— 
hung, als finguläves Integral darbietet. Es fei 3. B. die oben gefundene 


Differenzialgleichung mi +1=0 gegeben, in welche man für v einggsunction 


von x und von einer neuen Beränderlichen z von ſolcher Beichaffenheit ſub⸗ 
flituiren foll, daß nach der Subftitution die refultirende Gleichung die lineare 
Gleichung: 
z— mı=0 (6) 

als finguläres Integral darbietet. 

Dan multiplicire die gegebene Gleichung durch (z— mx)‘, wo k eine, 
zwifchen O und 1 Tiegende Zahl bezeichnet; fo verwandelt fie ſich in: 

(2 — mx) dr + (z — mx)dx=0(, (7) 

Alsdann wollen wir die Veraͤnderliche z, welche eine Funection von v und x 
fein muß, fo beflimmen, daß 


== (sm) | 


wird; fo ergibt fich Durch Integration: 

(z — mx)! _ 

— tr 
wo X eine willfürlihe Function von x bezeichnet, umb folglich iſt: 

dz — ındx == (z — mx)! (dr + dÄ) 
Zeiten wir Hieraus den Werth von dv ab und fubflituiren benfelben in bie 
Gleichung (7), fo verwandelt fie fih in: 
dz — mdı — (ze — mx) (dX + dx)=0, 

und es ift einleuchtend, daß die Gleichung (6) derfelben als finguläres Inte⸗ 
gral Genüge Ieiftet. 
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. 48. . 448 i „daß die Di j 
der 5 en Kan Haben wir gefehen, baß bie ifferenzialgleicheng 
18 4 


durch eine zweite Differenziation bie Differenzialgleichung ber zweiten Orduung: 
(x + Yı)y"=0 
gibt, welche unmittelbar in zwei Factoren zerfällt, wovon ber eine das allge- 
meine, und ber andere das finguläre integral ber gegebenen Differenzinl- 
gleihung liefert. Diefes analytiſche Factum müflen wir nun verallgemeinern 
und zeigen, daß man, wenn eine Differenzialgleichung A" erften Ordnung ein 
finguläres Integral geftattet, fie immer unter eine ſolchẽ Form bringen fan, 
daß ihre Ableitung in zwei Factoren zerfällt, wovon ber eine durch Elimination 
von y’ vermittelt der gegebenen Gleichung das finguläre Integral gibt, wäh 
rend der andere, welcher durch den aus dem allgemeinen Integrale abgeleiteten 
und durch eine Function von x ausgebrüdten Werth von y’ verfchwinben ge- 
macht wird, nicht mehr für ben aus dem fingulären Integrale abgeleiteten 
Werth verſchwindet. 
Wird die Differenzialgleichung: 
dE  dE,_ 





dx dr y= 0 (a',) 
in Beziehung auf a aufgelöft, fo gibt fie: 

a=w(3,1,), (i 
und wenn man biefen Werth von a in bie Gleichung (a) ſubſtitnirt, fo iR die 
reſultirende Gleichung: 

F(x,y,w)=0 (j) 


mit der Gleichung (f) in fo fern gleichbedeutend, daß man, wenn fie nit 
übereinflimmen, von der einen zur andern übergeht, wenn man den erflen 
Theil der erften Gleichung durch eine ſchicklich gewählte Function der Ber 
aͤnderllchen x, y, y“ multipliciet. Differenzirt man num die Gleichung (j), fo 
erhält man: 
dF _dF dFE /do do dw 
nf 1,90 u Tv) 
art tr) 
und ferner ift die Summe der beiden erfien ©licter = 0, weil man für a 
feinen aus ver Gleichung (a’,) gezogenen Werth in die Function Ffubfliturt 
bat. Die Ableitung der Gleichung (j) reducixt ſich alfo auf: 
dF (dw do , , do „\_ 
= +7 + yT =0 


und zerfällt in die beiden Factoren: 


io ‘ (j,) 
du dw , dw 


Die Gleijung (j,), welche von der zweiten Drbuung if, hat offenbar bie 
Gleichung (j) zum Integrale ver erſten Orbuung, und die Elimination von 
y’ zwifchen den Gleihungen (i) und (j) findet flatt, wenn man «w zwiſchen 
benfelben Gleichungen eliminirt, oder wenn man in der Gleichung (j), = für 
a ſetzt, d. 5. dieſe Elimimatton gibt das Allgemeine Integral ber gegebenen 
Differenzialgleichung. 
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Ebenſo wirb die Elimination von y’ gwilchen ben —— (Gi) md 
(j,) vericchtet durch bie Elimination von w zwilchen benfelben Gleichungen, 
ober durch die Elimination von a zwifchen der Gleichung (a) und ihrer Ab⸗ 
Leitung in Beziehung auf ⸗. Sie führt folglih auf das finguläre Integral 
der gegebenen Differenzialgleichung, oder wenigſtens auf die Gleichung einer 
Derihrungslinie der Curven, welde bie particulären Integrale derfelben aus⸗ 
drüden. 

Aus diefer Rechnung erhellet auch, daß ver aus dem fingulären Integrale 
abgeleitete Werth von y als Aumetion von x der gegebenen Differenziafglei- 
hung ©enüge leiftet, aber daß ber daraus abgeleitete Werth von y’' ver 
Gleichung (j,) nit Wenüge leitet, und folglih auch, daß die barans ab⸗ 
geleiteten Werte von y'', yw, ꝛc. bie fuccefliven Ableitungen ber gegebenen 
Differenzialgleihungen nicht verificiren. 

Wendet man diefe Analyfe auf die Gleichung (2) an, fo erhält man: 


eF dF 
— — YV — 
5*5 2x — day}, 
woraus fi) die Gleichung: 
2x x? 
on Kaya)ar —- 7 m-n=0 (8) 


ergibt, welche nach der Fortfchaffung des Nemers y'2 mit der Gleichung (1) 
übereinflimmen wũrde. Die Differenziation ber Gleichung (8) gibt: 


y xyy’ x xꝛ SEE 
re mmtzn 


x 1. zyU\_ 
+)E-3=% 


Der aus der Gleichung y -H- 7 == 0) abgeleitete und in bie gegebene Dif- 
fererzialgleichung ſubſtituirte Werth von y’ gibt das finguläre Integral 
x2 2 — r2=0, Der andere Factor iſt bie Ableitung der Function 7 in 


ober vielmehr: 


Beziehung auf x; die Integration gibt folglich 7 ==a,umd wenn man biefen 


Werth von y’ in die gegebene Differenzialgleihung ſubſtitnirt, To erhält man 
die Bleihung (2) wieder. 


IL. Singuläre Integrale der Differenztalgleibungen höherer Orbnungen. 
6, 482. Es fei: 


F(x,y,y1,y”,...79,a)=0 (K) 
ein exfles Integral der Differenzialgleihung der (a 4- 1)!" Orbnung: 
Kx,y,yıy',... JO, yetd)=0, (k) 


wo a bie darch die Integration eingefährte willkürliche Conſtante bezeichnet. 
Wenn man a zwilchen den Gleichungen CK) und: 


dF 
da 


= (KN) 
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—— 





En a Be ET Et 2 20) 
und für m <O durch: 
htm fr ya _ gm 
mown/” A) "L. 21) 


Nach S. 313 if einleuchtend, daß fich die in der Formel (20) angebeutete 
beftimmte Integration verrichten laͤßt, wenn m eine ganze pofitioc Zahl be- 
zeichnet, und daß daſſelbe mit der in der Formel (21) angedeuteten Integra- 
tion der Fall it, wenn m eine ganze negative Zahl bezeichnet, So oft alſo 
m eine ganze pofitive, ober negative Zahl bezeichnet, hat man umter endlicher 
Form ein von dem Zeichen / befreites partisuläres Integral der Gleichung 
(13) und nah der Formel (19) wird die Beſtimmung des allgemeinen In⸗ 
tegrales derſelben Gleichung auf die Quadraturen zurädgeführt. 


$. 473. Erinnern wir nun, daß die Riecatifche Differenzialgleichung: 


y' fay?2 — bxt, (10) 
wenn man: 
1 
Ina ab—k, 
fest, fi im die Gleichung: 
Ha —_ kur 
dx? 


dn 2m du __ 


at 
und endlich in: 
d? m — 1 
m ed, hr, (22) 
wenn man 
+41 n k 
2 =t, no ——— = —, rt 
.2 


fest, Es ferm= + i, wo i eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fa er 
aus der zweiten ber vorhergefenben Gleichungen: Mi bexeiwen ſo caott ſa 
— di 

DZ ums dr . (23) 
Das allgemeine integral der Gleichung (22) laͤßt ſich jedesmal auf die Dw- 
draturen zurkcführen, wenn m eine ganze poſitive Zahl if, und folglich wird 
das allgemeine Integral der Riccati’fhen Differenzialgleihung auch für alle 
in ber Sormel (28) enthaltenen Werthe von n anf bie Ducbraturen zuräd- 
geführt, was man auch fände, wenn man unterfuchte, in welchen Fällen fih 
die Beränderlihen in der Riccatifchen Differenzialgfeigung trennen laſſen. 
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indem aber a, als eine durch die Gleichung (L) impficite beftimmte Function 
vn a, betrachtet wirb, zu eliminiven. Man bat alto: 


da, _ d4F , dF 


fo daß fi 9 die Gleichung (CD) in: 
dF df dE df_ r 
da, "da, da, da, (f 12) 
verwandelt. Das geſuchte finguläre Integral ergibt fih alfo aus der Efimi- 
nation von a,,a, zwiſchen ben Gleichungen (L), (N), (f’,,,), und da bie 
letzte Gleichung durch bie Bertaufhung der Indices nicht geändert wird, fo 
if der Sag bewieſen. Diefer Beweis laͤßt ſich Leicht auf Gleichungen von 
einer beliebigen Ordnung erſtrecken. 
Es fei z. B. die Differenzialgleihung ber zweiten Orbnung: 


ay'y“ — 
— 41* (9) 


y’2 — 
gegeben, deren vollſtäͤndiges Integral: 
8 
>- 2a,yta?x+a, =0 


ft, und beren beide Integrale ver erſten Ordnung: 
F=r? — Aay+2=0 (10) 


2x3 2 
F,=4r:(y—ay')? - 4(2. — —)6 +, zer), —0 


nd, 
Die Oleihungen (L!,,,) verwandeln ſich in: 
a,=y, —4y—ıy)y' + 2a, —Ir)= 
und durch Elimination erhält man: 
2 20, IS y2)=0, 
Die zweite Beiden begreift die erſte in fih, und hat Feine größere Allge- 
meinheit; denn wenn man ben Factor y — xy0 = 0 febt, fo ergibt ſich daraus 


ein Werth von y’, welcher der gegebenen Differenzialgleihung der zweiten 
Ordnung Fein Genüge leiſtet. 


$. 483. Der Lehrſatz im 8. 481 läßt fich Leicht auf die fingulären In⸗ 
tegrale der Differenzialgleihungen von einer beliebigen Ordnung anwenden, 
Geſetzt, die gegebene — ereroralgteithung wäre von ber zweiten Ordnung 
und würde durch die Gleichung (I) ausgedrüdt, fo daß 
FR&&,y,y',a,)=0 (L,) 
eins ihrer Integrale der erfien Orbnung wäre, fo hätte man, wenn man ver- 
mittelſt der Gleichung: 
dF, 
3 IE Fr LyA—_0O (L’,) 
welde: 
= w(x,y,y',3") 
gibt, a, fortſchaffte, die Diferengialgleigung ber zweiten Ordnung: 


F(&,y,y7',w)=0, (w) 
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welche mit ber gegebenen (1) identiſch ift, oder fih nun darch einen Factır, 
welcher eine Function von x,y,y‘,y“ if, unterſcheidet. Andererſeits, wenn 


man a, vermittelft feines aus ber Gleichung nm = 0 abgeleiteten Werthes 
1 


aus der Gleichung (L,) fortfchafft, fo erhält man das finguläre Integral. 
Differenzirt man aber die Gleihung (w), indem man die vermöge der Glei⸗ 
dung (L',) verſchwindenden Glieder hinwegläßt, fo erhält man: 
dF dw | dw , do u du u‘ 
dw at’ TI! *5 *0, 

und ber übrige Theil des Beweiſes wird wie in dem angeführten $ geführt. 
Hieraus folgt ebenfalls, daß ver aus dem fingulären Integrale abgeleitete 
Werth von y’ ald Function von x,y für y” einen Werih gibt, welder bie 
gegebene Differenzlalgleichung verificirt; aber für y’', y"", 1", ac. Werthe, welche 
ben fucceffiven Ableitungen, der gegebenen Differenzialgleichung nicht genügen. 

Nimmt man für 5 0O F, S O, die Gleichungen (9) und (10), fo hat 


man = 5 folglich: 


2xy x ꝛ·· 
7565 —0, (11) 


welche Gleichung mit (9) übereinſtimmte, wenn man alle lieber verſelben 
mit multiplieirte, Die Differenziation der Gleichung (11) gibt: 


Fkayy,w)=x? — 





oder vielmehr: 


x? 4 1 y4 — 
a) 


Der aus der Gleichung: 


abgeleitete, und in bie Gleichung (11) fuhflituirte Werth von y“ gibt das 
finguläre Integral x? — y?—=0. Andererfeitd folgt ans ber Differenzial- 
gleichung der dritten Ordnung: 

y“ 


"-—=0 


wenn man integrirt u und wenn man biejen Werth in die Gleichung 
(11) ſubſtitnirt, fo erhält man das Jutegral (10) wieder. 





$. 484. Die Differenzialgleihung (x) von der n!r Ordnung hat ein 
allgemeines Integral von der (n — U)ten Ordnung: 


Dez,yyıyt..yeDd,0)—=0 (9) 
und da dieſes Integral nicht blos der Gleichung (x), fondern auch allen ihren 
Ableitungen Genüge leiften muß; fo folgt, daß die Werte von ya, ya), 
melde aus der Gleihung (O) abgeleitet find, mit denen übereinflimmen, 
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welche man ans ber Gleichung (x) ableitet, und folglich Teiflet die Gleichung 
(®) der gegebenen Gleichung (k) eben fo wohl Genüge, als die Gleichung (x). 
Nehmen wie nım an, daß die Gleichung (x) ein fingulärcs Integral: 
Ux,y,y1,7%,... Ze) 0 (%) 

Habe, fo ergibt fih mach der Bemerkung im vorhergehenden 5 daraus ein 
Werth für ver, welcher nicht mit dem übereinftimmt, welchen die Ableitung 
von (x) gibt, und folglich leiſtet die Gleichung (), welche als finguläres 
Integral der Gleichung (x) genügt, ber gegebenen Öleichung (k), wovon (x) 
ſchon ein finguläres Integral ift, fein Genüge, 

‚.. Daffelbe läßt ſich auch durch folgende Betrachtung , welche wir der Deut- 
lichkeit wegen auf die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 


fx, y',y”) =0 (1) 
anwenden wollen, darthun. 
Ihr finguläres Integral der erfien Ordnung: 
Y(z,y,y)=0, (A) 


ergibt fi, wie bereits bemerkt worben, ans der Elimination von a,, a, zwi⸗ 
ſchen den ©leihungen (L), (f) und (f',,,)» Es fei y(x,y)=0 ein füngu- 
läres Integral von (A), fo behaupten wir, daß dieſes Integral nicht von ber 
Gleichung verfihieden tft, welche man erhielte, werm man a,, a, zwiſchen ber 
Gleichung (L) und ihren Ableitungen: 

— 7 — — m 

tz | (UM) 
eliminirte. Denn die fo erhaltene Gleichung genügt dem Syſteme der Glei⸗ 
chungen (L), (L), (f!,,,), und folglich der Gleichung (A), wovon fie das 
finguläre Integral if, weil fie feine willkürliche Conſiante enthält. 

Nun muß man aber befanntlih, um die Gleichung (1) zu erhalten, a,,a, 
zwifchen ver Gleichung (L) und ihren Ableitungen der erflen und zweiten Srd. 
nung, wobei a,, a, als Conſtanten behandelt werben, namlich: 

dE dF 


— vo L 
55*0 (1) 
d?F d?F d’F dF 
— — v⸗ — yiı va LA 
Fer rat! +57 0 (L*) 


eliminiren. Wem a,, a, feine Eonfianten mehr, ſondern durch die Gleichun- 
gen (L) (CL‘)) beſtimmte Functionen von x,y find, jo wird der Gleichung 
(L') noch genügt, aber der Gleichung (L“) nicht mehr, und folglich ver 
Gleichung (N auch nicht. 


6. 485. Als Beifpiel wollen wir die Differenzialgleichung: 
2 w · 
y—ıy' — ('—ıy")? + — 7 =, (12) 
deren zweites Integral: | 
y—tar?— a,xr— (a2 +a2)=0, (13) 
deren Integrale der erfien Ordnung: 
+2) 4-2 jır 0 
(a,+-y)x (a, — y')? 


2 x2 
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find und deren finguläres Integral von derjelben Orbnung endlich: 
uU+Hm)+s—(St)rn=0 0 09 


it, betrachten. Wenn man biefe legte Gleihung in Beziehung auf y’ auf- 
Iöfet, fo wird fie auf die Form: 


Sy! + dx + 2x3 — 2 fire c15) 
v1 6y—+- Ar? + x 
gebracht, woraus folgt, wenn man integrirt: 
VIiytie® Leo V Ir —lg(V IHR —s)te (16) 

Die Gleichung (16) Teiftet der gegebenen Gleichung (12) Genüge; aber 
da fie nur eine willfürlihe Conftante o enthält, und durch eine ſchickliche Wahl 
der Eonflanten a,, a, nicht auf das allgemeine Integral (13) zurüdgeführt 
werben kann, fo bildet fie noch ein finguläres Integral ber gegebenen Dif- 
ferenzialgleichung. 

Die Sleihung (14) Tann felbft ein finguläres Integral haben, welches 
man vermittelfi ver weiter oben angegebenen Methoden finden Fünnte, aber 
welches man einfacher beflimmt, wenn man bie Gleichungen ((L’)), ober 

ix? - 23, =0, x+2e, 0 
bildet, Werben die daraus abgeleiteten Werthe von a,, a, in die Gleichung 
(13) gefest, fo kommt: 
16y4 4x2 -xt=0, 
und dieſe letzte Gleichung leiſtet offenbar den Gleichungen (14) over (15), 
aber nicht der gegebenen (12) Genüge. 


$. 486. Die Gleihung (x) enthält im Allgemeinen die Ableitungen von 
y bis zu y® inel.; aber es kann auch gefchehen, daß yl) aus der Function 
p verfchwindet, und alsdann iſt dieſelbe Gleichung ein finguläres Integral 
der (n — 1)" Ordnung der gegebenen Sleihung, und fie würde ein fingu- 
Yäres Integral von der (n — 2)" Ordnung fein, wenn yr- ebenfalls aus 
der Function ꝙ verfchwände, u. f. f. 

Es ſei 3. B. die Differenzialgleichung ber zweiten Ordnung: 

0 ar Dat? — 37 M0—— 

gegeben, wovon eins ihrer vollfländigen Integrale der erfien Ordnung die 


Gleichung: 

Vyr — 20, xyy +a?2x 0 (61 
iſt. Das ſinguläre Integral der gegebenen Gleichung wird gebildet, wenn 
man a, vermittelſt der in Beziehung auf a, genommenen Ableitung ber Glei⸗ 
Hung CAT) aus dieſer Gleichung fortſchafft. Diefe Rechnung gibt: 

yy'(zy —1)=0, 
woraus ſich die drei Auflöfungen: 
’=o0, y=o0, xsy—1=0 
ergeben, welche drei finguläre Sntegrale der gegebenen Differenzialgleichung 
find, nämlich die erfte von der erften Ordnung, und bie beiden andern al 
gebraifch oder von der Orbnung Null, 
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$. 487. Die Werthe von yD als Functionen von x,y,y/,...ve-D, 
welche die Gleichung (k) verificiren ımb die aus berfelben Gleichung (k) ab- 
geleitete Function: 
dayetn 
dyi® (n) 


nnenblich machen, find finguläre Integrale der gegebenen Gleichung von ber 
nten Ordnung, und alle finguläre Integrale der n!" Ordnung müſſen die Ab⸗ 
leitung (n) unenvlih machen. Es müffen noch andere Beringungen erfüllt 
werden, wenn das fingnläre Integral zufällig auf eine niedrigere Ordnung 
herabfinft; allein wegen dieſer Unterfuchungen, welche außerhalb ver Grenzen 
der Elemente lägen, müflen wir auf die Functionenrehnung von La- 
range, und insbefondere auch auf eine Abhandlung von Poiffon in dem 
13 Hefte des Journals der polytechnifchen Schule zu Paris verweilen. 


Sünftes Kapitel. 


Geometrifche Uuwendungen der Theorie der Integration der Differen- 
zialgleichungen mit zwei veränderlichen Größen. 


F. 488. In diefem Kapitel wollen wir einige genmetrifche Aufgaben be- 
trachten, welche fih auf die Integration der Differenzialgleichungen mit zwei 
Beränderlihen beziehen, und zwar wollen wir zunächft die Euren beftimmen, 
beren Rrimmungspalbmeiter der Normale proportional iſt 

$. 172), welde Bedingung durch die Differenzialgleichung der zweiten 


nung: 
—_ (1 42 — — 
* CHI uvm, 
oder: . 


1+y?=+ky" (a) 
ausgebräcdt wird, wo k ein conftantes Berhältniß bezeichnet und bas obere 
oder untere Zeichen genommen werben muß, .je nachdem der Krümmungshalb- 
meſſer m dem Sinne der Normale, over nad) entgegengefeßtem Sinne ge- 

Die Gleichung (a) iſt eine von denen, worin die unabhängige Veraͤnder⸗ 
liche nicht vorkommt ($. 451), und läßt fih auf die Form: 


—_.,._dy —_ dy! 
1-+Jy =+ly = +kyy äy 
bringen, woraus folgt: 


und wenn man zweimal hinter einander integrirt: 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 32 
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Fr dy v Ari 
— ‚2 2 — I  \ry _ 
y=bi1-+y”?)'?, y =;= (£) 1 


x— a -[ [En — — . (b) 
vor: 


Die angeveutete Quadratur laͤßt ih für die beiten Wertfe k=1, k=? 
unter endlicher Form verrichten. Es fei af k=1, fo hat man, wem 
man das obere Zeichen nimmt: 


= / I — —V b2 — y2, 
Vh_y 


die Gleichung eines Kreifes von einem beliebigen Halbmefler, deſſen Mittel- 
punkt auf der Are der x liegt. Es iſt in der That einleuchtenn, daß für 
einen jo liegenden Kreis die Normale der Größe und Richtung nach mit dem 
u palbmefier zufammenfällt., Wenn man das untere Zeichen nimmt, 
o bat man: 


Buy ARZT (N T=P), 
" v7 — b2 b 





folglich: 
‚+ Vy _—_p = beb, 


weldhes die Gleichung der Kettenlinie ift ($. 384). Wenn man k=2 fett, 
und das obere Zeichen nimmt, fo gibt die Gleichung (b): 


— y 
x — 4 MW yı 


welches die Gleichung einer Cycloide iſt, deren Bafis die Are der x if, und 
beren Erzeugungsfreis einen Halbmeffer = 1b hat, und in ber That wiflen 
wir bereitd aus $. 198, daß der Krümmiumgshalbmeſſer einer fo Tiegenden 
ae iR das Doppelte der Normale und nach demfelben Sinne, wie fie, ge⸗ 
richtet iſt. 

Wenn man das untere Zeichen nimmt, fo erhält man: 


s-a=mVı * =2V by —b), 








y — 
bie Gleichung einer Parabel, deren Are auf ber Are der x fenkrecht if, und 
deren Scheitel in dem Punkte x=a,y = b liegt. 


‚S. 489. Benn ber Krümmungshalbmeffer der geſuchten Curve dem re- 
eiprofen Werthe der Absciffe proportional fern follte, fo wäre die Gleichnng 
der Aufgabe: 

— (i+y2)l _k — kdyl 
RE a 
und wenn man integrirt: 
ter N _, at Et, 
v1 + y’2 Vak? (x ot 
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Wir Fonnen die Eonftante c mit — b2, die Conſtante k mit — bejeiqh 


nen, fo daß der Ausdruck homogen wird, und enblich die Buchſtaben x,y mit 
einander vertaufchen, wodurch die vorhergehende Gleichung mit der erſten der 
Gleichungen (12) im $. 387 identiſch wird. Die Eurve, welche die fragliche 
Eigenschaft hat, ift alle die, weldhe wir in dem angeführten $ gerabe wegen 
der jetzt durch eine Gleichung ausgedrückten Eigenfchaft die elaſtiſche Eurve 
genannt haben. 


$. 490. Wir wollen nın eine Curve von folcher Befchaffenheit ſuchen, 
Daß das Product der aus zwei gegebenen Punkten auf jede Tan- 
ente diefer Curre gefällten Perpendifel conftant if. Die Ber 
indungslinte der beiden gegebenen Punkte wollen wir zur Are der x, und die 
Mitte ihrer gegenfeitigen Entfernungen zum Anfangspunfte der Coordinaten 
nehmen. DBezeichnen wir alddann die gegenfeitige Entfernung der beiden 
Punkte mit 2e, und das Product der beiden Perpenvifel mit b2, fo hat man 
nach den Bedingungen der Aufgabe die Differenzialgleichung: 
Ga? ey _ 
at @ 
und man muß das obere, oder das untere Zeichen nehmen, je nachdem die 
beiden Punkte, von welchen die Perpendilel ausgehen, auf berjelben Seite 
der Tangente liegen, oder nit. Die vorhergehende Gleichung Tann auf bie 


Form: 
yzıy +oy' 612) 
gebracht werben, und man hat: 
yy=y (ee Ebay be, 
Differenzirt man nach ber im $. 448 für Gleichungen biefer Form angegebenen 
Methode, fo findet man: 
(c? + b?)y' — 

d 4 x — —— — | — 0 

tn” 
und folglich if: 


day’ 0 (e) 
—— 20. (e,) 


—— ER 


Wenn man zwiſchen ven Gleichungen (c) und (e’,) eliminirt, fo erhält 
man das finguläre Integral der erften dieſer Gleichungen. Um die Elimina- 
tion bequem verrichten zu koͤnnen, bringt man biefe Gleichungen auf die Form: 


y-yı=Yy(@ tb)? HB, 
0 RL VeEwE, @ 
woraus folgt, wenn man die Wurzelgröße eliminirt, und zum Quadrate 
erhebt: 


ya — *x2 
[x? — (ec? + b?)]: 
Die Öleihung (1) gibt auch, wenn man beine Theile zum Quadrat erhebt: 
32% 
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BT — — b’r? _ . 
— res) (er tb] ' 
und wenn man biefe beiten Werthe von 52 einander gleich feht, fo erhält 
man nach der Hinweglaffung der gemeinfchaftlichen Factoren: 

y?(c2 + b2) + 6212 — * b2(c2 +b?) 
Je nachdem man die oberen over unteren Zeichen nimmt, gehört biefe Gleichung 
einer Ellipfe oder einer Oyperbel an, deren beide Brennpunkte vie beiden ge- 
gebenen Punkte find, von welchen die Perpendikel auf die Tangente gefällt 
Werben ‚, und 2b ift die Fleine Are der Ellipfe, oder die zweite Are der Hy⸗ 
perbel, 

Das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialgleihung wird er- 
halten, wenn man in diefe Gleichung den durch die Gleichung (e‘,) gegebenen 
Werth y’— const. fubitituirt. Diefes allgemeine Integral iſt die Gleichung 
eines Syſtemes von geraden Linien, welche die geſuchte Ellipſe oder Hyperbel 
berühren. Offenbar genügen diefe geraben Linien der Bedingung der Aufgabe 
in matbhematifcher Allgemeinheit; allein die einzige Auflöfung, welche man durch 
den Ausdruck derfelben hat erhalten Fönnen, wird durch das finguläre Integral 
gegeben, und dieſelbe Bemerkung iſt auf jede geometrijche Aufgabe anwendbar, 
welche auf die Beflimmung einer Curve durch eine Differenzialgleicfung von 
der Form (Y) führt. 

$. 491. Eine Differenzialgleihung von der Form: 

sYi+y?=fx43y) (4) 
drückt eine Relation zwifchen der Normale und ver Entfernung bes Anfangs 


punktes von dem Punkte, wo die Normale vie Are der Abscifien trifft, ans. 
Durch Differenziation erhält man: 








u y' 4 — 
(1+y?-+-37”) IF — f(x +7] =0, 
worans fih die beiden Auflöfungen: 
1-2? -yy"7=0 (4,) 
‘ 
| — — f(x+yy)=0 (d',) 
ergeben. Aus der erften folgt: 
x-yy=a, (2) 


wo a eine willfürliche Conftante bezeichnet, und wenn man den fich daraus 
ergebenden Werth von y’ in die gegebene Gleichung fubflituirt; fo erhält man 
das allgemeine Integral: 

Vz — a? 92 mfe, (3) 
welches die Gleichung einer Reihe von Kreifen ift, deren Mittelpunfte auf der 
Are der x liegen, und deren Halbmeffer zu den Entfernungen der Mittelpunkte 
vom Anfangspunkte der Eoorbinaten in der durch das Zeichen f angedenteten 
Relation ſtehen. Dffenbar leiftet die Umfchließungscurve aller dieſer Kreile 
ver geometrifchen Aufgabe Genüge, welde darin beſteht: eine Curve ver- 
mittelft der durch die gegebene Differenzialgleihung ansge- 
drückten Relation zu beſtimmen. Die Gleihung der Umſchließungscurve 
iſt Deren das finguläre Integral, welches ſich ans der Elimination von y' 
zwiſchen den Gleichungen (d), (d’,) ergibt, ober was wegen ber Gleichung 
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(2) auf daſſelbe Hinausläuft, die Gleichung, welche ans der Elimination von 
a jwilchen der Gleihung (3) und ihrer Ableitung in Beziehung auf a, nämlich: 


— — fa—=0 


Ve-at+y 








hervorgeht. 


$. 492. Da die Coorbinaten &, n des Rrämmungsmittelpunftes einer 
ebenen Curve durch die Formeln: 


. TE 42 1 . 
Eos YUrr —* , 1*54 *7 
— werben ($. 190), fo müſſen, wenn man die Gleichung ver Evolute 
durch: 
Yu N)=0, oder n=F (N 


ausdrüdt, bie Eoorbinaten x,y ihrer Evolventen der Differenzialgleichung der 
zweiten Ordnung: 
‚a s ‘2 
y+\ +7 =, HE 1 (e) 
" J J 

genügen. Um dieſe Gleichung zu integrixen, bifferenzirt man fie zuvdrderſt in 
Beziehung auf die unabhängige Veraͤnderliche x, und man flieht, daß’ die ab- 
geleitete Gleichung die Form: 


1+y 
umge 


x y” 
annehmen Tann, fo daß fie in die beiden anbern: 
(4) 
„Hr U L=0 * 











x 


(tr - 72] =0 (a) 


zerfällt. 
Das Integral der erften if: 
‘2 
‚+2 =, 6) 


wo b eine willfürlihe Conſtante bezeichnet, und folglich bat 'man nach ber 
Steigung (a) auf: 





„ Urn), Ce) 
y“ 
wofern bie neue Eonflante a mit b durch die Relation: 
b=fa | (d) 


verbunden ift. 
Die Gleichungen (b) und (e) geben: 
x— a--(y— by =0, 
woraus ſich durch eine neue integration ergibt: 
x«— 2? +y—b) er. (e) 
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Diefe letzte Gleichung, welche zwei willfürlihe Conſtanten a, c umb eine britte 

mit a durch die Gleichung (d) verbuntene Conftante b enthält, iſt folglich das 

vollftändige Integral der Gleichung (a). Diejes vollftändige Integral bradt 

offenbar irgend einen der Ö6culationskreife einer beliebigen der Evolventen 

een Curve (f), oder vielmehr das Syflem aller diefer Osculations⸗ 
eife auß. 


42 

Eliminirt man nun die Größe 1 7 zwiſchen den Gleichungen (a) und 
(a,), was als möglich angenommen wirb, wenn bie Function f gegeben if; 
fo erhält man eine Gleichung mit x,y,y’, welche ein erfles finguläres Integral 
der Gleihung (a) if, Durch eine neue Integration wird eine willkürliche 
Eonftante h eingeführt, und man hat die Gleichung der Evolventen der ge- 
gebenen Eurven zwiſchen x,y,h, welche in der That nur eine einzige willfür- 
liche Conftante enthalten muß, weil der Verlauf jeder Evolvente beftimmt iſt, 
wenn man die Länge ihres Krümmungshalhmeflers für einen, einem gegebenen 
Punkte der Evolute entiprechenden Punkt verfelben willlürlih angenommen hat. 
Jede Evolvente ift die Berührungslinie einer Reihe in der Ausbehnung bed 
allgemeinen Integrales (e) enthaltener Kreiſe, und fie geht fogar mit jedem 
diefer Rreife eine Berührung ber zweiten Orbnung ein. 

Die Ableitung der Gleichung der Evolvente läuft vermittelft der Formeln: 


de=V df? + dy? 
E— + m — nd7= ode 
(ẽ — din m —„d=0, 
worin o den Krümmungshalbmefler der Evolvente bezeichnet, und wovon bie 
beiden erften im $. 191 abgeleitet find, während fich die britte offenbar bar- 
aus ergibt, daß der Krümmungshalbmefler der Evolvente Tangente der Evolute 
ift, auf eine einfache Duadratur hinaus. Aus dieſen Gleichungen folgt: 


e=h+/V Ir rd a 





Eng EArsV IHR ae 
ee vita 
VNMN — ag 5 
Dre ers rn as 
. VI+rg 


Wenn die Function f particnlarifirt und die. in dem Ausdrucke von 9 ange- 
deutete Duabratur verrichtet iſt, fo braucht man nur & zwifchen dieſen beiden 
legten Gleichungen zu eliminiren, um die Gleichung der Evolventen mit x,y.h 
zu erhalten. Mit andern Worten, bie Beſtimmung der Gleichung der Evol⸗ 
venten ift einzig und allein von ber Rectification der Evolute abhängig, wie 
biefes nach der charafteriftifchen Eigenſchaft der Evoluten der Fall fein muß. 


$. 493, Aus $. 284 folgt, daß das Syſtem der Projectionen ber Krüm- 
mungslinien einer frummen Fläche auf eine der Coorbinatenebenen durch die 
Jutegration einer allen dieſen Projectionen gemeinfhaftlihen Differenzial- 
gleichung (Ci) erhalten wird. Nimmt man 3. B. das Ellipfoiv mit drei un 
gleichen Aren: 
x? , y2? æ2 _ 
atgrgmt 
fo iſt die Differenzialgleihung ver Projectionen der Krümmungslinien auf die 
Ebene der xy: 
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Asyy'? 4 (x? — Ay? — By’ — ıy 0, (e) 
wo ber Kürze wegen: 
a?(b? =e®)_ A, a?(a? — b2) _ B 
b2(a? — c2) a2 — ce} 
gefegt ıft. Differenzist man bie Gleichung (eo), fo erhält man nad verric- 
teter Reduction: 
(2Axyy! + x? — Ay? — B)y" + (Ay? ) —yY)=0, 
‚und wenn man für das Polynom x? — Ay? — B feinen aus der Gleichung 
(e) gezogenen Werth fest, fo nimmt die vorhergehende Gleichung die Form an: 


Ay’? +1 
(—) yy’ + yay'— y)]=0, 
woraus ſich die beiden Auflöfungen : 


sy’ ryay-y=0 (e,) 
ati = (0 (e,) 
y 


ergeben. 
Beichäftigen wir und zunächft mit der erſten, welche gibt: 


y sv—y_ 
Fat u er So, 


und wenn man zweimal hinter einander integrirt: 


Y.yza | (9 
y?=oxı 48, ' (5) 


Man hätte ſich der zweiten Integration überheben, und nach ber in andern 
Fällen befolgten Methode y’ zwifchen den Gleichungen (e) und (4) eliminixen 
fönnen. Durch diefe Rechnung erhält man: 


Ar2a? — (x? — Ay —B)a — y?=0, (6) 
und wenn man das Nefultat mit ver Gleichung (5) vergleicht, fo ergibt ſich: 
— Ba __ a2h?2 (a2 — h2)c 
P= Acı —- I a?(b? — c?)a + b2(a? — c2)' m 


alfein man kann die Eonflante 4 der Kürze wegen binweglaffen. 
Es fei (xy, Yor2,) ein Punkt des Ellipfoives, durch welchen eine beftimmte 
Krümmungslinie gehen muß, fo gibt die Gleichung (6): 


'x3 _ Avi _ Bi) ıL AAr2y2 
æ U __ 21 0m — — — 2. (8) 


Wir wollen nun annehmen, daß: 

s>b>c 
ift, fo daß die Eonftanten A, B pofitio werden, fo find bie beiden durch bie 
Gleichung (8) gegebenen Werthe von a reell und von entgegengefeßtem Zeichen; 
dem pofitiven Werthe von a entfpricht vermöge der Gleichung (7) ein negativer 


Werth von 8, und dem negativen Werthe van a entipricht ein pofitiver Werth 
von B, denn es ift: 
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2x!(Aa+1)=x2+Ay} +B— V'xi — Ays — Bj? + AAuiy3 
=13 453 +B—V@ Ay +B% dr, (9) 

fo daß der in dem Ausorude von 2 vorkommende Nenner Aa + 1 für die 
negativen Werthe von « pofitio bleibt. Hieraus folgt, daß die Projectionen 
der beiden Krümmungslinien, welche fih auf dem Eflipfoide im Punkte x,, Yor 2, 
zehtwinklig durchſchneiden, auf der Ebene der xy eine auf denſelben Mittel- 
punkt und auf diefelben Aren bezogene Ellipſe und Hyperbel find, indem die 
Duerasen der Hyperbel mit der Are der x zufammenfält. Wenn man ver- 


möge biefer Bemerkung e= — 82,8 =+n? fest, fo find die Größen &, 7 


immer veell, bie boppelte Reihe der Projectionen der Strümmungslinien fällt 
mit der doppelten Reihe der durch die Bleihung 


gegebenen Eflipfen und Hyperbeln zufammen, und die Linien &, 7, ober bie 
Halbaren dieſer Eurven find durch die Gleichung (T) mit einander verbunden, 
welche fih in: 

_ bh? — c? 24 

ap ° b2(a? — ba) 7 — 


verwandelt, und welche man vermittelſt einer Hyperbel oder Ellipſe con⸗ 


ſtruiren kann. 
$. 494. Betrachten wir zuerſt die Hülfshyperbel: 
" a3 — 42 —E b2 — c2 . 21 
a?(a2— b2) b2(a? —b2) 7 *1 


deren Conſtruction die Reihe der Krümmungslinien, deren elliptiſche Projectio⸗ 
nen in der Gleichung: 
x2 y⸗ 


enthalten find, beſtimmt. Die Groͤße 52 kann von dem Werthe: 
a?(a2 —b2) 
— — (2) 


bi8 ins Unendliche wachſen, und die correfpondirenden Werte von 72 find 
reſp. 0, oo. Nach der Borausfegung über die Größenfolge der Linie a, b, c 
ft immer m? < 52 und die große Are aller elliptifchen Projectionen Tiegt in 
der Are der x (Fig. 97). Die Ellipfe verwandelt ſich in eine gerade Linie 
und fällt mit dieſer Are der x genau zufammen, wenn man n2 —O fehl. 
Sie fällt mit dem Durchſchnitte des Ellipfoides vermittelft der Ebene ber xy 
zufammen, wenn man 7? —=b2, folglih 52 —a2 fegt. Für größere Werthe 
son m? find die durch die Gleihung (1,) gegebenen Ellipſen zwar immer 
reell; aber gehören nicht zu den Krümmungslinien des Eflipfoives. 
Detrachten wir nur die Hülfsellipfe: 
a3 — c? =. b2 — 0? 


Be) Fam? 


deren Eonftruction die Reihe der Rrümmungslinien mit hyperboliſchen Pro- 
jectionen: 


A - 
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zo y®_ 
& — PL —1 (f,) 
beftimmt. Die Größe £? Tann von Null bis zu dem Werthe CE) wachfen, 
während n2 von dem Werthe: 
b2(a?2 —b2) 
b2 _—_.c2 

bis zu Null abnimmt. Die Hyperbel (f,) fällt an der erflen Grenze mit der 
Are der y und an ber zweiten mit der Are der x zuſammen. 

Aus diefer doppelten Eonftruction folgt, daß alle efliptifchen und hyper⸗ 
bolifchen Projectionslinien ihre Concavitaͤt gegen die beiden auf der Are ber 
x liegenden Punkte zu kohren, deren Abscifien: 


mt SE (h) 


find, und welde die Pirojectionen der vier Stabelpunkte des Ellipſoides 
($. 283) auf die Ebene der xy find. 

Wir hätten num noch die durch die Gleichnng (e,) gegebenen Aufföfungen 
zu unterfucdhen; aber da der Coefficient A pofitiv und nach der Vorausſetzung 
der Zactor Ay? +-1=0ift, fo würde feine reelle Auflöfung ftattfinden Fon- 


nen, und die Verbindung der Gleichung I — 0 mit (e) würbe die fchon er- 
haltene Auflöfung x = 0 wieder geben. 


$. 495. Wenn man a <b<c gefebt hätte, fo wären bie Eoefficien- 
ten A, B immer pofitio geblieben, und es wäre an der vorhergehenden Unter⸗ 
fuhung weiter nichts geändert, als daß man die nach der Are der y gerich- 
teten großen Axen der elliptifchen Projectionen gefunden hätte. 

Es kommt alfo nur noch darauf an, die Projectionen der Krämmunge- 
Iinien auf der Ebene zu conftruiren, welche die größte und Fleinfle Are des 
Ellipſoides enthält, und in der Vorausſetzung: 

a>c>b 
die Ebene der xy wird. Der Coefficient B bleibt pofitio; aber da der Eoef- 
fiient A negativ wird, fo folgt ans der Gleichung (8), daß die beiden Werthe 
der Eonflante a immer daſſelbe Zeichen Haben. Wir behaupten ferner, daß 
fie beive negativ find, fo daß bie Ungleichheit: 
x? — Ay? — B<0 
flattfindet, oder, wenn man bie Werthe von A, B fubflituirt: 
x? a? _ er y3 c2 — b2 
a san team <t 
—* der Punkt (x,,yo,2,) der Oberflaͤche des Ellipſoides angehört, 
o folgt: 
x? 2 
— 
(wo das Zeichen << den Fall der Gleichheit nicht ausſchließt) und wenn dieſe 
Ungleichheit erfüllt wird, fo wird es bie vorhergehende um fo mehr, denn bie 
Berhältniffe: 
a3 — co? ce’ — b2 
a — b2 4 a? — b2 
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find nah der Borausfegung in Beziehung auf bie Größenfolge der Linien 
s, b, c fleiner, als die Einheit. Werner iſt vermöge der Gleihung CT) und 
der Zeichen von A, B, a die Conflante 8 immer pofitiv. Man kann alfo 


P__E, By ſehen, fo daß bie doppelte Reife der Krümmungslinien 
[04 


mit der Reihe von Ellipſen zuſammenfällt, welhe man erhält, wenn man in 
der Gleichung: 


x? y? — 
& 4 7 *1 (f,) 
die Parameter 5,7, welde ſelbſt die Coordinaten einer Hülfsellipfe: 
"+ pi (10) 
aaa ZB)” T baaa— be)? — 


find, variiren läßt. 
Der Parameter 52 varirt zwiſchen den Grenzen: 





während 772 zwiſchen den Grenzen: 
b2(a2 — b2) 0 
c2 —_b2 


varüirt. Wenn man &2 0 ſetzt, To fällt die Ellipſe Cf,) mit ber Are ber 
y zufammen, und iſt in dem Sinne ver y laͤnglich, fo lange 5? < —- if. 


Sie wird ein_ Kreis, wenn 8? diefen Werth erreicht, wird dann für größere 
Werthe von 5? in dem Sinne der x länglih, fällt mit dem Durchſchnitte bed 
Ellipſoides mit der Ebene xy zufammen, wenn 5? S ⸗2 ift, wird immer 
längliher und fällt zufegt mit der Are der x zufammen, wenn &2 feine obere 
Grenze erreicht, oder wenn 7? verfchwindet (Fig. 98). 
Es bleibt nun noch die durch die Gleichung: 

Ay? +1=0 
gegebene finguläre Auflöfung, welche wegen bes negativen Zeichens von A 
reell ift, zu betrachten übrig. Wirb der daraus abgeleitete Werth von y' u 
die Gleichung (e) fubftituirt, fo erhält man: 


b2(a2 — c?)x? + 2ab Y (a? — c?) (ce? — b2) xy + a2(c?2 — b2)y? 
= aTb2(a? — BP), 
und dieſe letzte Gleichung zerfällt in die beiden folgenden: 
bY a _or x+ aV ca _p .yz abV 22 — b2 
bVT —c?2-x+ aV co — b2 yz-aY'a —b2, 


welche vier durch die Scheitel der Hülfsellipfe (10) gehende gerade Linien 
ausdrüden. Nach der Theorie der fingulären Integrale müffen diefe vier 
geraden Linien alle dur die Gleichung (f,) gegebene Ellipſen berühren, wir 
man fih überzeugen kann, goenn man bie Öfeichung (10) berüdfichtigt, welche 
nur einen der Parameter &, 7 willkürlich laͤßt. 

Da der Durchſchnitt des Ellipfoides mit der Ebene ber xy eine ber 
Krümmungslinien ift, fo berührt ex die eben beftimmten vier geraden Linien 


| 
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in vier Punkten 0,0’, 0”, 0, welde genau die Stabelpunkte der krummen 
Fläche find. Denn für die Absciffen diefer Punkte findet man: 


x=+ * ae , 
— a? — b2 
und in dieſer Formel bezeichnet b die kleinſte, und c die mittlere Are bes 
Ellipſoides, fo daß fie mit der Formel Ch) übereinftimmte, wenn man durch 
b die mittlere und dur c bie Feinfte Are bezeichnete, welche Bedeutung diefe 


Buchſtaben in der Gleichung Ch) in ber That haben. 
Die Auflöfung = = 0 würbe nur die particulären Auflöfungen x = 0, 


y=0 wieder geben. 

Die elegante Eonftruction der Rrümmungslinien des Ellipſoides rührt von 
Monge ber, und Leroy Hat eine Verbefferung daran angebracht, indem er 
den en Aay'2 +1 in Rechnung bringt, um bie finguläre Auflöfung direct 
zu erhalten. 


$. 496. Im g. 277 fagten wir, daß man es als für fih Far annehmen 
fönne, baß die Rugelfläche die einzige krumme Fläche iſt, für deren ſämmiliche 
Punkte die beiden Rrümmungshalbmeffer einander gleich und nach vemfelben 
Sinne gerichtet find. Um aber über diefen wichtigen Theil der Theorie ber 
krummen Flächen nichts Wefentlihes zu wünfchen übrig zu laſſen, wollen wir 
den Beweis des eben erwähnten Satzes hier mittheilen. 

Die beiden partiellen Differenzialgleichungen, welche für alle Punkte ver 
in Rebe ſtehenden frummen Fläche erfüllt werden müflen, find ($. 282): 


(1 42) - pat »O, (I+P) —per=0, 
welche auch auf folgende Form gebracht werben künnen 


al___P__ d (-—! __ ) 
_WA+R+/ _ Vire+g/ _, 
dy — dx nn 


Dei der Integration muß man ftatt der willfürlihen Eonftanten eine will 
fürlihe Funchon der andern unabhängigen Beränderlichen, in Beziehung auf 
welche nicht integrixt wird, feßen, und auf diefe Weiſe erhält man: 

p=9xr-/1+p+qQ, gety- /Yi+P+gQ, 
woraus folgt: 
px ıdy 


P— —— m 19 mm 
v1 (9? —(dy° VI (ge? —(dy) 
Qx + dx vy 0 dy 


d= — ⸗ — — + 

. VITO —(py)® 
Aber die Gleichung jeder Irummen Fläche muß der Bebingung der Integra- 
bilität: | 

. dp __.dq ni 
y folglich: px yiy 

genügen, und dieſe Ießte Gleichung muß identiſch fein, d. h. für alle Werthe 
son x und y ftattfinden. Man muß folglich haben: 





— — 
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yı= - , WYI= 2 ' 
wo 1 eine willkürliche Eonflante bezeichnet. Hieraus ergibt fih durch Jute 
gration: | 





no ei tg—ha 
YR-@-a)2—(y—j 
und wenn man nochmals integrirt, fo erhält man: 
= /B-@-_G—R, 


die Gleichung einer Kugel, deren Halbmefler und Mittelpunltscoorbinaten will 
Fürlich find. 


$. 497. Aus $. 126 wiffen wir, daß die Projectionen der Rivean- 
linien und der Linien bes ſtärkſten Falles oder des flärffien Ab- 
hanges einer krummen Fläche auf die Ebene der xy durch die partiellen Dif- 
ferenzialgleichungen: 
p+qay=0, pP —g=0 
ausgebrüdt werben. Wenn nun eine Familie krummer Oberflächen durch eine 


partielle Differenzialgleihung von der Form fl x,y, ) = 0 darakterifixt wird, 


fo it f(x,y,y))=0 die Differenzialgleihung der Linien des flärfften Falles 
für alle Flächen dieſer Kamilie. 

Da 3. B. die NRotationsoberflähen um die Are der = durdh die partielle 
Differenzialgleihung py = qx harafterifirt werben ($. 254), fo iſt zy’ =y, 
folglich y=cx, wo c eine willfürliche Eonftante bezeichnet, die Gleichung ber 
Linien bes flärfftien Falles, und in der That fallen dieſe Linien mit den Me 
ridiancurven der Oberflähe zufammen, welche fi nad geraden durch ven 
Anfangspuuft gehenden Linien auf die Ebene der xy projiciren. 

benfo iſt für die geraden conoibifchen Flächen (6. 253), deren partielle 
Differenzialgleihung px = — qy iſt, die Differenzialgleihung der Projectionen 
ber Linien des flärffien Falles vv’ = — x, folglich x? + y?=c2, d. h. bie 
Linien des flärffien Falles ver "Fräsen diefer Famitie projiciren fich auf bie 
Ebene der xy nad Kreifen, deren Mittelpunkt der Anfangspunft der Coordi⸗ 
naten tft, wie ſich daraus ergibt, daß alle Niveaulinien durch die Are der z 
gehende gerade Linien find. 


$. 498. Die Niveaulinien des Ellipſoides: 


x? y? 22 — 

745 5 © 

projiciren ſich auf die Ebene der xy nach concentrifhen und ähafı ipſen, 
welche durch die Gleichung: vu ij halichen Cui 
x? , 72 

212 (1) 


a Tin 
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ansgebrüdt werden, indem fi der Parameter zwiſchen Null und der Einheit 
ändern Tann. Die Differenzialgleihung der Projectionen ber Linien des flärl- 
fen Falles nimmt die Form: 

aidx _ b?dy 


x y " 
an, woraus folgt, wenn y eine willfürlihe Conſtante bezeichnet: 
”—zn", (k) 
Wenn die Aren a, b commenfurabel find, fo werben die Linien bes flärf- 
ſten Falles algebraiihe Curven, und im entgegengefehten Falle find es trans» 
cendente Curven. 
Es fei (x, Yor2,) ein Punkt des Ellipſoides, durch welchen man eine 
Linie des ſtaͤrkſten Falles Legen will, fo verwandelt ſich die Gleichung (k) in: 


= 


und was für rationale ober irrationale Werthe man auch ben Erponenten a?, b? 
beilegen mag, fo ift die Eurve doch für alle Wertbe von x,y fletig, welche 
refp. biefelben Zeichen haben, als x,, y,. Mit andern Worten, wenn wir 
ung das Ellipſoid durch die auf einander ſenkrechten Ebenen der x= uno yz in 
vier ſymmetriſche Regionen getheilt denken, fo erfährt die Curve Feine Unter- 
bredung der Stetigkeit, fo lange fie nicht aus der Region heraustritt, welcher 
der Punkt x,,yo,z, angehört. In dem Scheitel des Ellipſoides berührt fie 


bie Ebene der xz, oder bie der yz, je nachdem a2 ẽ b?2 if, und fie ver⸗ 


einigt ſich dafelbf mit allen in einer ver brei übrigen Regionen bes Ellipſoides, 
oder felbft in der Region, worin fi der Punkt (x,,yor2,) bereits befindet, 
beliebig conftruirten Tinten des ſtaͤrkſten Falles, 

In dem befondern Kalle, wo die Zahlen a2, 62 commenfurabel find, kann 
man der Einfachheit wegen für dieſe Zahlen ihnen proportionale ganze Zahlen 
m,n, welche prim unter fih find, feßen, was auf die Multiplication ber 
Gleichungen Ci), (i‘) durch einen conftanten Factor hinausläuft. Alsdann kann 
die algebraifch gewordene Niveaulinie fih nicht im Scheitel des Ellipſoides 
fchliegen, und fie bilvet algebraifch nur eine und dieſelbe Curve mit einer 
andern Linie des flärffien Falles, fo daß bie Proiection der vollfländigen Curve 
auf die Ebene der xy eine der in Fig. 99, 100 und 101 angegebenen Ge⸗ 
falten hat. Wenn man m > n ober a? > b2 annimmt, wodurd die Allge- 
meinheit der Eonftruction nicht beeinträchtigt wird, fo entipricht bie Fig. 99 
dem Falle, wo m umgerabe und m gerade ift, die Fig. 100 dem Falle, wo 
m gerade und n ungerade ift, und die Fig. 101 dem Kalle, worin m md n 
beide ungerade Zahlen find. Nun iſt aber einleuchtend, daß die Commenſu⸗ 
rabilität der Zahlen a2, b? oder m, u und die arithmetifche Eigenſchaft, daß 
fie gerade oder ungerade Zahlen find, nichts an den geometriihen Bedingun⸗ 
gen der Aufgabe verändern, welde darin befteht, auf einem Ellipſoide Linien 
des flärfften Falles, oder.auf einer Ebene Curven zu befchreiben, welche auf 
einer Reihe concentrifcher und ähnlicher Eilipfen fenfredht find. Es würde für 
die plößliche Veränderung der Form der Linien des ſtaͤrkſten Falles, oder ihrer 
Brojectionen Fein geometrifcher Grund vorhanden fein, wenn fie 5. B. im 
Scheitel des Ellipfordes oder im Anfangspunkte der Coorbinaten eine Inflexion 
flatt einer Rückkehr erfüßren, und zwar vermöge einer beliebig Heinen Ber- 


änderung bes Verhäftniffes =, weiches das Verhaͤltniß der Ouadrate zweier 
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Halbaren vts Ellipſoides iſt. Es erheflet alfo, daß der Zufammenhang zwi: 
fhen je zwei von dem Scheitel ausgehenden Krümmungslinien in dem Falle 


der Sommenfnrabilität des Verhältuiſſes — ein vein algebraiiches Factum, eine 


Folgerung aus der Regel der Zeichen ift, wofür fi) aus der Natur der Auf- 
"gabe fein Grand angeben läßt, und welche Teinem geometriſchen Kactum 
entfpricht. 

Diefe Bemerkungen waren nothwendig zur Vervpollſtaͤndigung des bisher 
und namentlich des im Buch A Kapitel 4 über die Natur des Eonnered zwi. 
{hen ver Geometrie und Algebra Gefagten. 


$. 499, Der Fall ver krummen Fläche im Punkte (x, y,z) wird nad 


$. 126 durch die Wurzelgröße: V’p + g:? gemeflen, welche fih für das 
Ellipſoid in: 


verwandelt. Auf derſelben Niveanlinie entfpricht folglich ver größte und Fleinfle 
Fall vem größten und Heinfien Werthe der Function: 


. x? y2 
+ pn’ 


welche ſich vermöge der Gleihhung (i) in: 


m (gun — — — —“ 


verwandelt. Wir wollen, um die Begriffe zn firiren, a > b annehmen, fo 
entipriht das Marimum der Function z— 0 und das Minimum x — a oder 
y=0. Folglich iſt der Durchfchnitt des Effipfoides mit der Ebene, welche 
die verticale Are und vie Fleinfle der beiden horizontalen ren enthält, die 
Linie des ſtärkſten Falles, worauf der Fall für diefelbe Verticalhöhe am graß: 
ten tft, oder in der geometriihen Sprache, diefe Linie entfpricht einem maxi- 
mum maximorum. Dagegen tft der Durchfchmitt des Kilipforves mit ber 
Ebene, welche außer der verticalen Are noch die größte ber horizontalen Aren 
enthält, unter den Linien des färkiten Falles die des geringſten Falles, und 
fie entfpricht einem minimum maximorum. 


$. 500. Die Linien des flärfften Falles find diefenigen, welche ein ber 
Wirkung der Schwere folgender Flüfligfeitsfaden auf der Oberflähe, wozu fie 
ebören, befchreiben würde, und die Geſammtheit der Linien des flärffien 
Falles, welche man fih auf der Erboberfläche gezogen, vorſtellen Tann, be- 
flimmt das orographifche und hydrographiſche Syſtem einer Gegend. Der 
Reifende, welcher in ein Thal Hinabfteigt, geht längs ver Linie des flärkfien 

Salles fort, welche gewöhnlich von einem Waſſerſtrome angegeben wirb, und 
welche man mit dem Worte Thalweg bezeichnet, zu feiner Rechten nnd Linken 
beftiimmen die Regenbäche der Hügel andere Linien des flärfften Falles, deren 
Thalweg in der iveellen Vorausſetzung einer vofffommenen Stetigfeit der For- 
men die Berührungslinie oder Aſymptote wäre. Die Hügel» oder Bergrüden 
fohliegen firh mit der fogenannten Wafferfheide, welche unter benfelben 
Umfländen die Berübrungslinie oder Afymptote der gewöhnlichen Krümmungs- 
Imien fein würde. In Beziehung auf diefe find die Linien ber Wafferfcheiven 
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und bes Thalweges in dem eben erflärten Sinne ebenfalld Linien des ge⸗ 
ringften Falles. Endlich durchſchneiden ſich die Linien ver Waflerfcheide und 
des Thalweges unter rechten Winkeln, indem fie ihre Krümmungen in ben 
Punkten, welde man Engpäffe nennt, und in welden man bie Wege und 
Kanäle die Wafferfcheide durchſchneiden laßt, und welche den relativen Minimis 
der verticalen Drbinate der krummen Oberfläche entiprechen, nach entgegen- 
gefegtem Sinne fehren. 

Diefes ift der geometrifhe Typus, auf welchen man bie Configuration 
der durch allmälige und fletige Wirfungen entftandene Thäler beziehen Tann; 
aber im Allgemeinen find die großen Ungleichheiten der Exrboberflähe durch 
convulſiviſche Wirkungen und Berrüdungen entflanden, deren Spuren nicht 
verwifcht find, ungeachtet des langen Einfluffes atmofphärifcher Agentien, welche 
die Bertiefungen fortwährend auszufüllen, and die Erhabenheiten der Umriffe 
eben zu machen fireben. Aus den Stetigfeitsunterbrechungen ver Werthe der 
Coefficienten p und q folgt, daß die Berührungsebene und die Normale plöß- 
lich von einer Richtung zu einer andern übergeht. Alsdann treten an bie 
Stelle der Tinten der Wafferfcheive und des Thalweges Kanten, welche vie 
Linien des färkfien Falles gewöhnlich unter endlichen Winkeln durchſchneiden. 


$. 501. Die Beftimmung der Projectionen ber Linien des flärkften Falles 
ift als beionverer Fall in einer Aufgabe enthalten, welche unter dem Namen 
des „Problemes der Trajectorien” zu der Zeit, wo bie Bernouilli's 
bie Ideen Leibnitz's zur Ausführung brachten, und die erflen Entwidelungen 
der Integralrechnung zur Folge hatten, berühmt geworben ıfl. 

In rein geometrifhem Sinne verfteht man nämlich unter Trajectorie 
die Curve, welche alle durch die Gleichung: 

F(x,ya)=0 dl) 
andgebrüdten Curven, wenn man ben Parameter a fich fletig ändern laͤßt, 
unter einem conftanten Winkel durchſchneidet. Wenn der Durchſchnittswinkel 
ein rechter ift, fo Fönnen bie beiden Syfleme der ortbogonalen Eurven für bie 
Syſteme der Projectionen der Niveaulinien und der Linien des flärfften Falles 
einer frummen Aläche auf die Ebene der xy genommen werben. 

Es fei im Allgemeinen a die Tangente des Einfallswinkeld der Tra- 
jectorien und &, 7 die zu deu Axen ber x und ber y parallelen veränderlichen 
Eoordinaten einer berfelben, fo bat man für den Durchſchnittspunkt: 

dy__dF dF __ (din ) dr dy 
dry’ Fran ( ta)’ 
folglich: 
dF. dF dı\__dF dn | dF 
Gt * 

Im Durchſchnittspunkte iſt — *, y Sy, fo daß die vorhergehende Glei⸗ 

chung nur die Veraͤnderlichen x, , „ und den Parameter a enthält. Nach⸗ 


dem man biefen Pärameter vermittelfi der Gleichung F(E,n,2)=0 fortge⸗ 
ſchafft hat, iſt die Gleihung (m) die Differenzialgleihung der Zrajectorie. 

Wir wollen annehmen, daß die burchichnittenen Eurven durch die Glei- 
Yung 7" ax” ausgedrüst werben, fo iſt bie Differenzialgleihung der Tra⸗ 


jectorie: 4 
(stm) tet (m’) 
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und da fie homogen tft, fo kann fie nach der Methode im 5. 439 behandelt 
werden. Wenn m—n=1 if, fo if das Syſtem der durchſchnittenen Linien 
ein Syſtem durch den Anfangspunkt gehender gerader Linien, und bie Glei⸗ 
chung (m) verwandelt ſich in: 

a(&dZ + dry) + 7dE — Sin =0, 
woraus folgt, wenn man durch &2 + 72 dividirt, und dann integrirt: 


a log. » Væe⸗ 472 — arc. tang. E ze 


Setzt man: 


C 


F=rc0.9, rein. P, —E b, 
fo nimmt das vorhergehende Integral die Form an: 
® 
| r — be® 
und iſt die Gleihung einer logarithmiſchen Spirale ($. 181), welde in ber 
That die Eigenfchaft hat, daß fie die durch den Pol gezogenen geraden Linien 
unter einem conflanten Winkel durchſchneidet. 

Um die OÖrthogonaltrajectorien zu erhalten, muß man a = oo feßen, 
wodurch fich die Gleichung (m') auf ndd£ I mndn = 0 reducirt, deren Jn- 
tegral u&2 + m? =c eine Reihe concentrifcher und ähnlicher Eflipfen oder 
Hyperbeln angehört, je nachdem die Erponenten m, n gleiche ober entgegen- 
geſetzte Zeichen haben, d. h. je nachdem die burdhichnitienen Curven Ellipſen 
oder Hyperbeln find. 


— — · — — — er 


Schstes Kapitel. 
Neber die Jutegration der gleichzeitigen Differeuzialgleichungen. 





6 502, Betrachten wir, wie im 6. 165, ein Syflem von » Gleichun- 
gen zwilchen der unabhängigen Veränderlichen t und den von + abhängigen » 
eränderlichen x, y, z,... nebft deren Ableitungen x’, y’, zi,...5 7, yH, u! eu Kar 
fo befteht das Problem der Integration der gleichzeitigen Differenzialgleichun- 
gen darin, aus den ſich unter diefer Form darbietenden Gleichungen die Werthe 
von X,y,2,... als Functionen von t abzuleiten, indem man biefen Wert 
durch die Einführung der gehörigen Anzahl willfärliher Eonflanten alle nur 
uläffige Allgemeinheit ertheilt. Um an einer Anwendung die Begriffe zu 
* „wollen wir uns ein in Bewegung befindliches Syſtem materieller Punkte 
denken, welche gegenfeitige Anziehungen oder Abſtoßungen auf einander ame- 
üben, die fich mit ihren gegenfeitigen Entfernungen ändern. Wir wollen bie 
Zeit mit t und die Eoordinaten der beweglichen Punkte mit x, y, =; Kıyp su 
bezeichnen. Die unenblih einen Beränvderungen der Geſchwindigkeiten find 
von den auf die materiellen Punkte wirkenden Kräften, und folglich vom den 
Coordinaten, durch welche ſich ihre gegenfeitigen Entfernungen ausdrücken laſſen, 
abhängig. Die Geſchwindigkeiten ſeibſt werben durch die unenvlich Heinen 
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. Veränderungen der Coordinaten ausgebrüdt, und ohne Hier näher in mecha⸗ 
niſche Erörterungen einzugehen, fieht man doch leicht ein, daß alle diefe ge— 
genfeitigen Abhängigkeiten auf Gleichungen führen müffen, worin zugleich die 
Eoorbinaten der beweglichen Punkte und ihre in Beziehung auf die Zeit ge- 
nommenen Differenzialcoefficienten vorfommen müſſen. Es fommt nun darauf 
an, die Werthe der Coordinaten als Functionen der Zeit daraus abzuleiten 
und dann die Beränderliche £ zu eliminiren, fo daß man Gleichungen zwifchen 
X,jr25 Xırjırz,;2c. erhält; welches‘ die Öleichungen der von den beweg- 
Iihen Punkten im Raume bejchriebenen Curven find. Die ſchönſte Unter- 
fuhung der Naturphilofophie, nämlich die Theorie der Bewegungen der Pla- 
neten, wird auf ein Problem der Integration gleichzeitiger Differenzialgleichun- 
gen zurüdgeführt. 


$. 503. Auf welde Weife man das Syſtem ver Sntegralgleichungen, 
oder dad Syſtem der Gleichungen mit t, x,y,2,2., welche ven gegebenen 
Differenzialgleihungen genügen, auch erhalten mag, fo muß dieſes Syftem, 
um denfelben Grad von Allgemeinheit zu haben, als das gegebene Syftem, 
doch eine beftimmte Anzahl willfürliher Conſtanten enthalten, welche ſich in 
jevem befondern Falle durch ähnliche Betrachtungen, wie die im $. 465, leicht 
beftimmen läßt. 
Wir wollen zwei Differenzialgleichungen : | 
f(t; x, x, .... ey... ) 0 (f) 
f (t; x, x,.... xXGGIV; y, y)=O (f,) 
betrachten und zuerft den Fall unterfuhen, wo m>m,n<n, if. Wenn 
man für einen Werth von t, welchen wir mit t, bezeichnen wollen, die cor⸗ 
‚ teipondirenden Werthe: 

Kur Ds yore yo D, (0) 
willkürlich annimmt, fo ergibt fi aus ver Gleichung (F) der Werth von x, ®), 
aus der Gleichung (f,) der Werth von y,eı), und aus ihren fucceffiven Ab» 
leitungen ergeben ſich die Werthe von: 

x Hl), x,et2, ⁊.; y‚aıtD, yrı 9), ıC. 


Man kann alfo vermittelt der Taylor'ſchen Reihe die Werthe von x,y als 
Junctionen von t beflimmen, welhe nn, willkürliche Conftanten (0) ent- 
halten. Unter weldher Form man alfo vie beiden ntegralgleichungen, durch 
weldhe die Werthe von x,y als Aunctionen von t beitimmt werden, auch er- 
balten hat, fo muß dieſes Eyftem von Integralen do m -+ n, willfürlide 
Conftanten von folher Beichaffenheit enthalten, daß fih das Syſtem ver 
Größen (0) aus den Werthen diefer Eonftanten ableiten läßt, und umgefehrt. 

Die Schlüſſe würden noch dielelben bleiben, wenn zugleich mm, 
u=n, wäre, ober wenn bios eine dieſer Gleichungen ftattfände. Aber wenn 
zugleich m > m,, n>n, wäre, fo ließe fih die Rechnung nicht mehr auf 
diefelbe Weife anftellen, und um die Begriffe zu firiren, wollen wir anneh- 
men, daß 

m+n,>m,-}a,oerm—m >n—n, 

if, fo ergibt fich durch (u —n,)malige Differenziation der Gleichung (f,): 

f! (t; x, x’, u... xGi), x(oı ti); y y', ur. ya), y6 tl) =0 

fu (tzx,x,....xwıt2);y,y/,....y01t2)) — 0 

. (£)) 


v0 01 0 ,» 121 1 910 91 9190 090 + vo vo or yı 0 9 9 01 - 1 v1 0 0 0 + 


Cournot, Theorie der Functionen ıc, 33 
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Bermittelft der mn, anfänglihen Werthe Co) beftimmt man durch die 
Gleichung (OD), (f,) und (ſe,) die Werthe von: 
x”; „em, y,T H), or. y®, 


worauf die fuccefliven Ableitungen der Gleichung (I) und der letzten be 
Gleichungen (1) fucceflive die Werthe von: 
x,etN, x, ("t2), ꝛc.; ver, yet, x. 


beftimmen, und man kann die allgemeinen Werthe von x,y, wie vorhin, durch 
die Taylor’fche Reihe conftruiren.. Es muß alfo das Syftem der vollflän- 
digen Integrale der Gleichungen (NM, (f,) in allen Fällen m + n, willfür- 
liche Eonftanten enthalten, wo m + n, die größte der Zahlen m --n,, 


m, -n iſt. 


$. 504. Aus $. 165 wiſſen wir, daß man aus einem Syſteme von fe 
vielen Differenzialgleichungen, ald man Yunctionen x, y, 2, 2c. der unabhängigen 
Beränderlihen t hat, immer eine Endgleichung ableiten kann, welche nur t,x 
und die Ableitungen von x in —— auf t enthält. Das Problem der 
Sntegration eines Syſtemes gleichzeitiger Differenzialgleichungen fann alfo immer 
auf die Integration von gewöhnlichen Differenzialgleihungen zwifchen zwei 
Beränderlihen zurüdgeführt werden. Gewöhnlich genügt ed, die Enddiffe⸗ 
venzialgleichung zwiſchen € und x zu integriren, indem die übrigen Beränder- 
lichen y,z,2c. durch bloße algebraifche Eliminationen als Functionen von t er- 
halten werden, und in dieſem Falle gibt die Anzahl der willfürlihen Conſtan⸗ 
ten, welche in den vollftändigen Integralen des gegebenen Syſtemes von 


Differenzialgleihungen vorkommen müffen, die Ordnung der Endgleihung mit 


t und x an, Aber es kann auch gefcheben, daß bei der Eliminationsrechnung, 
weldhe auf die Endgleshung führt, y4,y“#,+.. nebft y verfhwinden, fo daß 
folglich die Ordnung diefer Endgleichung erniedrigt wird. Nach der Integra⸗ 
tion diefer Endgleihung hat man zur Beflimmung des Werthed von y als 
Function von t eine Gleichung von der Form: 


6 7 a A 
zu integriren, und die durch dieſe neue Integration eingeführten willkürlichen 
Conftanten machen die Anzahl der Conftanten, welche in den allgemeinen In⸗ 
tegralen des gegebenen Syftemes von Differenzialgleichungen vorkommen müffen, 
volfländig. Eine umftändlichere Unterfuchung der verfchiedenen möglichen Fälle 
würde zu weitläufig und bier von feinem reellen Nutzen fein. 


$. 505. Unter gewiffen Umftänden kann man, ohne daß man bie Cnt- 
gleihung zu bilden braucht, gleichzeitige Differenzialgleichungen in Verbindung 
mit einander integriren. Wenn man 3. B. zwifchen drei Beränderlichen x, y, t 
zwei lineare Differenzialgleichungen ver erften Ordnung hat, fo kann man fie 
immer auf folgende Form bringen: 


“+HPr+@y=V, Y+HPx+Q,rs=V, 


wo P,Q,V,P,,Q@,,\, unctionen der unabhängigen Beränberlihen t be- 
zeichnen. Multipfieirt man bie zweite Gleichung durch einen Factor A, welder 


eine Function derfelben Veränverlihen + ift, und abbirt das Product zu der 
erften Bleihung, fo erhält man: 
x Ay +(P-+-AP,)x+(Q+ Q)y=V+MV,. 
Segt man a=x-+ Ay, wo u eine andere Hülfsveränberliche bezeichnet, fo 
hat man x + Ay =w— yA', und wenn man fubftituirt: 
wW-(P+AP )u—y[HA(P--AP,)— (Q+IQ)I=V+AY. 
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Wenn man die Function 7. fo beftimmt, daß ber Gleichung: 
MHA(PH+AP,)— (Q-+AQ,)=0, (a) 
welhe nur A und # enthält, Genüge gefihieht, fo braucht man dieſen Werth 
von A nur noch in die Gleichung 
+ (P--AP,)a=V-+AV, (b} 
zu fubflituiren, welche alsdann nur noch vie Veränderlihen a und t enthält, 
und in Beziehung auf u linear ift. 

Wenn die Eoefficienten P,@, P,, @,, eonftant find, fo wirb ber Glei⸗ 
Hung (=) genügt, wenn man für A eine ber Wurzeln A,, A, der Gleichung 
bes zweiten Grades: 
A(P-+AP,)— (Q+Q,)=0 (e) 
nimmt. Wenn man biefe beiven Wurzeln fuccefiive für A in die Gleichung 
(b) fubflituirt, mit u,, u, die correſpondirenden Werthe von u, und durch 
C,, ©, willkürliche Conflanten bezeichnet; fo ergibt ſich durch integration 
($. 440): 

orte rec, ray Have thrrt, (6, 


,oxti se Pre, Lralv r,v jr, (6,) 
woraus folgt: 





2 1 
Wem die Wurzeln der Gleichung (a) imaginär find, fo brüdt man die 
Erponentialgrößen, wie gewöhnlih, durch Sinus und Coſinus aus. Wenn 
bie Wurzeln A,, A, einander gleich find, fo werden die Werthe von x,y un- 
endlich, wofern man nit C, — C, ſetzt, wodurch diefe Werthe die Form 9 
befämen; allein die Unbeftimmtheit wird, wie wir es bereits in einem ähn- 
Iihen Falle gethan haben ($. 463), befeitigt, wenn man von ben Zählern 
und Nennern die Ableitungen in Beziehung auf den Parameter A, nimmt, und 
dann in diefen Ableitungen A, —=A, feßt. 


$. 506. Wir wollen nun annehmen, daß man zwifchen x, y,= und ber 
abhängigen Veränderlichen t drei Iineare Differenzialgleihungen ver erften 
Dronung babe, fo kann man fie immer auf folgende Form zurüdführen: 
x Px + dy -+-Rz =V 
v-Px+Q,y+R,:=V, 
!+-P,x+Q,y+R,s=V, 
wo P,Q,R,V;P,,ıc. Functionen von + bezeichnen. Wenn man dieſe Glei- 
ungen zufammenabbirt, nachdem man die zweite durch einen Factor A und 
die dritte durch einen Factor u multiplicirt hat, fo erhält man: 
x Ay +uzs+-(P+AP, +uP,)x+(Q+AQ, + uQ,)y 
+(R + AR, + uR,)==V + AV, + uVz: 
Setzt man hierauf: " 
xAy--usu, folgdlih LI Fu -w — Al — zu, 


fo ergibt fi durch Subfkitution: 
33* 
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find nah ver Borausfegung in Beziehung auf die Grdßenfolge der Linien 
,b, c feiner, als die Einheit. Kerner iſt vermöge der Gleihung (7) und 
der Zeichen von A, B, a die Conſtante 4 immer pofitiv. Man kann alio 
= — &:, B=y? feßen, fo daß die doppelte Reihe der Krümmmngslinien 
mit der Reihe von Ellipfen zufammenfällt, welche man erhält, wenn man ın 
der Gleichung: 


x? y? — 
545 E.) 
die Parameter S, n, welche ſelbſt die Coordinaten einer Hülfsellipſe: 
a2 — e? ce? — b2 
3a) oem’! (10) 


find, variiren läßt. 
Der Parameter 5? varürt zwifchen den Grenzen: 

0 a?(a2 — b2) 
, — 





! 


während 7? zwilchen den Grenzen: 


b2(a2 — b2) 
c2 —b2 0 


variirt. Wenn man 20 fett, fo fallt die Ellipfe (f,) mit der Are der 
y zufammen, und tft in dem Sinne ber y länglih, fo lange 5? << if. 


Sie wird ein Kreis, wenn &? dieſen Werth erreicht, wird dann für größere 
Werthe von 5? in dem Sinne der x länglih, fallt mit dem Durchſchnitte des 
Ellipſoides mit der Ebene xy zufammen, wenn 5? 22 iſt, wirb immer 
fänglicher und fällt zufegt mit der Are der x zufammen, wenn &2 feine obere 
Grenze erreiht, oder wenn 7? verfchwindet (Fig. 98). 
Es bleibt nun noch die durch die Gleichung: 

Ay? +1=0 
gegebene finguläre Auflöfung, welche wegen des negativen Zeichens von A 
reell ift, zu beirachten übrig. Wird der daraus abgeleitete Werth von y’ in 
die Gleichung Ce) fubftituirt, fo erhält man: 


b2(a2 — c?2)x? + 2ab / (a? — c2)(e? —b2) xy + a?(c? — b2)y? 
— a?b2(a? — b?), 
und dieſe legte Gleichung zerfällt in die beiven folgenden: 
Ya _axtıV 2 — bey abV a2 _b: 
bBV a _ce xt aV oc — 624 y=z—aVY 2 _b, 


welde vier durch die Scheitel der Hülfsellipfe (10) gehende gerade Linien 
ausdrücken. Nah der Theorie der fingulären Integrale müffen dieſe vier 
geraden Linien alle durch die Gleichung (f,) gegebene Eilipfen berühren, wie 
man fih überzeugen kann, guenn man bie Gleichung (10) berüdfichtigt, welche 
nur einen der Parameter &, 7 willfürlich Täßt. 

Da der Durchſchnitt des Ellipfoives mit ber Ebene der xy eine der 
Krümmungslinien ift, fo berührt er die eben beftimmten vier geraden Linien 
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Differenzialgleihungen mit conftanten Eoefficienten und mit zwei Veränderlichen 
mehr analog. ifl. 
Es fer zuvoͤrderſt: 
xx+Px +Qy +Rı +.....+0u 0 
‘+Px+Qy+Rezt.....+U,un=0 
"+ Px+Qy+R,.r+.....+0.=0 (g) 


w“+ P,Mx+ Q.-ı 7 + R,-.2+ ...+ U. u=0 
ein Syſtem von n Differenzialgleihungen ohne letzte Glieder, und mit 
numerischen Coefficienten zwiſchen den m Veränderlichen x, y,z,...u als Func- 
tion von t und ihren Ableitungen der erflen Ordnung; fo fieht man leicht ein, 
daß es möglich if, denfelben durch ein Syſtem von particulären Werthen: 
x= let, sl, æ2 ule®, ..„.„.umrle, 
wo C eine willfürlihe Conftante, und A, 1...» Zahlen bezeichnen, welche 
durch das Syſtem der n algebraifchen Gleichungen: 
P +7.Q + uR 4 ..... + U = m 
P, 43Q, +ı«R, + .. TU, An 
P,+4Q, +uR, +.....+ U, =um 
P, 1 +10 +uR.it..... +v 11 — vm 
gegeben werben, Genüge zu leiſten. in die erfte dieſer Gleichungen Fan. 
man bie durch die übrigen — 1 Gleichungen gegebenen Werthe },u,...", 
als Functionen von in Hıhflituiren und nach der Bezout'ſchen Negel werben 
diefe Werthe durch Brüche ausgedrückt, in deren Zähler m auf der (n — Jin, 
und in deren Nenner ın auf der (an — 1)!" Potenz vorfommt, und folglich iſt 
die Endgleihung mit m von n“ Grabe. Da ihre Wurzeln durch ım,,m,,...ım, 
bezeichnet find, und die correipondirenden Werthe von A, s,...v, dieſelben 
Indices tragen, fo erhält man für die vollſtaͤndigen Integrale des Syſtemes 
der Differenzialgleihungen (x) folgende: 
x Ce! +0,28: 4...+0e!, 
IC, er + CC," {- .... Ce, 
zu, Ce ”t+ C tt ct niet, (g,) 
ur Cent + v„C,erast +... +.,0e:. 
Wir wollen nun annchmen, daß in den zweiten Theilen der Gleichungen 
(2) Zunctionen V,V,V,,... Vo-ı von t vorfommen, fo find die Gleichun— 
gen (g,) noch die allgemeinen \integrale des Syſtemes Ga), wofern die Eoef- 
ficienten C,, Cz, .. . C. nicht mehr conflante Zahlen, fondern Functionen von 
t bezeichnen, welche ven Gleichungen: 
Get 0,0 +,.....+-0,enm —=V 
I),C et I, Chem... +ltet!=V, 
u,C ot -u,C, on" + sm... 4 MC, e-a — V, 


C, - IS C, ..... P CSSCGA V- 
Genüge leiſten. Aus dieſen Gleichungen leitet man durch eine gewöhnliche 
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Elimination die Werthe der Ableitungen C!,,C’,,...C, ab, und. durch 
Duadraturen die Werthe der Zunctionen C,,C,, ... C,, welde man alsdann 
in bie Gleichungen (g,) fubitituiren muß. 


$. 508, Schon früher haben wir gefehen, daß man eine Beränberliche 
aus einem Syfteme gleichzeitiger Differenzialgleichungen eliminiren Tann, wenn 
man für dieſe Gleichungen eine geringere Anzahl von Differenzialgleichungen, 
aber von einer höhern Ordnung jubftituirt ($. 165). Umgefehrt, kam man 
die Orbnung einer oder mehrerer gegebener Differenzialgleihungen ernievrigen, 
wenn man fich eine größere Anzahl gleichzeitiger Differenzialgleihungen zur 
ntegration vorlegt. So fann z. B. die Integration der beiden Iinenren Dif- 
erenzialgleichungen der zweiten Ordnung: 
x"4Px! +Qy +-Rx 4-Sy —=V 
y"+P,x+Qy+Rx+8Sy=V, 
urüdgeführt werben auf die gleichzeitige integration der vier Iinearen Dif- 
Gerenzialgleigungen ber erften Orbnung zwifchen den Veränderlihen x, y, &, x,t: 
x —-E=0 
y—y=0 
&+-PE+Qy +Rx + =V 
y—+ PE +Q,n x+R,x+38,,=V,. 
Die vorhergehenden Rechnungen Iaffen ſich auf die gleichyeitige Integration 
der linearen Differenzialgleichungen von beliebigen Ordnungen anwenden. 


$. 509. Wir wollen dur: 
Fly x, y, 2,.....3 X, ) 0 
f (t; x, y, ,.....3 X, ya...) 0 () 
(5X, y, 2,.....; X, y, 2,..... =(0 h 
ein Syſtem von n gleichzeitigen Differenzialgleichungen der erſten Orbnung, 
und durch: 
Fix, y, 2,. .. .3 4, 2,. ... 1) = 0 
Fly. are.) 0 (F) 
F.-1(t; X, y, Zı oo. 3 a, ar ...+ &—1) = 0 
das Spftem ihrer vollftändigen Integrale bezeichnen, worin die durch die In⸗ 
tegration eingeführten Conftanten a, a,,. .. a, auf eine beliebige Weiſe mit 
einander verbunden find. Allgemein, durch eine ſchicklich geleitete Elimination 
kann man dieſes Syflem von Gleichungen in ein anderes: 
F(t; x, y, 3,... .,) = 0 
F, (t; x, Jν ·a) —0 (N 
ict; X, Ir 2 .0..5 0-1) 0 
dem vorhergehenden gleichbeveutendes transformiren, welches, wie jenes, die 
Eigenfhaft Hat, dem Syſteme (f) mit aller erforberlihen Allgemeinheit Ge: 
nüge zu leiften. Wenn man nun a, a,,.. . a.-ı als Functionen von tx, x, 2... 
durch die Gleichungen: 
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uf _ af, _ di _ 
= a ee, = ) 


beſtimmt, und die auf diefe Weiſe gefundenen Werthe in die Öleihungen (/) 
ſubſtitnirt; fo bildet man die andern Gleichungen: 


els,yz. .. .)=P0, 

Plz Ye...) 0, (p) 

Ka-ılt) X Ye... )=0U 
welche zufammengenommen dem Eyfteme (F) genügen; aber nach Art ver fin- 
gulären Integrale, wofern fih die aus den Gleichungen CF”) abgeleiteten 
MWerthe von a, a, 7... nicht zufällig auf Eonftanten over auf Kunctionen 
von ty, X, y, æ,...., welche vermöge der Gleichungen (y) ſelbſt conftante 
Werthe annehmen, reburiren. 

Statt zugleih Tas ganze Syſtem (f) oder das ganze Syſtem (y) zu 
nehmen, könnte man auch fatt gewifler der Gleichungen (f) die ihnen in dem 
Syfteme (y) entfprechenden Gleichungen, d. h. (p) ftatt (A), u. ſ. f. neh— 
men, fo daß auf viele Weife gemitihte Syſteme gebildet würden, welche 
ebenfalls auf ihre Weiſe dem Syſteme der gegebenen Differenzialgleichungen 
genügten. 

Dieſe Analyſe ließe ſich leicht, wenn es nöthig wäre, auf die gleichzeiti- 
gen Differenzialgleichungen erſtrecken. 

6 510. Um ein Beifpiel der gleichzeitigen Integration für den Fall zu 
geben, wo die gegebenen Differenzialgleichungen feine linearen find, und um 
zugleich zu zeigen, welde Anwendung man von ber Theorie ter fingulären 
Integrale anf die Differenzialgleihungen machen kann, worin alle Beränder- 
lichen vorkommen, wollen wir die beiden folgenden Differenzialgleichungen ver 
eriten Ordnung mit drei veränderlihen Größen nehmen: 


(xy + yx2 — Sy’ = 0 (1) 
xy —t(xsy’— xy)=U(. (2) 
Differenzirt man diefelben, fo erhält man: 
(Hy + yIx) (xy + 2 A— taz 4 teiyt),- 
Axiy — t (xy! — x'y)=0,. 1 
Wenn man and der zweiten dieſer abgeleiteten Gleichungen den Werth 
von x'y zieht, und venfelben in den zweiten Theil der erſten fubftituirt, fo 
wird diefe auf folgende Form gebradt: 


y + 2ry/ Hayı)(Ay + 2)=0, (3) 

welche in die beiden folgenden Gleichungen: 
xy + 2xiy I xy =0 (4) 
Xy+yxr— 10 (5) 


zerfällt. 
Die Gleichung (4) ift gleichbedeutend mit: 


— ) =0, woraus folgt: sy —at+ b, (6) 


indem a, b zwei willfürlihe Conftgnten bezeichnen, 
Diefe beiden Conftanten fin: nicht von einander unabhängig; denn Die 
beiven Gleichungen (1), (2) müffen übereinflimmen, wenn man y, y’ vermit- 
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telſt ver Gleichung (6) fortichafft, und es ergibt fi, daß man, um dieſe 
beiven Gleichungen iventifh zu mahen b = — 7— ſetzen muß, wodurch ſich 


das Integral (6) in: 
xvy at — 7 (7) 


verwandelt. Jede der Gleichungen (1) und (2) gibt alsbann: 
| adt _ dx 
82 — 24 x 
woraus folgt, wenn man integrirt und durch c eine willkürliche Conflante be- 
zeichnet: 
xt —e(dä—a), (8) 
Das Syſtem der Gleichungen (7) und (8) gibt alfo die vollſtändigen Inte⸗ 
grale der beiden gegebenen Differenzialgleichungen (1) und (2). 
Für die Gleichung (8) kann man eine andere einfachere fubftituiren, denn 
es folgt daraus: , 


mic N_u.l, 
x x 
während die Gleichung (7) 
_, t a? 1 
Jam; T' 


gibt. Wenn man alfo dur a, eine neue willfürlihe Conftante von folder 
Beſchaffenheit bezeichnet, daß aa, — Ac ift, fo kann die Gleichung (8) durd: 

xt —.a,y (9) 
erfegt werben. Wenn man nun den zweiten Factor ber Gleichung (3) an- 
wendet, und x’, y’ zwifchen ber Gleichung (5) und den beiben gegebenen 
Gleichungen eliminixt, fo erhält man: 

xy=t, (10) 
ein finguläres Integral, weil es Feine willfürlihe Conſtante enthält und durch 
eine gehörige Beſtimmung der Conftante a nicht auf das Integral (7) zurüd- 
geführt werden kann. Uebrigens gibt die Ableitung det Integrales (7) in 
Beziehung auf a, a=2t, und wenn man biefen Werth in die Gleichung (7) 
fest; fo fommt man wieder auf das finguläre Integral (10), übereinflimmend 
mit der im vorhergehenden $ auseinander geſetzten Theorie. 

Bermöge der aus der Gleichung (10) abgeleiteten Werte von y, y‘ ver- 
wandelt fi jede der gegebenen Differenzialgleihungen in x — 2x’t—=(, 
woraus folgt, wenn man integrirt, und durch « eine willfürliche Conſtante 
bezeichnet: 

x? —.at, (11) 

Uebrigens iſt Leicht einzufehen, daß das Syſtem ber Gleichungen (10) 
und FL mit dem der Gleichungen (9) und (10) iventifh wird, wenn man 
a a, etzt. 


$. 511. Wenn man die linearen Differenzialgleichungen, worin bie Func⸗ 
tionen der unabhängigen Beränderlihen und ihre Ableitungen durch conftante 
Zahlen multipkieirt find, ausnimmt, fo Taffen ſich die gleichzeitigen Differen- 
ztalgleichungen jelten anders, als durch Annäherung integriren. In gewiſſen 
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Fallen, und namentlich bei den Aufgaben über die Bewegungen der Dimmels- 
fürper, bat man der Aprorimationsrechnung eine fo merfwürbige Form gege- 
ben, daß wir biefelbe hier kurz andeuten müflen. 
Um die Begriffe zu firiren, feien: 

Flizx, xt, x,....3 y, y“, y,... ) O0 

f (t; x, x, XV, ... .,yı y Y'ıı.. )= 0, 
zwei Gleichungen zwifchen ver Zeit und den Eoorbinaten x, y, eines in einer 
Ebene beweglichen Punktes, Ferner wollen wir annehmen, daf 


f=f+eg, f,=f, + ey, (h) 
it, wo , fi, Y, andere Functionen derfelben Veränderlihen und ihrer Abs 
leitungen und e eine ſehr Feine Zahl bezeichnen, fo daß fih die Gleichungen 
der Aufgabe, wenn man dieſen Kactor e==0 fette, auf: 


f=0, f,=0 (h,) 
rebucirten. Endlich wollen wir annehmen, daß fih das Syſtem dieſer beiden 
Gleichungen integriren lafje, und daß 


Fix, y;3,b,co..)=0, F(t;x,yja,b,e,..)=0 (i) 
die allgemeinen Integrale find, wo a, b, e, ꝛe. die durch die Integration ein- 
geführten willfürlichen Conſtanten bezeichnen. Wenn man t zwilchen dieſen 
beiden Gleichungen eliminirt, fo erhält man: 

For , J5 ar br re...) 0 (j) 
für die Gleihung der Curve, welche ver bewegliche Punkt in dem Falle, wo 
man’den Factor e= 0 feßen fann, in der Ebene xy befchreiben würde. 

Nun darf man aber durch die Gleichungen (i) noch die allgemeinen In—⸗ 
tegrale der Gleichungen (h), worin der Factor e nicht mehr gleich Null an- 
genommen wird, wofern man in den Functionen F, F, die Parameter >, b, c, ıc. 
nicht mehr als Eonftanten, fondern als Functionen der unabhängigen Veränver- 
lichen t betrachtet, welche man fo beſtimmen muß, daß den Gleichungen (h) 
Genüge gejchieht, ausdrücken. Diefe Testen Gleichungen unterſcheiden ſich 
nach der Vorausfegung von den Gleichungen (h,) nur durch Glieder, welche 
fehr Fein bleiben, und folglich fann man die Ableitungen: 

da db de, 
R'a'zg er (k) 
welche in aller Strenge mit e verfchwinven, als fehr Heine Größen behandeln. 
Gewöhnlih fann man diefe Bemerkung zur Vereinfahung der zu betrachtenden 
Gleichungen benugen, welche alsdann für das Eyflem der gegebenen Gleichun⸗ 
gen fubftituirt werden. 

Wenn man jagt, die Ableitungen ck) feten fehr Feine Größen, fo Heißt 
dieſes nichts anderes, als die Parameter, a, b, c, 2c. ändern fi) fehr langſam, 
oder behalten während eines langen Zeitraumes faft conflante Werte. Wenn 
man alfo die Bewegung des Punktes (x,v) zu einer gewiflen Zeit beobachtete, 
fo fände man, daß er faft die durch die Gleichung (j), worin man den Größen 
a, b, e,... gewiſſe conftante Werthe beilegen müßte, ausgedrüdte Curve be- 
fchreibt, und wenn man nach Berlanf eines beträchtlichen Zeitraumes biefelben 
Beobachtungen wieberbolte, fo würde man finden, daß der bewegliche Punkt 
noch eine Curve derſelben Art befchreibt, für welche die Parameter a, b, e,... 
andere Wertbe haben, als nad den erften Beobachtungen, u. ſ. f. 

Man muß alfo in der von Lagrange herrührende Integrationsmethode 
durch die Bariation der willkürlichen Eonftanten nicht blos einen 
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geiftreichen analytiſchen Kunſtgriff erbliden, wovon wir eine elegante Anwen- 
dung auf die genaue Integration der Tinearen Differenzialgleihungen, worin 
die Functionen und ihre Ableitungen nur durch conftante Zahlen multiplicırt 
find, im Vorhergehenden kennen gelernt haben; denn fie würde auch durch die 
Beobachtung der Naturerfeheinungen, zu deren Darftellung unter den eben 
angegebenen Umftänben fie fih fo natürlich eignet, haben an bie Hand gegeben 
werden Fünnen. 


Siebentes Aapitel. 


Ueber die GConttruction der Differenzialgleichungen mit einer einzigen 
unabhängigen veränderlichen Größe. 


F. 512. Wir haben die Hauptfälle unterfucht, in welchen man die Zunc- 
tion anzugeben weiß, welche einer gegebenen Differenzialgleichung auf die all- 
gemeinfte Weife genügt, oder wo man die allgemeine Gleichung der Eurven 
finden Tann, welche in allen ihren Punkten die durch die Differenzialgleichung 
ausgedrückte Eigenichaft befigen. Auch haben wir angegeben, wie man, wenn 
die Integration nicht unter enblicher Form möglich ift, fie oft entweder auf 
die Quadraturen, oder auf die Entwidelung in convergirende Reihen zurüd- 
führen oder zuweilen auch diefe Reihen durch beftimmte, zwifchen fpeciellen 
Grenzen genommene Integrale, deren Zahlenwerthe für jeden Werth ver un- 
abhängigen Beränverlichen mit einer beliebiaen Annäherung beſtimmt werben 
fönnen, erfegen fann. Aber eine Differenzialgleichung, auf weldheg feins 
biefer Integrationsverfahren anwendbar ift, beftimmt nichts beflo weniger bie 
Reihe der Zahlenwertbe, welche die Function durchlaufen muß, nachdem man 
für einen gewiffen Werth der unabhängigen Veränverlihen die correipondiren- 
den Werthe der Function und ihrer Ableitungen bi zu der, deren Ordnung 
um eine Einheit niedriger ift, als die der gegebenen Differenziafgleichung, an- 
geaehen bat. Es kann fogar gefchehen, daß man durch die direrte Unter: 
uhung der Differenzialgleihung den Verlauf und alle charakteriftiihen Eigen- 
fihaften der Function, welche fie implicite beftimmt, beffer kennen lernt, als 
aus der Betrachtung des allgemeinen Integrales unter enblicher Form, ober 
in Reihenentwidelungen, oder endlich durch beflimmte oder unbeftinnmte Inte⸗ 
grale ausgedrüdt. Diefes hat Sturm in einer fchönen Abhandlung über die 
Unterfuchung der durch die ‚Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 

IV 
d (x _ 


dx 





x +6V/=0, ( 
worin G, K Functionen der unabhängigen Veränverliden x bezeichnen, implicite 
beftimmten Functionen V gezeigt. *) 

Diefe Differenzialgleihung enthält vie Riccatifche ober die, mit deren 
Integration durch Reihen, oder durch beftimmte Integrale wir uns im Dritten 


— — 


*) Vergl. das Journal de mathematiques de M. Liouville, tom 1, pag. 106. 
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Kapitel des gegenwärtigen Buches befchäftigt haben, als fpeciellen Fall in ſich. 
Wenn die Aunctionen G,K fi auf reelle und pofitive Conſtanten rebueiren, 
fo drüdt die Function V einen Sinus oder Coſinus aus. In dem allgemeinen 
Halle bietet der Berlauf der Function V mit dem der Functionen sin. und vos, 
fehr merkwürdige Analogien dar, welche fi) aus der directen Unterfuchung der 
Gleichung CV) ergeben, und weldhe man in der angeführten Abhandlung felbft 
nachfehen muß. In diefer Kapitel können wir uns nur mit weit elementareren 
Betrachtungen beichäftigen, welche zur Vervollſtändigung der Theorie der In⸗ 
tegration ber Differenzialgleichungen unumgänglich nothwendig find ($. 437). 


$. 513. Es fei: 

F(x,y,5')=0 (F) 
Fr Differenzialgleihung der erften Ordnung mit zwei Veränderlichen, welche 
ih in: 

y'=f(x,y) (f) 
verwandelt, wenn man fie in Beziehung auf y’ auflöft. Für jedes Werths⸗ 
ſyſtem von x und von y beflimmt dieſe Gleichung das Verhaͤltniß der unend- 
lich Eleinen Veränderung von y zu der unendlich Heinen Veränderung von x, 
Gie beftimmt alfo implicite die envliche Differenz der Werthe von y, welche 
zwei Werthen von x entſprechen, die durch ein endliches Intervall von ein- 
ander getrennt find, wenn dy innerhalb dieſes Intervalles eine unendlich kleine 
Größe bleibt, oder wenn die Function y feine Stetigfeitsunterbredhung ver 
erfien Ordnung erfährt, was der Fall ift, wenn y’ enblich bleibt, und fogar 
in gewiſſen Kallen, wenn die Kunction y’ durchs Unendliche gebt. 

Durh x,, X wollen wir zwei durch ein endliches Intervall von einander 
getrennte Werthe von x bezeihnen und nIx— X — x, feben, wo n eine 
fo große Zahl bezeichnet, daß die Größe Ax als eine ſehr Fleine Größe der 
erſten Ordnung betrachtet werden kann. Wir wollen: 

xx,TAx, x, =x,+2, x,=x,+34x, ꝛc. 
ſetzen, und durch y,, Yır Yan 26:5 Ylor Yır Y’ar ic. die Werthe von y,y’ be= 
zeichnen, welche reſp. den durch x,, X,, x,, 2. bezeichneten Werthen von x 
entfprehen. Wenn man den Werth y, willfürlich annimmt, fo kann man bie 
Reihe der zwifhen den rennen z—_x,,x—X liegenden Werthe von y 
vermittelft der Gleichung () näherungsweife berechnen ; denn diefe Gleichun 
gibt: 
y=!l@&yYJo)r _ 
und wenn man eine fehr Heine Größe ter zweiten Ordnung vernacdhläfligt, fo 


hat man: 
y„=yn+tyI=y +70) Ax. 
Dur die Subftitution diefes Werthes von y, in die Gleichung: 
y,‚=i(x,,yı) 
erhält man "ven Werth von y’, mit einem Fehler, welcher im Allgemeinen 
ebenfalls nur eine Größe von der zweiten Ordnung fein kann; denn die Ver⸗ 
änderung der Function f ıft im Allgemeinen eine Größe von berjelben Ord⸗ 
nung, al& die Veränderungen der Größen x,y, wovon fie abhängt. Man hat 
alſo His auf Größen der zweiten Ordnung genau: 
72 =J; +y,dı=y, + f(x, Jo) ’ Ax—-f(x,,y,) Ax, 


u. ſ. f. Da u nach der Vorausſetzung eine ſehr große Zahl, ober - eine Größe 
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von derſelben Ordnung als fx if, fo kann der X entſprechende Werth von 
Y wegen der nmaligen Wiederholung des bei jedem Werthe von y begangenen 
Fehlers mit einem Fehler behaftet fein, welcher einer fehr Heinen Größe der 
erften Ortnung, oder von berfelben Ordnung wie Ix glei ıft, und welcher 
vernachläffigt werden fann, wenn man für Zx eine hinreichend kleine Größe 
genommen hat. 

Diefe Schlüffe werden jedoch unzuläffig, wenn vie Ableitungen: 

del, y) dis) 
dx dy 

für Werthe von x und von y, welche reſp. zwiſchen den Grenzen x,, X und 
Yor X liegen, unendlich werben; denn alstann kann eine den Veränberlichen 
x oder y ertheilte fehr Fleine Veränderung ber zweiten Orbnung eine Ber- 
änderung ber erften Ordnung der Function f zur Folge haben; aber felbft ın 
biefem Kalle, wenn die Function # nur nicht unendlich wird, fieht man leicht 
ein, daß die Function y vermöge der ©leihung (f), welde ihre unendlich 
Heinen Veränderungen beſtimmt, durch eine Reihe beſtimmter Werthe geht, 
obgleich die Annäherungsmethovde nicht mehr eine Reihe, durch endliche In⸗ 
teroalle von einander getrennter Werthe mit einer binreichenden Genanigfeit 
zu geben vermag, *) 

Man bemerkt leicht, daß die eben angebeutete arithmetifche Rechnung mit 
der Conftruction einer Curve, deren Drbinate y ift, indem man für tiefe 
Eurve ein Polygon fubftituirt, welches fich derfelben deſto mehr nähert, je 
Heiner die Linie Ax genommen ift, und intem man außerdem einen Punft 
annimmt, burch welchen die Curve geben muß, und welder eine Winfelfpite 
bes zu eonflruirenden Polygones ift, auf eins hinansläuft. 


$. 514. Wenn der durch die Gleichung (F) gegebene Werth von y’ 
durch das Unendliche geht, fo kann man biefe Gleichung umkehren und 


1 
f(x,y) 

fegen, indem man y zur unabhängigen Veränderlihen nimmt. Wenn bie 
Function y mit y/ zu gleicher Zeit unendlich werten muß, fo fann vie auf 
diefe legte Form gebrachte Differenzialgleihung dazu dienen, den Curvenzweig 
m,» (Fig. 102), worauf der Anfangepunft m, genommen ift, und welder 
Hieffeitd der zu der Are der x,y parallelen Aſymptote PN Tiegt, fo weit, als 
man nur will, zu verlängern. Auf der andern Erite von PN fann man bie 
Conftruction der Curve nur dann fortfegen, wenn man einen andern Anfangs- 
punft m‘, annimmt, durch welchen der Qurvenzweig m‘, u‘ geben muß. Man 
fann für m’, wie für wm, einen beliebigen Punft annehmen, nur dürfen feine 
Coordinaten die durch die Gleichung (CF) gegebenen Werthe von y nicht imagi- 
när machen. 

Wenn man das Integral der Gleichung (F) analytifch ausbrüden Faun, 
fo wird der Eurvenzweig m’, n‘, welcher mit tem Qurvenzweige m, o ver- 
bunden werben muß, gewöhnlich durch die Bedingung beflimmt, daß die will- 


x 





— — — — — — 


*) Es wird kaum ein Fall vorkommen, wo man Gelegenheit hat, die in dieſem $ 
angedeutete Näherungsrechnung wirklich auszuführen, fo daß man einen ſtrengen 
Ausdrud für die Grenzen des begangenen Fehlers wünſchen könnte. Caudp 
hat dieſen Ausdruck entwidelt, worüber man die Werke dieſes ausgezrüchneten 
Analyften fowie eine Abhanvlung von Binet in dem Journal der Math. von 
Liouville Bd. II Seite 229 vergleichen muß. 
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kürliche Conflante bei dem Uebergange von dem einen Eurvenzweige zu dem 
andern ihren Werth nicht ändert; allein diefe beſtimmende Bedingung fällt weg, 
wenn fih das Integral der Differenzialgleihung nicht durch die befannten 
analytiichen Hülfsmittel ausdrücken läßt. 

Die Differenz zweier Werthe von y, zwifchen welchen die Kunction y 
durch das Unendliche geht, Tann nicht mehr vie Summe der unendlich Heinen 
Incremente, welche die Sunction in diefem Intervalle erhalten hat, ausdrücken 
und ber Name Integral iſt anf die Gleichung mit x, y, welche der gegebe- 
nen Differenzialgleihung genügt, wenn man diefe Werthe mit einander ver- 
gleichen will, nur uneigentlich anwendbar. Es feien aber dennoch x,, X bie 
Werthe von x, zwilchen welchen der Werth von x liegt, welcher y unendlich 
macht, und y,, X feien die correjpondirenden Werthe von y. Wenn man die 
Beränderlihe x durch eine Reihe imaginärer Werthe, welde für y feine un 
endlihen Werthe geben, von dem Werthe x, zu dem Werthe X übergehen 
läßt; fo drüdt die Differenz Y— y, wieder die Summe der reellen ober 
imaginären unendlich kleinen Ineremente aus, welche die Function y bei dem 
Vebergange von einem Werthe zum andern annimmt ($. 321). Die Summe 
der imaginären Theile dieſer Ineremente muß Null fein, weil nad der Vor—⸗ 
ausfegung die Werthe yo, X, und folglih ihr Unterfhied Y— y, reelle 
Größen find. 


$. 515. In dem Falle, wo die Differenzialgleihung die Form: 


y'=gy-Yy(zy) (1) 
Hätte, müßte man fie einer beſondern Unterſuchung unterwerfen. Denn es ſei 
y„ ein Werth von y, welcher ꝙy verihwinden macht. Wenn der Werth der 
Function y von dem anfänglichen Werthe y, bis zu dem Werthe y, ftetig zu. 
oder abnimmt, fo verfchwindet der Wert von y’ in dem Augenblide, wo y 
dieſen Werth y. erreicht, und der folgende Werth: 


Yatt = Ja + ya fx 
rebueirt fih auf yn, fo daß y’arı ebenfalls gleih Null if, u. ſ. f. Der 
Werth der Function würbe alfo, nachdem er von yo bis y. eine veränberliche 
Größe gewejen ift, mit einem Male eine conftante Größe. 

Es iſt wohl zu erwägen, daß ſich die Hier gemachte Bemerkung nicht 
blos auf die arithmetifche oder graphiſche Conftruction erſtreckt, vermittelft 
welcher die auf einander folgenden Werthe einer Function vermöge der Difs 
ferenzialgleihung, welche das Geſetz ihrer unendlih Feinen Veränderungen 
ausdrüdt, ſelbſt wenn fich dieſes Integral nicht Ma ausbrüden läßt, mit 
einer beliebigen Annäherung beflimmt werben können; jondern biefe Bemerkung 
erſtreckt fih vor allen Dingen jedesmal auf die Erzeugung der Function felbft, 
wenn fie wirklich und in dem eigentlihen Sinne bes Wortes eine Reihe von 
Merthen durchläuft, was vorauslegt, daß die unabhängige Veränderliche x die 
Zeit oder eine mit der Zeit wachfende Größe ausdrückt. 


$. 516. Es fommt nun darauf an, zu beflimmen, unter welchen Um- 
ſtänden die Function y den Werth erreihen kann, welder ꝙy verfchwinden 
macht, indem dieſe Kunction von einem andern anfänglihen Werthe ausgeht. 
Zu dem Zwecke wollen wir zuvörberft den Fall betrachten, wo fi} die Func⸗ 
tion ı(x,y) auf eine Eonflante e reducirt, und wo bie Function py die Form 
my — n hat, indem m und n eonflante Zahlen bezeichnen, Das Integral ber 


Gleichung: 
e(my 1) 
iſt: 
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my n = (my, 4 n) emt-x0), 
wo x,,Y, die anfänglihen Werthe der beiden Beränderlichen bezeichnen. Die 
Größe my, — n iſt nach der Vorausfegung von Null verfchieden, und folglich 
fann die Größe my + m wegen der Form des Integrales für feinen endlichen 
Werth von x verjchwinden, Sondern fie eonvergirt nur dann gegen Null, wenn 
die als negativ vorausgefeßte Größe me (x — x,) immer größere und größere 
Zahlenwerthe anntınmt. 

Wir wollen nım zum allgemeinen Kalle übergehen, und bios annehmen, 

dag die Function Y’y nicht für den Werth von y unenvlih wird, welcher 

=0 macht. Es fei 7 diefer Werth, fo kann man, wenn bie Function v, 
dem fie von einem Fleinern oder größern Werthe ausgeht, fo lange zu- oder 
abnehmen kann, bis fie den Werth 7 erreicht, für y, einen mendlich wenig 
von m verfchievenen Werth annehmen, und alsdann iſt Yy unendlich wenig 
von (y—n)y'n verſchieden. Um die Begriffe zu firiren, wollen wir an- 
nehmen, daß y,>n, iſt, fo kann dy nit für pofitive Werthe von 
dx negativ werben, und folglich Tann y nicht von dem Werthe y, zu dem 
‚ Werthe 7 übergehen, wenn bie Funchon F(x, y) in dem Intervalle Feine 
negativen Werthe annimmt. Außerdem wird der Fall ausgefchloflen, wo dieſe 
Function durch das Unendliche gehen, oder unbeflimmt werben könnte. Es fe 
— ce der numerifch größte der negativen Wertbe, welche die Function (x, v) 
in dem Intervalle annimmt, fo haben wir eben gejehen, daß die Differenz 
y—n nad der Form des Integrales der Differenzialgleichung: 

"dy=—e(y—n)-gyndx (2) 
für feinen envlihen Werth von x verfchwinten kann, und folglich iſt es um 
fo mehr unmöglich, daß bie Differenz y— 7 für irgend einen endlichen Werth 
yon x verjchwinden kann, wenn die Sunction y der Differenzialgleichung: 
dy=Ylx,y)-(y— m) + Y'ndx (3) 

genügen muß, weil die Function (x, y) ſelbſt, wenn fie beflänbig als negativ 
angenommen wird, nach der Vorausfetzung niemals einen Zahlenwertö = « 
erreicht, und alfo y vermöge der Gleichung (3) nicht fo ſchnell wäaͤchſt, als 
vermöge der Gleichung (2). 

Menn man y, <y, oder pn <O annimmt, fo wirb auf eine ganz 
ähnliche Weife dargethan, daß y für Teinen enblihen Werth von x gleih 7 
werben fann. 

Es bleibt alfo nur noch der Fall übrig, wo der Eoefficient y'7 unenbli 
wird, was 3. DB. flattfindet, wenn man 


9y=(y—n) 
fegt, wo k eine zwifchen O und 1 Tiegenbe Zahl bezeichnet, ober auch: 
1 
97 


= log. (y— n) ' 
und alddann iſt die Gleihung y = ein fingnläres Integral der Gleichung (1). 


8. 517. Wir Haben bisher angenommen, daß die in Beziehung auf y' 
aufgelöfte Gleichung (F) für y‘ nur einen einzigen reellen Werth f(x,y) 
gibt, und offenbar findet in diefem Falle zwifchen den mendlich vielen Linien, 
welche man vermöge der Gleihung CF) confiruiren Tann, wenn man einen 
Punkt jeder diefer Linien willfürlih annimmt, fein Durchſchnitt flatt, weil, 
wenn fie ſich durchſchnitten, die Ableitung y‘, gegen die Vorausſetzung, mehrere 
Werthe haben würde, welche den Eoorbinaten x,y der Durchſchnittspunkte 
entfprächen. Hiervon findet nur eine Ausnahme flatt, wenn der Werth von 
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vi für gewiſſe Werthe von x, y unbeflimmt wird. So gehört 3. B. die Difs 
y 
— 
im Anfangspunfte der Coordinaten ſchneiden, für welchen Punkt der Werth 
von y’ unter der unbeftimmten Form 2 erfcheint ($. 182). 

Wenn die Gleichung (F) für y’ mehrere verfchiedene Werthe „= f, (x,y), 
y'=f,(x,y), 2. gibt, fo Täßt ſich jede diefer Gleichungen, einzeln betrachtet, 
wie die Gleichung (D conſtruiren und führt auf ein Syſtem von unenblich 
cielen Curven oder Qurvenzweigen, welche durch die Wahl des Anfangspunftes 
particularifirt find. 

So ift die Gleichung: . 

y??— xy pP? +r=0 (a) 
gleichbedeutend mit den beiden folgenden: ' 


IP Y Paar 


ferenzialgleichung y’— - unendlich vielen geraden Linien an, welde ſich alle 


y z (a,) 
_nıLYV op Ir) 
vlt Minen, (a,) 


wovon jede für ſich conſtruirt werben kann. 
In dieſem Beiſpiele nimmt y! jedesmal einen imaginären Werth an, 
wenn die Veränderlichen x,y der Ungleichheit: 


p(p — 27) — x? <0 
genügen. Die Curve: . 

pp - 29) - x? =0 (b) 
begrenzt folglich auf der Ebene der xy die Region, in welcher fi) die durch 
die Gleihung (a) charakterifirten Kurven ausdehnen Fünnen. Die beiden 
Werthe von 7 werden für die auf der Curve (b) liegenden Punkte einander 
gleich, d. 5. fie iſt der geometriſche Ort der Punkte, worin fich je zwei der 
refp. durch die Gleichungen (a,), (a,) harakterifirten Curvenzweige vereinigen, 
welche Vereinigung auf zwei verfchiedene Arten flatifinden kann. 

Im Allgemeinen ift die gemeinfchaftlihe Tangente der beiden Curven- 
zweige (a,), (a,) für die auf der Eurve (b) liegenden Punkte von ber Tan⸗ 
gente der Curve (b) in denſelben Punkten verfchieden, was namentlich bei dem 
von uns gewählten Beifpiele der Fall ıfl. er aus den Gleichungen (a,), 
(a,) abgeleitete Werth von 7’ vebucirt fich für bie auf der Curve (b) Tiegen- 
ben Punkte auf: 


y=:- P f 
während bie Differenziation ber Gleichung (b) 
dy _x - 
dp 
d 


gibt, und wenn diefer Werth von = dem vorhin für y’ gefundenen gleich fein 
ſollte, fo müßte man die Relation: 
I-P__ 


— oder P—-5)) — x? = 0 
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haben, welche nicht mit der Gleichung (b) beſtehen kann, Tansgenommen für 
YUV 
In folhen Fällen vereinigen fih die Curvenzweige (a,), (a,) auf ber 
Curve /b), indem fie eine Rückkehrkante bilden, und diefe Grenzeurve iſt ver 
geometrifche Drt aller Rückkehrpunkte der Eurven, zu welchen die Differeuzial- 


gleihung (a) gehört. 
$. 518. Aber wenn man bie Gleihung: 
y?x2 — 2y’x(2y—p)+2y(2y— prx=0 (a) 
bat, welche fich in die beiden folgenden: 
2 +Y Per—2)—x? 


'= (a,) 
x 
v2 V P—dn)—e a) 


x 


zerlegen läßt; fo fällt die gemeinichaftlihe Tangente ber Curvenzweige (a,), 
(a,) in den auf der Curve (b) Tiegenden Bereinigungepunften diefer Zweige 
mit der Tangente diejer letztern Curve zufammen, welche alfo die Umhüllungs - 
oder Umfchließungscurve aller durch das Syſtem der Gleichungen (@,), (c,) 
harakterifirten Curven wird; denn die Gleichung, welche diefes Zufammen- 
fallen der Tangenten ausprüdt, nämlich: 


ift mit der Gleichung (b) identiſch. u 
Diefes flimmt mit dem im $. 184 Gefagten überein, und die Gleichung 
(a) wird erhalten, wenn man die Conftante a zwifchen der Gleichung: 


y=ax+ u (ec) 


und ihre Ableitung eliminirt. Die Umhüllungseurve alfer durch die Gleichung 
(a) oder dur die Gleichung (c}, welde das allgemeine integral derfelben 
ift, ausgedrüdten Parabeln iſt genau die Parabel (b), jo daß der Berührunge- 
punkt jeder eingefchloffenen Eurve mit ver Umſchließungscurve die erftere in 
zwei paraboliiche Bogen theilt, wo ber Werth von y’ für den einen durch bie 
Gleihung (4,), und für den andern durch vie Gleichung (@,) gegeben wird. 


‚$. 519. Hieraus entipringt eine andere Schwierigkeit, denn wenn x die 
Zeit, oder eine mit der Zeit wachfende Größe bezeichnet, fo ift fein Grund 
einzufehen, weßwegen die Yunction y, deren Veränderungsgefeß durd tie 
Öleihung (a) ausgedrückt wird, für größere Werthe von x, als die Absciffe 
Op (dig. 48) des Berührungspunftcs ber eingefchloffenen Curve mit der um- 
ſchließenden eher durd die Ordinate des Bogens ınn der eingefchloffenen Curve, 
ald Durch die Drdinate des Bogens mu der Umſchließungscurve ausgedrückt 
werben ſoll, und dennoch ift es unmöglich, daß dieſe von vemfelben gegebenen 
Anfangswerthe ausgehende Function für denfelben Werth von x zwei ver 
ſchiedene Werte zugleich habe, 

Diefe Schwierigkeit wird durch folgende Betrachtungen gehoben: 
Es bezeichne u=0 die Gleihung der Umfihließungscurve, wo u eine 
Sunetion ‚von x,y ifl, vermittelt welcher wir y und dy aus der gegebenen 
ifferenzialgleichung fortfchaffen können. Diefe Gleichung muß die Korm: 
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du = Qgua+%W (u,x) dx 

annehmen, wo gu eine Yunction von w bezeichnet, welche mit a verfähwindet, 
und deren Ableitung pa für u=0 unendlih wird, wenigftens, wenn bie 
Aunction Y(u,x) nicht felbft unendlich oder unbeflimmt wird. Denn wenn 
die Function u, nachdem fie anfangs einen von Null verfchievenen Werth ge- 
habt hat, verfchwindet, was in dem Berührungspunkte der umfchloffenen Linie 
und der Umfchliegungslinie flattfindetz fo wirb die Tangente ber erftern durch 
die Sleihung du = 0 beſtimmt, und fällt mit der zweiten zufammen, wie es 
der Fall fein muß. 

Hieraus folgt, daß die Function u, wenn fie einmal den Werth Null 
erreicht hat, diefen Werth für zunehmende Werthe ver Zeit oder der Ver— 
änderlihen x fortwährend beibehalt, fo daß die Function y, welche im erften 
Theile ihres Laufes durch die Ordinate der umfchloffenen Linie ausgedrückt 
wird, darauf durch die Drbinate der Umfchließungslinie dargeſtellt wird. 

Wenn man, um diefes auf unfer Beifpiel anzuwenden : 


u=p(p— 2y) — x? 
fett, fo verwandeln fih die Gleichungen (a,), (a,) in: 
du = var WoVa.2 Vu—t . 


x x 











$. 520. Wir fommen alſo auf dieſe Weife wieder anf die ım vierten 
Kapitel des gegenwärtigen Buches auseinander gefeßte Theorie der fingulären 
Integrale, und hieraus geht hervor, weßwegen wir den Namen Integrale, 
welcher von einigen Autoren mit Unrecht verworfen ift, beibehalten haben. In 
der That wird, wenn die Zeit erplicite oder implicite die Rolle der unab⸗ 
hängigen verändberlihen Größe fpielt, das eigentlihe Problem der Integration, 
welches in der Beftimmung der Summe der unendlich Fleinen Incremente der 
Function während eines gegebenen Zeitraumes befteht, fucceflive vermittelft 
eines particulären Integrales, und vermittelft eines fingulären Integrales ge- 
löſt, fo daß die Auflöfung nur dann vollfländig ıft, wenn man das finguläre 
Integral mit dem Syfleme der particulären Integrale oder mit dem allgemeinen 
Integrale verbindet. 

Diefe Eigenfhaft kommt dem fingulären Sintegrale deswegen zu, weil es 
die Umhüllungslinie aller durch die particulären Integrale gegebenen Linien 
ausdrückt. Selbft in dem Falle, wo fi die Gleichung der Umbüllungslinie 
durch eine ſchickliche Beſtimmung der willfürlihen Conflanten aus dem allge- 
meinen Integrale ableiten ließe (daſſelbe alfo in dem rein abflracten Sinne 
fein finguläres Integral mehr wäre), würbe e8 folglich doch noch die Eigen⸗ 
thümlichkeit eines fingulären Integrales in fo fern haben, als man es mit 
jedem der übrigen fingulären Integrale verbinden müßte, um bie Auflöfung 
der Sntegrationsaufgabe vollitändig zu machen, wenn die Zeit oder eine mit 
der Zeit wachfende Größe die unabhängige Veränderliche ift. 

Sp ift z. B. von der Differenzialgleichung: 

xy 
y= 22 _y8 (4) 
das allgemeine integral: 
2 4 x? — 2ay—(, 
welches unendlich viele Kreiſe ausprüdt, deren Mittelpunfte auf der Are der 
y liegen, und welche fämmtlih vie Are der x im Anfangspunfte der Evordi- 
staten berüßren., Die Sleihung y—0O, welche der gegebenen Gleichung ge- 
Cournot, Theorie der Functionen ıc, 34 
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nügt, iſt nur in fo fern ein particnläres Integral, als fie ſich ans dem all: 
gemeinen Integrale ergibt, wenn man barin a oo feßt; aber wenn bie 
Veraͤnderliche x die Zeit ausbrüdt, und man gibt y für einen negativen Werth 
von x einen pofitiven Werth, welcher blos ver Bedingung unterliegt, daß er 
numeriich Heiner fein muß als x, fo verfchwindet y zu gleicher Zeit mit x 
und bleibt dann für alle pofitiven Werthe von x befländig = 0. Man nf 
alfo die Gleichung y—= 0 mit jevem der übrigen particulären Integrale ver- 
binden, um ein Syſtem zu bilden, welches in jedem befondern Kalle das 
Problem der Integration läßt, und in dieſer Beziehung ift die Gleichung y 0 
ein wirkliches finguläres Integral der gegebenen Differenzialgleichung. 

Um die Gleichung (d) mit der Gleichung (1) zu vergleihen, fee mas: 


2x 
P—Jı van 
fo Ieiftet die Function ꝙy nicht mehr der im 6. 516 aufgeflellten Bedingung, 
daß Die von einem von Null verfchievenen Werthe ausgehende Function y 
Null werden kann, Genüge; aber diefes rührt daher, dag ber Kactor ix, y) 
für x=0, y=0 unendlih wird, und diefer Fall wurde bei dem Beweile 
in dem angeführten 8. ausgefchloffen. 


F. 521. Wir wollen nun zu den Differenzialgleichungen der zweiten 
Ordnung übergehen, und das brüber Gefagte wird ſich alsdann Leicht auf 
Bi gieidungen einer beliebigen Ordnung anwenben laflen. 

8 fei: 


y'=f(x,y,y‘) (e) 
eine in Beziehung auf y“ aufgelößte Differenzialgleihung der zweiten Ord 
nung, und wir wollen annehmen, daß man für einen Werth x, ber mab⸗ 
hängigen Veränderlichen x willfürlich die correfpandirenden Werthe y,,y', au- 
genommen babe, fo ift: 

y"=f(xyYJorYo)ı 
und wenn man x, —=x,— fx fest, wo Ax eine fehr Feine Größe ber 
erften Orbnung bezeichnet, fo hat man bis anf Größen ber zweiten Ordnung 
genau: 
y, =yt y',Ax, y‚,=s',t+3y",4x 
dann: 
y M y =y +1 Y,=y, +3", 4 
u. ſ. f., fo daß die Reihe von Werthen, welche jede der Functionen y', s 
durchläuft, mit einer beliebigen Annäherung arithmetiſch bereihnet werben Tann. 
Wenn die Gleichung (e) die Form: 
y"=Yyy+Y(x, Jr‘) 
hat, und y’ erreicht einen Werth 7’, welcher py! verſchwinden macht, fo ver⸗ 
ſchwindet y“, und folglich behält y’ von diefer Zeit an einen conftanten Werth. 
Das erfte finguläre Integral der gegebenen Differenzialgleihung ift y'=1' 
und das Integral von dieſer Gleichung, nämlih y—n'x --c leiftet der ge: 
ebenen Gleihung Genüge; aber ohne das allgemeine Integral verfelben zu 
ein, weil e8 nur die willfürlihe Conſtante c enthält. 
Wenn die gegebene Differenzialgleihung die Form: 
"—=yYyayıy)=0 

bat, und y erreicht einen Werth 7, welder ꝙy verſchwinden macht, fo der 
ſchwindet auch y”; aber da zu gleicher Zeit y! im Allgemeinen einen von Rul 
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verfchiedenen Werth Hat, fo nehmen auch y und y“ in dem folgenden Augen- 
blicke von Null verſchiedene Werthe an. Folglich vrüdt vie Gleichung y=r, 
welche ein finguläres Integral der gegebenen Differenzialgleichung ohne wie 
fürliche Eonftante ift, zu Feiner Zeit die Reihe ver Wertbe aus, welde bie 
Function y durchlaufen muß, wenn die unabhängige Veraͤnderliche x die Zeit, 
oder eine mit der Zeit zunehmende Größe bezeichnet, wofern nicht y’ mit y 
zu gleicher Zeit verſchwindet. 

Wir könnten diefen Bemerkungen eine größere Allgemeinheit geben, wie 
wir es bei den Differenzialgleihungen der erfien Ordnung gethan haben; 
allein die bloße Andeutung dieſes Gegenſtandes iſt ſchon hinreichend. 

$. 522, Betrachten wir noch das Syſtem der gleichzeitigen Differenzial- 
gleichungen (6. 510): 

(Ay + yx)? Sry O, y— tlay —y)=0, 
und ſetzen xy — t? —u, woburd fie fih in: 

u2 -4a=0, 2t(a-+-t2)2!= (t2 + ut — u)x 

verwandeln. Wenn t,x,y Werthe erreicht haben, welde u verſchwinden 
machen, fo verfchwindet auch uw‘, und folglich bleibt die Function u befländi 
— 0O. Zur Beſtimmung von x hat man die Öleihung Zx’=x, Folafie 
x? = a,t, amd die allgemeinen Integrale der gegebenen Differenzialgleichun- 
gen find: 


a2 
y=a-. , t-a,y. 


Um die Begriffe zu firiren, wollen wir endlich a > 0 feten, fo drückt 
diefes Syſtem von Gleichungen die Werthe yon x,y für Werthe von € < 5 


and; aber für > 5 werben bie Wertfe von x,y durch das Syſtem der Glei- 


dungen: 
y—t2—=(0, 2 at, 


welches das finguläre Integral der gegebenen Öleichungen darftellt, ausgedrückt. 


34? 











Siebentes Bud. 


Antegration der Differenzialgleichungen mit mehreren un: 
abhängigen veränderlichen Größen. 





Erftes Kapitel. 


Ueber die Integration der Gleichungen mit totalen Differenzialen. — 
Geometrifche Anwendungen. 





8. 523. Wenn man zwilchen den unabhängigen Veraͤnderlichen x,y 

und ber davon abhängigen Function z eine Gleichung von der Form: 
de p(x,y)dx-Ylx,y)dy 

hat, fo läßt ſich die Integration biefer Gleichung auf die Duabraturen zu- 
rüdführen (6. 393), wenn die Functionen ꝙ, & der Bedingung der Inte⸗ 
grabilität: 

dp _dy 

dv dx 
genügen. 

Wenn die Functionen @,W die Beränderlihe = enthielten, ober wenn 

man zwifchen den Veränderlichen x, y, z, und ihren Differenzialen die Gleichung: 
Xdx-+ Ydy 1 Zds = 0 (0) 

hätte, wo X, Y, Z Functionen von x, y,z bezeichnen, fo ließe ſich die Inte⸗ 
gration dieſer Gleichung noch auf die Quadraturen zurückführen ($. 396), 
wenn die Functionen X, Y, Z bie Bebingungen der Sintegrabilität : 

«X dY dX _dZ dY_dZ 

ya Tanny 
erfüllen, und das Integral würde die Form F(x,y,z) —const. haben, wo 
F die Function bezeichnet, deren genaues Differenzial der erfle Theil der 
Gleichung (1) ift. 

In allen Fällen muß, wenn man annimmt, daß es eine Function = von 
zwei unabhängig veränberlihen Größen x,y gibt, welche ver Gleichung (1) 
genügt, und woraus man einen Werth von dz von ber Form: 

dz = pdx 4 qdy 
ableiten kann, vie Gleichung ftattfinden ; 
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dp _.dq, 

















yo (2) 
aber vermöge der Gleichung (1) hat man: 
| - Y 
P—- 70 I1=7z 
worans folgt: 
x X X x 
_ — df — di _— 
MERLOBRIC — 
dy dy r ‚da y 7 dy + dz "zZ 
Y Y Y Y 
„_ eo), 0 | -_ 7) :G) x 
dx dx + da di) dx + dz zZ’ 





fo daß die Gleichung (1) nach verrichteten Reductionen 
dY 
dz 


dz dz dX di dY 
— — — — — 2 — —)= 
x dy ) ** dx dz + dy d 0 8) 
gibt. 
Wenn viefe lebte Gleichung, welche die Bedingung der ntegrabilität 
ausdrückt, erfüllt wird, fo laͤßt fih die Integration ver Gleihung (1) auf die 
von Gleichungen mit zwei Veränberlichen zurüdführen;, denn wenn man das 
Integral der Gleihung (1) hätte, und vifferenzirte daſſelbe, indem man z 
als eine Eonflante betrachtete; fo müßte das erhaltene Refultat mit der Glei- 
Hung (1), nachdem man darın ds= 0 gefeht hat, d. h. mit der Gleichung: 
Adx + Yiy= 0 (4) 

übereinflimmen. 
Umgefehrt, wenn man burch den Factor bezeichnet, welcher Xdx + Ydy 
zu einem genauen Differenziale macht, wenn man z als eine Conflante be- 


tradhtet, und 
Su(Xdx + Ya)=F (xy) 
fest, fo ft das Integral der Gleichung (1): 
F(x,y)=Z, (5) 
wo Z, eine Function der einzigen Beränberlihen z bezeichnet. Um fie zu 
beftimmen, wollen wir bemerlen, daß 


dF dF dF _ __dZ, 
5*845 y+,. = de, 
ferner : 
dx * — u(Xdx + Ydy) = — uZds, 
und folglich: 
dZ, dF 
——_ _—ıu2 6 
dz dz R (6) 


iſt. 

Wenn alſo die Gleichung (3) erfüllt wird, fo müflen bie beiden Ver⸗ 
änberlichen x,y zu gleicher Zeit aus dem zweiten Theile ber Gleichung (6) 
verfehwinden, wenn man eine berfelben vermittelt der Gleichung (5) fort- 
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fehafft, oder mit andern Worten, vie in Beziehung auf x genommene Ablei- 
tung biefes zweiten Theiles muß — 0 fein, wenn man y als eine burd die 
Gleichung (5) gegebene Function von x und von Z betrachtet. Die zu veri- 
firirende Bebingung wird alfo ausgebrüädt durch die Gleichung: 


d»+ —— u) (7 —u2) 
ds ds 4y_) 
— + 20 


dx 
pder durch: 
d?F dz du d3F dz 2) X 
dxds dx ‚dx dydz # dy dy/Y 0. m 


wenn man für 7 feinen ans der Gleichung (A) abgeleiteten Werth ſetzt. 


Außerdem hat man: 
dE _d-uX__ dA du 
Fr Fuller Pak al Pa > 


dEF d+-uY dY du 
=u — 4-Y-— 
R ds dz ' 


dydx — dz 
unb ber Factor u Leiflet der Bediugungsgleichung: 
u_ye, , (Z_I- 
ir “ara dy_ dx — 


Genüge ($. 444). 
ubſtituirt man nun die aus ben drei letzten Gleichungen abgeleiteten 
Werthe von: 
dF d2F du 
in die Gleichung (7), fo verſchwinden die Größen: 
du du 
Br dyi' de 
zu gleicher Zeit, und man kommt wieder auf die Gleichung (3), welche bie 
Bedingung der Integrabilität ausdrückt. 


$. 524. Wenn dieſe Gleihung nicht erfüllt wird, fo gibt es keine Func⸗ 
tion = der beiden unabhängigen Veränberlichen x, y, welche die Gleichung (1) 
verificiren kann, d. 5. biete Gleichung druͤckt nicht mehr eine Eigenfchaft ver 
Coorbinaten x, y, z einer gewiſſen Oberfläche ans. Aber deswegen if Die 
Gleichung (1) doch ‚nicht ohne alle Bedeutung und fie kann z. DB. fehr wohl 
eine gemeinichaftliche Eigenfchaft einer Reihe von Curven ausbrüden, deren 
veränderlihe Coorbinaten dur x,y, z bezeichnet werben ($. 263 und 267); 
aum gibt e8 Feine Fläche mehr, welche der geometrifche Drt aller dieſer Linien 
iſt. Wenn man zwiſchen y und x eine willlürlihe Relation aufftellt, d. $. 
bie Profection einer biefer Linien auf der Ebene ber x,y willkürlich zeichnet, 
ſo wird z eine Function der einzigen unabhaͤngigen Veränderlichen x, und bie 
auf diefelbe Weiſe wie eine gewöhntidje Differenzialgleihung conflruirte Glei⸗ 
hung (1) beſtimmt alsdann die Projeetion berfelben Linie auf der Ebene der 
xs, wofern nur ein Punkt gegeben iſt, durch welchen biefe Projection gehen 
muß. Die Integration der Gleichung (1) befteht in dieſem Kalle darin, zwi⸗ 
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ſchen den Coordinaten x, y, = ein Syflem von Gleichungen mit einer willfür- 
lichen Function zu finden, woraus man durch eine ſchickliche Beftimmung dieſer 
willfürlihen Function alle Linien ableiten kann, deren Coorbinaten die Eigen⸗ 
fchaft befigen, der gegebenen Differenzialgleihung Genüge zu leiften. 

Run ergibt fih aber die Auflöfung dieſer Aufgabe unmittelbar aus der 
Analyje, welche und auf die Integration ber gegebenen Differenzialgleichung 
geführt hat, wenn dieſe die Beringung der Integrabilität erfüllt; denn wenn 
man in dem entgegengefehten Falle, flatt die in ver Gleichung (5) vorkom⸗ 
mende Function Z zu beftimmen 


F(x,y)=9gı (8) 
ſetzt, wo @ eine willfürlihe Function bezeichnet, und dann: 
dF 
is — uZ = Y'z N (9) 


fo verificiren die Werthe von x,y als Functionen von z, welche bie Gleichun⸗ 
gen (8) und (9) erfüllen, auch die gegebene Differenzialgleihung, deren In⸗ 
tegral folglich dur das Syſtem (8) und (9) mit der willtürlichen Yunction 
ꝙ und ihrer Ableitung ausgebrücdt wird. 

Geſetzt, man follte ausprüden, daß die Linie, beren veränderliche Coor⸗ 
dinaten x,y,z find, durch die Berührung einer Kegelflaͤche, deren Mittelpunkt 
im Punkte (x, y,=) liegt und einer Rotationsfläche um die Are ver z beftimmt 
wird; fo müßten die auf dieſer Linie liegenden Punkte zu gleicher Zeit den 


Gleichungen: 
s—z,=p(x—2,)4+4(—Yo)ı (10) 
Pr —gx=P0, (11) 
dz — pdx-H- qdy 


Genüge leiten ($. 249 und 254), woraus fih durch Elimination von p und 
q ergibt: 
dz xdx 4 ydy 
— ee (12) 
z— 2, xx—x,)+y(Yy— Yo) 
Diefe Gleihung erfüllt die Bedingung der Integrabilität nicht, fo lange x,,y, 
nicht verfcehwinden, und in diefem Falle hat man bie Gleichungen: 


k=x(x—x,)+y(y—Yo) 


Fa) 4+ 32), 22 ——, 


vermöge welder ſich die Gleichungen (S) und (9) reſp. in: 





x? 4 y3 202, 22-2) ty(y—y) _ is (13) 
Zz — &, 
verwandeln. Die Gleihung (12) ober das damit gleichbeveutende Syſtem 
der Gleichungen (13) gehören folglich allen Linien an, welche die angegebene 
geometrische Eigenfchaft haben. 

Man hätte dieſelbe Aufgabe auch dadurch anders ausdrücken können, daß 
man gefragt hätte, welches iſt die Gleichung der Fläche, die zugleich in bie 
Familie der durch die Gleichung (10) charakteriſirten SKegelflächen und in bie 
Familie der durch die Gleichung (11) charafterifirten Rotationsflächen gehört? 
Die Gleihung (12), auf welhe man durch ven Ausprud dieſer boppelten 
Bedingung geführt wird, erfüllt bie Bedingung der Integrabilität nicht, fo 
lange x,,y, nicht verſchwinden, woraus alfo im Allgemeinen folgt, daß eine 
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ſolche Fläche nicht eriflirt. Wenn x,,y, verſchwinden, fo läßt ſich die Glei— 

Kung (12) integriren, und gibt: ur | 
e—1,—cV x 4y?2, 

wo c die willfürliche Conftante bezeichnet. » Diefe Gleichung gehört zu allen 

geraden RKegelflächen, deren Mittelpunft in dem Punkte der Are der z liegt, 

deſſen Ordinate z, ift, und es iſt einleuchtend, daß diefe geraden Regelflächen 
ber fo ausgebrüdten Aufgabe in der That genügen, 
Wenn man die Gleichung (12) auf die Form: 


dz[x(x— x,)+ y(y—y,)]= (2 — »,) (dx ydy) 

bringt, fo ſieht man, daß fie durch die Gleichung z— 2, = 0 erfüllt wre, 
ohne daß man anzunehmen braucht, daß die Koordinaten x,,y, verſchwinden. 
Alfo iſt die durch ven Punkt (x,, Yor z,) Tenfrecht auf die Are der = gelegte 
Ebene eine Fläche, welche der Bedingung ber Aufgabe genügt; aber diefe Auf- 
löſung ift Feine finguläre, wie aus der obigen Form der Gleichung deutlich 
hervorgeht, und fie enthält die zur Bollftändigfeit des Integrales erforderliche 
willfürliche Conftante nicht. 


$. 525. Wenn die gegebene Differenzialgleihung in Beziehung auf die 
Differenziale dx, dy, dz nicht linear ift, fo kann fte ver Gleichung (3) nicht ge— 
nügen, und folglich eine Gleichung zwifchen x,y,z und einem willfürlichen 
Parameter nicht zum vollfländigen Integrale haben, fo lange fie ſich nicht im 
lineare Factoren zerlegen läßt. Gleichwohl gibt es unter ben nicht Iinearen 
Differenzialgleihungen, welche diefer vorläufigen Bedingung der \ntegrabilität 
nicht genügen, noch foldde, die eine geometrifhe Bedeutung haben und fi 
durch Einführung willfürliher Functionen in aller erforderlichen Allgemeinheit 
integriren laſſen. 

Sp befteht 3. B. das Problem der Rechfication ebener Curven in ber 
Integration der Differenzialgleichung mit drei Veränderlichen: 

ds? — dx? 1-dy?, (14) 
welche ſich weder in lineare Factoren zerlegen laͤßt, noch eine einzige Glei⸗ 
hung zwiſchen x, y, « und einer willfürlihen Conftanten zum Integrale bat; 
aber deren allgemeines integral ſich nichts deſto weniger unter einer zuſam⸗ 
mengefeßten Form ausdrücken läßt. Denn man kann die Gleichung (14) auf 
folgende Form bringen: . 
ds? = (dx cos, & — dysin. a)? + (dx sin. & + dy cos. &)?, 


wo a einen willfürlihen Winfel bezeichnet, und folglich kann man biefe Glei⸗ 
hung durch das Syſtem der beiden andern Gleichungen: 
ds ==dxcos. & — dysin.a, dx sin. + dycos. a0 

erfeßen, deren Integrale: 

s=xca.0@—ysin.a + Pf, xsin.a-t ycos.a=yY, (15) 
find, wo 4, y andere willfürlihe Conftanten bezeichnen. Da und nun das 
Eyftem der Gleichungen (15) eine particuläre Auflöfung der Gleihung (14) 
liefert, fo fommt e8 darauf an, viele Auflöfung zu verallgemeinern, und zu 
dem Zwede wollen wir nad der bereits in Buch 4, Kap. 8 angewandten 
Methode zunächſt E= Yo, y= Ya feßen und dann die in Beziehung auf 
die jetzt als veränderlich betrachtete Größe « genommenen Ableitungen ver 
Gleichungen (15) gleih Null fegen. Dur dieſe Rechnung ergibt fi: 


= — X sSiu. 2a —ycoa.a+gpa, xcaa—ysn.az Wu, 
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woraus Ya ga, Wamga folgt, Folglich wir ichun 
durch bs Sofem der je eines : Jolelich wirt ber Bieituug (14) 
s—xXc00. & —ysin.a + ga 
xsin.@ + ycos. a = ya 
x cos. & — yein.a— ya 
genügt, worin bie Junction ꝙ willfürlich bleibt oder durch das Syſtem: 
x=gla+-sin.a + Q'a+cos. a 
y=zyla»co.a— pla»sin.d}, 1016) 
s=gu- ya 
welches fich daraus ergibt und woraus in der That die Werthe: 
dx = (pa + pl!ia) cos. a da 
dy=— (ya + Yyl!la) sin. a da 
ds=(g!a + Ya) da 
folgen, welde der Gleichung (14) offenbar Genüge leiſten. Wenn man bie 
Form der Function p angibt, fo erhält man die Gleichung der ebenen Curve, 
für welde die Größen s,x,y reſp. bie Länge des Bogens, bie Absciffe und 
die Ordinate bezeichnen, wenn man, wo möglich, zwilchen ven beiden erfien 
Gleihungen (16) © eliminirt und ven Werth des Bogens = ald Function 


von x oder y erhält man, wenn man a zwiſchen ber dritten und erften ober 
zweiten biefer Gleichungen eliminirt, Wenn bagegen die Gleichung der Curve: 
((x,y)=0 (f) 
gegeben ift, und man fubflituirt die vorhergehenden Werthe von x,y hinein, 
fo erhält man eine Differenzialgleihung der zweiten Ordnung zwifchen & und 
ga, durd deren vrliftändige Integration zwei willfürlihe Conftanten einge- 
führt werden. In dieſem Kalle gäbe aber auch die dritte der Gleichungen (16) 
ven Werth von s mit zwei willfürlihen Conflanten, während dieſer Werth 
wegen ber willfürlichen Wahl des Anfangspunftes der Bogen nothwendig nur 
eine einzige willfürliche Conſtante geftattet. Nach einer ähnlichen Bemerkung 
Pk agrange bat Poiſſon dieſe Schwierigkeit auf folgende Weife be- 
eitigt. 
Wenn man die Öleihung CF) differenzirt und darin für dx, dy ihre 
Werthe ald Functionen von a fubftituirt, fo erhält man die Gleichung: 
af cos. — af sin. a) (pa gNla)da=0, " 
dx dy 


welche in bie beiden andern: . 
d df 
4 dia cCos. — — sin.dz 
Yyla--p =0 j 908. @ Free a—=o—0 
zerfällt, wovon fich bie erſte unmittelbar integriven laͤßt, und 
ga + p"a Z const. 


gibt; aber diefe Auflöfung genügt der Aufgabe nicht, weil daraus s — const, 
folgt. Die zweite Gleichung enthält ya nicht und iſt, wie die Gleichung 
(f), in Beziehung auf Y von der zweiten Ordnung. Wenn man alfo pua 
zwifchen diefen beiden Differenzialgleihungen der zweiten Ordnung eliminixt, 
fo erhält man eine Differenzialgleichung der erfien Ordnung, welde ein fin- 
auläres Integral von CF) tft, und wenn man nochmals integrirt, fo erhält 
man den Werth von ya und folglih den von s mit einer willfürlichen Con- 
ftanten. 


_ 336 _ 


6. 526. Das Syſtem der Gleichungen (16) iſt nicht das einzige, wel- 
ches man als der Gleichung (14) gleichbedentend betrachten kann, und es ik 
einleuchtend,, daß dieſer Gleichung duch das Syſtem ber partirulären Werthe: 

xuHto, yaVY1—arß, | 
worin a, a, B Conſtanten bezeichnen, genägt wird. Man genügt alfo auf 
der Gleichung (14) durch das Syflem der Ausbrüde: 
x=sya+tca, y=sVY 1 (ga)i +%a, (17) 
worin 9, X willfürlihe Yunctionen der Veraͤnderlichen & bezeichnen, welche 
ben abgeleiteten Gleichungen: 
0=spla+1, 0=— — + Ya (18) 
v1-(9e): 
genügen müflen. Die Gleichungen (17) und (18) laſſen ſich auch folgender 
maßen ausdrüden: 


va —=0, pa+-=0, 





woraus man fieht, daß bie erfie mit der vierten ibentifch wird, wenn man bie 
Function 9 fo beflimmt, daß fie der Relation: 


ga=—Ya.y 1-(2)' 
genügt. 


Zu gleicher Zeit wird die zweite Gleichung, welche die in Beziehung auf 
a genommene Ableitung der erften iſt, mit ber Ableitung ber vierten, oder 
mit der zweiten Ableitung der dritten Gleichung identiſch, die Function Y if 
eliminirt, und man hat zur Erfüllung ber Gleichung (14) das Syſtem ber 
drei Gleichungen: 
"=@—or +6)  ] 
x— a+(y— Ya)ya—0 1 (19) 
.— 1— (Wa)? +(y — Ya) Ya =0 
woraus erhellet, daß a, da und s refp. die zu den Aren ber x und ber y 
parallelen ECoorbinaten und den Krümmungshalbmefler ver Linie bezeichnen, 
welche die Linie, deren veränderliche Coordinaten z,y find, zur Evolute hat 
($. 190 und ſog 6. 334 und 6. 492). 
Wenn die Gleichung (14) durch die allgemeinere: 
dx dy\_ 0 
| u) 
erſetzt wärbe, fo erhielte man durch dieſelbe Analyfe ſtatt der Gleichungen 
(19) die folgenden: 
r(, Pe) =0, F_o, CE_o 
 ) 8 da 
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Bweites Kapitel. 


Weber die Integration der partiellen Differenzialgleichungen der erften 
Ordunng unter eudlicher Form. 


$. 527. Im 6. 166 und folg, haben wir gefehen, wie zwifchen einer 
Gleichung mit mehreren unabhängigen Beränderlichen und ihren Ableitungen 
willfürlihe Aunctionen eliminirt werden, und wie man durch dieſe Elimination 
anf eine partielle Differenzialgleihung fommt, welche eben vie Allgemeinheit 
hat, als die urfprüngliche Gleichung, welche das Integral berfelben iſt. Der⸗ 
ſelbe Gegenfland ft bei den Anwendungen auf die Theorie der krummen 
Slähen im Buche 4, Kap. 7 und 8 wieder ausführlicher zur Sprache ge= 
bracht, und es kommt jeßt darauf an, die allgemeinften Berfahrungsarten aus⸗ 
einander zu fegen, welche man anwendet, um von einer partiellen Differen- 
zialgleichung zu ihrem Integrale überzugehen, wenn fich dieſes Integral unter 
envlicher Form, oder in convergirenden unendlichen Reihen vermittelit ber be- 
Tannten analytiihen Hülfsmittel ausbrüden laͤßt. Uebrigens haben die par- 
tiellen Differenzialgleichungen, an und für fich und unabhängig von den Zu⸗ 
fälligfeiten ihrer Zorm, welche bewirken können, daß fie analytifche Integrale 
haben oder nicht, betrachtet, eine Bedentung und einen eigenthümlichen Werth, 
welche wir am Ende diefes Buches näher unterjuchen müflen. 


I. Bon der Integration der linearen Differenzialgleihungen ver erflen Orbnung. 


$. 528. Die Integration der partiellen Differenzialgleichungen der erften 
Ordnung, welche in Beziehung auf die darin vorkommenden partiellen Ahlei- 
tungen linear find, ift von Ragrange auf die Integration eines Syſtemes 
gleichzeitiger Differenzialgleichungen zurüdgeführt. Es fei: 


du da du da 
Kur tZE tg tet (2) 
die zu integrirende Differenzialgleihung und: 
F(ux,y,2,1,:.)=0 


das gefuchte Integral, wo u eine Function der a unabhängigen Veraͤnderlichen 
x, yy2,8,:2. und U,X,Y,Z, T,:c. beliebige Sunctionen ber n--1 Beränder- 
lichen u,x,y,2,t, 20. bezeichnen; fo hat man: 
dF dF du__ dF dF dua_,_ dF dE du 
KT ta oh 
folglich kann Die Gleichung (a) die Form: 
“ .dF dF aF dF dF 
U_-+X_+-Y-_—_ - Zz_—_- +- T— ._0 b 
mr at 54 75* ur“ (b) 
annehmen, umd bie Aufgabe iſt darauf zurüdgeführt, die Function F, welde 
der Gleichung (b) genügt, auf die allgemeinfte Weife zu beflimmen. 
Geſetzt, man hätte das in der continuirlichen Gleichung: 
da dx _ _dy _dz _dt 


— — — I m ic c 
uD-<xT ri” (e) 
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enthaltene Syſtem von u gleichzeitigen Differenzialgleihungen mit afler er- 

forderlihen Allgemeinheit: integrirt, fo kaun man ben Integralen folgende 

Form geben: ” 

(Yo... ) a,, F, (X, y, 2,t, ... u) S 2,,... 

hy. 0), (d) 

WO @,yAyy...2. die durch die Integration. eingeführten n willfürlichen Eon- 

ftanten bezeichnen, und man bat folglich: 

If, an... Hi df; df, df, — 


d d d d d 
Tr da + Z + at ar dt 











d d d d 
dr du + Pr ax fi dy 4 fr dz + our —o 
du dx dy dz dt 


oder wegen der Gleichungen (c): 
df df, af, af, df, _ 
UFE+X HF „tr22 +72 +e.=0 
df, af, df df, df, _ 
VEIT SHZU HT tem (ar) 


...„.oc.u..s 


df. dfn fa dfn df, — 
U m „yr: +T— +0.= 


.» „..e. ov.,c—.r 0 00 060 yo ee 0 


d 











du +% d rY dz dt 
Die n Functionen fr far... fa leiften alfo der Gleichung (b) Genüge, umd 
liefern eben fo viele particuläre Integrale der gegebenen Gleichung (a). 
Es iſt leicht einzufehen, daß eine willfürliche Function O ver Größen 
Firfare + Fa ebenfalld der Gleichung (a) genügt; denn wenn man bie erſten 
Theile der Gleichungen (d9, nachdem fie refp. durch: 


d® d® daD 
df, ! af, +++ 
multiplicirt find, zufammenabdirt; fo erhält man: 


d® dd, „dd „dd „dd _ 
U 7*x ar!" 42 7417 +0.=0. 
Das integral der gegebenen Differenzialgleihung ift alfo: 


Kfıfarfs h)=0, oder Fi = off, fa)ı 


wo O, ꝙ willfürlihe Functionen bezeichnen, und außerdem fieht man leicht 
ein, daß dieſes Integral alle erforderliche Allgemeinheit hat, weil man burd 
die Verbindung einer Gleichung mit ihren partiellen Ableitungen der erften 
Ordnung nur eine willfürlihe Function eliminicen Tann. 


$. 529. Wir wollen dieſe Analyfe auf die Differenzialgleihung mit drei 
Beränderlichen: 


ds dz 
x — —_— _ = 
AyrtYz=z ve Xp Yg=2 (1) 
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anwenden, und zuerfl annehmen, daß fich die Functionen X, Y, Z auf conftante 
Zahlen P,Q,R rebuciren, fo verwandeln ſich die Gleichungen (c) in: 
Rdx — Pd=0, Riyy— Qı—=0 
und führen anf;bie Integrale: — 
Rx — Pı=a, Ry—Qz=a,, (2) 
ſo daß die gegebene Differenzialgleichung (1) das allgemeine Integral: 
Rx — P-2 y(Ry — Q2) 
bat. Diefe Oleihung dharakterifirt die Familie der cylindriſchen Fläͤchen, und 
die Gleichungen (2) find die der geraden Erzengungslinien ($. 247). 
Wir wollen den Größen X, Y ihre conftanten Werthe P, Q laffen und 
zZ — x feßen, fo find die zu integrirenden Differenzialgleichungen: 
Pdy— Q@dx 0, zdx— Pdz=0, 
folglich: 
Py—QAx=a,, z—a,e, . 


und folglich bekommt das Integral ver gegebenen Differenzialgleihung bie 
orm: 


ze. g(Py— Qx). (3) 
Als letztes Beifpiel wollen wir endlich die Differenzialgleichung: 
prt+gy=nVxry (4) 
Shen fo haben wir bie Differenzialgleihungen mit zwei veränberlichen 
rößen: 


xdz = ndxV x2 _Ly2, xdy — ydx—0 
zu integriren. Die zweite gibt y=a,x, und bie erſte verwandelt ſich durch 
Subftitution dieſes Werthes von y in: 
dz= ndxV 1+e2, folglich: s n V’i+a «x-ha, 
und wenn man für a, feinen Werth febt: 
Va tp ze, 
Das gefuchte Integral it folglich: 
z-ıV x + y?2 + +(2)- 


$. 530. Das Eigenthümliche der vollfländigen Integrale (d) befteht 
barin, baß fie den Gleichungen (c) unmittelbar genügen, fo daß die aus ben 
Ableitungen der Gleichungen (d) gezogenen Werthe von du, dx, dy, dz, ıc. bie 
Gleichungen (c) iventifch machen, ohne dag man auf bie zwilchen den Ver⸗ 
änderlihen, u, x, y, s, ıc. durch dieſelben Gleichungen aufgeflellten Relationen 
zurücdzufommen braucht, und daß die Gleichungen (d) oder ihre Ableitungen 
den Gleichungen (c) genügen müflen, was für Wertbe man ben willfürlichen 
Eonftanten anch beilegen mag. Umgekehrt, wenn bie Gleichungen (c) fingu- 
läre Integrale: 


9,(&, J, 2 4...u)=0 ? (8) 
9, y, æ, t, ... u) =0,... pl yı th... a)=0N 
haben, fo genügen bie erbleitungen derfelben den Gleichungen (ce) nur in ſo 
fern, als man die durch die Gleichungen ( o) ausgebrüdten Relationen in 





— 


Betracht zieht, ober mit andern Worten, man muß die Gleichungen (0) mit 
ihren Ableitungen verbinden, um dem Syſteme der Gleichungen (c) zu ge⸗ 
nügen, 
g Hiernach genügt jede der Gleichungen (Ö) der Gleichung (b), ober ver 
Gleichung (a), wovon diefe eine Transformation ift; aber der Gleichung (b) 
wird nicht genügt, wenn man für F eine willfürlihe Function ber Größen 
Pr Parsrr Gar der eine willlürlihe Function nimmt, worin die Größer 
Pr Par Pan ale, oder zum Theil mit den Größen f,,fyr.. + fa alle oder 
zum Theil verbunden vorfommen. Die Gleichung (a) Tann alſo Fein anveret 
oolifländiges Integral Haben, als das, worin die Größen f,fzr-. + J. an 
ſchließlich unter dem Zeichen der willfürlihen Kunction vorkommen; aber fi 
wirb durch jede der Gleichungen (5) erfüllt, und biefe Gleichungen find vie 
fingulären Integrale der Gleihung (a), weil fie nicht in dem vollſtändigen 
Integrale enthalten find, 

Wir wollen 3. B. die lineare Differenzialgleihung ver erften Orkus 
mit drei veränberlichen. Größen: 


p-adtz-Yrtyrt9=j-ıtYetyte 6 
betrachten, deren Integration der ver gleichzeitigen Differenzialgleichungen: 
Y=—4—-ı+VYr{y4+s 
!=j—ıt+VYr+tyt+z 
fuborbinirt ift, wofür man: LcKa 
:—_1+ry, z+y)=xa+y)+ ( 47) 
ſetzen kann, deren vollſtändige Integrale: 
z=ıty+ta, s+y=2,x+a 
find. Das zweite biefer Integrale führt auf das finguläre Integral: 
2 -y+3=0. (9) 





Jede der Gleichungen: 
s— x— ya, _-ı +VYz2 +y+tz=a, 

gibt für p und q Werthe, welde, wenn fie in die Gleichung (5) ſubſtitnirt 

werben, dieſe Gleichung identiſch machen, und folglich iſt das vollſtaͤndige 

integral der Gleichung (5): 


-ı+YR+yt+ı=Ye—ı—y), 
wo Y% eine willfürliche Function bezeichnet. Dagegen gibt die Gleichung (6) 
für p md q Werthe, welde, wenn fie in die Gleichung (5) ſubſtitnirt wer- 
den, dieſer Gleichung nur in fo fern genügen, wenn man bie Gleichung (6) 
in Betracht zieht, um vie in ver Gleihung (5) vorkommende Wurzelgröße 
fortzufchaffen, fo dag die Gleichung (6) der gegebenen Gleichung (5) nur nad 
Art der fingulären Integrale genügt. 
Wenn man die Gleichung (4) auf die gleichbedeutende Form: 


Fl dEöDÄı0-——— dF_ 
try r® "+ —0 
bringt, jo ergibt fich ebenfo, daß die Gleichung: 


:+-y2=l0, 


oder das Syſtem der Bleihungen <= 0, 3 = 0 ein finguläres Integral 
derfelben ift. 
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6. 531. Es feien x, y, 2, 2c. u unabhängige Beränderliche, und u, v, w,:c., 
m + 1 Functionen diefer Beränderlihen, weldhe dem Spfteme der m-+1 
Iinearen partiellen —— der onen Drbnung: 


xe4ys® „+2 x. 


2x3 r* 27 . 
-+ + +# (A) 


Ww=X Ir ie + 
ꝛc. 
genügen muͤſſen, worin U, V, W, ꝛc.; X, Y, Z, ꝛc. beliebige Functionen aller 
abhängigen und unabhängigen "Beränberlichen bezeichnen. Ferner feien: 
F. Far fsı ... Fmta 


Zunctionen derfelben Beränderlihen, welche, für F an die Stelle gefeht, bie 
Gleichung: 


U Z+v2 + wI+x. 


— HZ te =0 (B) 


identiſch machen, ober vielmehr Functionen von folder Befchaffenheit, daß das 
Syſtem der gleichzeitigen Differenzialgleichungen: 
du dr dw__ dx dy dz 


UV — C— Tu IC, 


vw x Y Z 
die vollſtaͤndigen Integrale: 
f, — 8, J; — &,, J; — Ay. . = Smtn 

babe; fo Hat das Syſtem ber Gleichungen (A) die vollfländigen Integrale: 

D (Ysrfarfar ... fat) = 0, D(frfarfar .. mt) — 0, .. L (®) 

Darlfz fzıfar .. -Sntn) = 0 $ 
w ® ,®D,,... Da willfärliche Zunctionen bezeichnen. Bon biefem merf« 
würdigen le bat Jacobi folgenden Beweis gegeben: 
bezeichnen A,, Ayıe +. Ini Hülfsgrößen vom ſolcher Beſchaffenheit, 

daß das Berhältnig einer derſelben zu allen übrigen durch das Syſtem der 
m linearen Differerialcleihungn 


dd, een 


F Fa . Aa — =0 
+ d®, ah.. t- Ans Da — 0 (A) 
ꝛe. | 
beflimmt wird, und wir wollen der Kürze wegen: 
A, tr, rt... + hat eat 24 0 


ſetzen; fo erhalten wir, wenn wir jebe ber Steigungen O in Beziehung auf 
die unabhängige Beränderlige x vifferenzixen: 


d®, dd, du dd, dr d®ß, dw 
a Ta ıtr7 tm a 

















ud, d®ß, du dd, dv dd, dw 
— —  d() — — 0 — — 2. —ñ— 
dx + du dx * dv dx + dw dx + (©; 
dPapı + Dar ‚du, Das dr , ADası ie, 2.0 
dx du dx dv dx dw dx J— ) 


„dv d . . 
Wenn wir die Gleichungen A refp. mit 2 — ‚ ı. und bie Gleichung 


(A) mit = multipliciren, und die Probucte zufammenadbbiren, fo erhalten wir 
unter Berüdfichtigung der Zungen 9: 
da d® 2 Tan 
42 =—(n5 th ar... HA‘ =) 
und ebenfo würben wir finden: 


dd, dd, Dar 
42 =-(,7 dy +4, — 3 +-- .44 mtl dy ) . (8, 


an =—(i, Er 4,04... + Aa et) 


16. 
Aber da die für F gefehten Functionen f und folglich die Functionen © ter 
Gleichung (B) genügen, fo hat man Dee: 


rt teten a +0 











d 
7 tert — : +1 = 0 
— Datz ylßn RT, 


Multiplicirt man biefe Gleihungen vefp. mit A,, Az, ... Amy, und abbirt die 
Producte zufammen; fo erhält man bei Verũcſichtigung der —E (®!,): 
U- Kurt 2 24 ꝛc., 

c 
vd. 9. man kommt auf die erfte des Syſtemes der gegebenen Gleichungen wie⸗ 
der zurüd, und ebenſo bewieſe man, daß alle übrigen dieſer Gleichungen 

veriftcirt werben. 


Tl. Ueber vie Integration ver nicht linearen Diſſerenzialgleichungen der erſten Ord⸗ 
nung mit drei veränberlichen Größen. 


$. 532. Die für die Integration der linearen Differenzialgleichungen 
ber erfien Drbnung aus einander geſetzte Methode iſt von Lagrange auf 
beliebige Differenzialgleihungen der erſten Orbnung, aber blos von brei ver- 
änderlichen Größen erftredt. Es ſei: 
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x, J, 2,/ . ) 0 (f) 
eine Differenzialgleichung dieſer Form, welche wir fucceffive in Beziehung auf 
jede der unabhängigen Veränderlichen x, y differenziven wollen; fo "erhalten wir 
unter Berüdfichtigung der Bebingungsgleichung 2 -T : 

J 
_,d de__dE dp  df dp 
P is dx dp dx dq dy 


Mt Ad dd, Ag’ 1) 
Id dx dq dy 
und wenn wir hiermit die identiſche Gleichung: 
fd df_df dz df ds c) 


P Ip Tate 
verbinden, fo haben wir ein Syſtem von drei Gleichungen, zwiſchen den bei- 
den unabhängigen Veränderlichen x,y und den drei als Functionen berfelben 
betrachteten Beränderlichen z, p, q, welches biefelbe Form bat, als das Syftem 
(A) im vorhergehenden F. Die Integration der drei parbiellen Differenzial« 
gleihungen (f,) und (f,) ift alfo von der der vier gewöhnlichen Differenzial- 
gleihungen: 


df d\ dx df df df\ dy__d 
(+5 A 5 (3443 ——— (8) 
df d\ dp__ df df 
(e>+:, 7*75375 (8,) 
df a\ da__ d df 


abhängig, und. aus biefen vier Gleichungen folgt: 
df df df df df 
5*4 Jerez et a 1=0ı 
was auch der Fall fein muß, weil die Veraͤnderlichen x, y, 2, p, q durch bie 
Gleichung CF) mit einander verbunden find. Alsdann braucht man nur bie 
drei Gleichungen (g) und (g,) zu betrachten, welche nur die Veränberlichen 
x, y, 2, p enthalten, nachdem man für q feinen aus der Gleichung (f) abge- 
Ieiteten Werth als Function von x, y, s,p fubflituirt hat. Wenn wir ihre 
sollftändigen Integrale durch: 
I, Sy HP) =aı Sl yı Pa, Sl yızP)=a, (b) 
bezeichnen, fo ift die gegebene Gleichung (f), verbunden mit ben folgenden: 
PD UYıfuaf)=0ı O ), CH) 
worin O,„O, willfürliche Sunctionen bezeichnen, das Syſtem ber allgemeinen 
Integrale der Gleichungen (g), (g,). Aber die Allgemeinheit biefer Auf 
Yöfung muß befchränft werben, weil die Zunctionen p, q den partiellen Dif- 
ferenzialgleichungen: 
u 8 
P— ..: 177 y 
oder der totalen Differenzialgleichung: 
ds = pdx—-qdy (i) 
genügen müfjen. 
Cournot, Theorie der Kunctionen ıc. 35 
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5. 533. Aus den Gleichungen (N mb Ch) fan man bie Ausbräde 
von x, Y,Pı 4 als Kunctionen von 2, ar 8, 8, oder von 7) fur F N f, ab⸗ 
leiten, und wenn man die Größen x, y, p, q aus der Gleichnng (i) fortfchafft, 
fo erhält man die Relation zwiſchen /,, fzr fa, welcher die Bleihungen CH) 
genigen müflen, um als Integrale der gegebenen Gleichung betrachtet werben 
zu koͤnnen. 

Betrachtet man ann x, y, pr q als Functionen von =, f,, fa fz, ſo ver 
wandelt fich die Gleichung Ci) in: 


X 


—— — 


+ tete + u) 


Aber vermöge der Gleichungen (c) hat man: 
dx dy 


P 7m +49 78 1, (k) 
fo daß fich die vorhergehende Gleichung auf: 
Pf, + Pdf, + Pdf, =0 M 


reducirt, wenn man der Kürze wegen 
dx dy dx dy 
Par, Ir, 1* Pit N 


(=) 
dx dy 
— — _Pp 
p df, + q af, 2 


Ferner hat man: 
x 
ap," (? „+1: 
un af ar df, 
dp dx dq dy 
Auf, u Taf, 4)’ 
oder wegen ber Gleichung (k) einfacher: 
dP, dp dx dqg dy de dx da dy 
nt 7-6 ar)" 
und wenn man in bem zweiten Theile biefer Gleichung für: 
dx dy dp daq 
ds’ ds’ da’ ds 
ihre aus den Gleichungen (g), (g,) und (g,) gezogenen Werthe fubftituit, 
und außerdem der Kürze wegen 
p = +4 " =P 
ſetzt, fo erhält man: 


PP, _ MP, ge dx d dy de dp , di dq 
de ds 6 df, dy df, dp ti df, 


d& PR a 


arg 
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tionen von 2, far far fs, welche der gegebenen Gleichung genügen, fubftituirt 
hat, Hat man identiſch FO; folglich vebueirt fih die vorhergehende Glei- 
Kung auf: 

Aa, __ 1a 

Ph dz Op &' 
und ans bemfelben Grunde hat man: 
ia, _ 1a 1a’, _ 1 


[Jeder Pine Dir LE Tat ri DEF, 
woraus folgt, wenn man integrirt, und buch F,F,,F, Aunctionen von 


fırfar fs bezeichnet, welche die Veränderliche = nicht mehr enthalten: 


Syria S 4 ze WAR, 
P,=FRı/'", p, =, vv "", P,=F, nn 


Die mit der Gleihung (i) gleihbeveutende Gleihung (D redueirt ſich folglich 
nach der Hinweglaffung des gemeinfchaftlihen Factors auf: 
Faaf, F. df. +F,df,=0. (0) 

Wenn die Functionen fr far fs durch die Gleichungen Ch) beftimmt find, 
fo find die Junctionen P,, P,, P, vermöge der Gleichungen (m) befannt und 
durch die Hinweglaflung des gemeinichaftlihen Factors mit =, deſſen Eriftenz 
eben bewiejen ift, ergibt ſich ebenfo die Zufammenfegung der Functionen 
FR. FE, aus fir fo,fz, Alsdann laßt fich die totale Differenzialgleichung 
(0) immer durch das Eyſtem zweier Gleichungen mit einer willfürlichen Func- 
tion einer der Größen f,, f,, f, und mit ber Ableitung dieſer willfürlichen 
Function integriren, und auf biefe Weife erhält man das Syſtem aller par- 
kn Sntegrale, oder das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
gleihung. 


$. 534. Aber man kann dazu auch Fürzer gelangen; denn die Gleichung 
f, =», ift offenbar eine partieulare Auflöfung der Gleichung (n). Die Aufe 
Iöfung diefer Gleichung, worin a, eine Ennftante und f, eine befannte Func⸗ 
tion von x, y, z, p bezeichnet, gibt: 
| p=Y9(x,yı%8,), 
und alsdann hat man vermöge der Gleichung (N): 
1 *XE, y, 2,2,). 
Werden dieſe Werthe in die Gleichung (i) ſubſtituirt, fo machen fie den zwei⸗ 
ten Theil derſelben zu einem genauen Differenziale, weil ſie eine Auflöſung 
der gegebenen Differenzialgleichung geben müſſen. Wenn man alſo die Dif- 
ferenzialgleichung : 
de=y(x,y,3,a,)-dx + Y(x,yr2,2,)*dy 
nach der befannten Methode (6. 393) integrirt, fo erhält man eine Gleichung 
von der Form: 

F(x,y,2,2,,8,)=0, (0) 
wo a, eine durch die neue Integration eingeführte andere Conſtante ifl, und 
diefe Gleichung mit zwei willfürlihen Conftanten Ieiftet der gegebenen Glei⸗ 
dung, wovon fie ein particuläres Integral iſt, Genüge. 

Folglich iſt die Gleichung: \ 

F(x,j7,2,2,,w8,)=0, (w) 

35® 
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wo w eine willtürliche Function bezeichnet, auch ein Integral der gegebenen 
Differenzialgleichung, welche ebenfalls erfüllt wird, wenn man a, burd vie 
Gleichung: 


— + 12 oa,= (w*') 


als Function von x, y, = beſtimmt. Das Syflem ber Gleichungen (w) usb 
(w') vrüdt alfo wegen der darin vorkommenden willfürlichen Function (w) 
das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialgleihung aus, und jedes 
particnläre Integral wird daraus durch Elimination von a, zwifchen biele 
beiden Gleichungen, nachdem man bie willlürliche Function w particulanlirt 
bat, abgeleitet. 

Nach der Theorie der Umhüllung krummer Flächen (Bub A. Kap. 8) if 
far, daß die Gleichung (0) die Gleichung der umſchloſſenen Flächen tft, welde 
die Eigenfchaft haben, der gegebenen Differenziafgleichung Genüge zu leilten, 
während die Umbüllungsflächen, welche derfelben wegen der Unbeftimmtpeit der 
zwifchen ven beiden veränderlihen Parametern der umifchloffenen Flaͤche auf 
eine allgemeinere Weife Genüge leiſten, duch das Syſtem der Gleichungen 
(w), (w) ansgevrüdt werben, 

Die Familien der duch partielle Differenzialgleichungen der erflen Ort 
nung mit drei Veraͤnderlichen charakterifirten Flächen zerfallen alfo in zwei 
Gruppen. Die erfte Gruppe enthält die Flächen, deren charakteriftifche Dif- 
ferenzialgleihung in Beziehung auf die Eoefficienten p, q linear iſt, fo daf 
das allgemeine Integral durch eine einzige Gleichung mit einer willlürlichen 
Function gegeben wird und die Fläche durch die Bewegung einer Erzeugung 
Yinie entfteht, welche während ihres Yortrüdens zugleich ihre Form verändern 
fann. Die andere Gruppe enthält die Flächen, deren partiefle Differenzial⸗ 
gleichung Feine Iineare ift, woraus einerfeits folgt, daß das allgemeine Integral 
durch das Syſtem zweier Gleichungen gegeben wird, worin zugleich bie wil- 
Fürliche Function und ihre Ableitung vorlommt, und andererjeits, daß vie 


Flaͤchen, welche fie ausbrüdt, als ebenfo viele Umhüllungsflächen betrachtet 


werben konnen. Je nachdem bie gleichzeitigen Differenzialgleichungen, auf 
deren Integration die der gegebenen partiellen Differenzialgleihung zurüdge 
führt wird, algebraifche Integrale Haben over nicht, find auch die erzengenden 


oder characteriftifchen Linien algebraifehe Euren oder nicht; allein durch vielen | 


Nebenumftand wird an ber in Rede ſtehenden Eintheilung nichts geändert. 


$. 535. Wir wollen die vorhergehende Analyſe auf die partielle Dif. 
ferenzialgleichung : ' 
221 +p?+gq?)—R?=0 
anwenden, welche die Gleichung der Kanalflächen mit conflantem kreisformigen 


ncuitte iſt (F. 261), fo verwandelt ſich die Gleichung (g,) für dieſen 
all in: 


=: (p? + pe +P+9) 


* durch ihre Verbindung mit der gegebenen Gleichung ergibt ſich vie Glei⸗ 
ung: | 
dp R?dz 


m — nun en — — 


p z(R? — 22) 


| — 
U 


r 


deren Integral: 
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_ar(R—n) 


iſt, wo a? eine willfürlihe Conſtante bezeichnet. Die gegebene Gleichung 
gibt aldbann: 


p? 


„4-e)Bo) 


und die Gleichung (i) verwandelt fih in: 


— _ = adx +V 1—a? »dy, 
VR3_ 2 


woraus folgt, wenn man integrirt und durch 4 eine neue willkürliche Con⸗ 
ftante bezeichnet: 


— VR_neon+VY 1-—a ey+Pß. 
Wenn wir, wie es erlaubt ift, die Eonflanten verändern und 








— [EI a — — — —b 
via — 1—a: 
feßen, fo nimmt die vorhergehende Gleichung bie Form an: 
(—ax—b)? 


R? — 22 — ie 
. a 
und gehört je einem geraden Cylinder, welcher bie für die Kanalflächen mit 
conftantem Treisförmigen Durchſchnitte abwidelbare eingehüllte Fläche bildet. 


$. 536. Es wird nicht nutzlos fein, einige beionbere Fälle anzuführen, 
worin man das Integral fehneller, als nach der allgemeinen Methode erhalten 
konn. Es fei z. B.: | 

p=Hq 
Die gegebene Gleichung, welche einer durch bie Form ber gegebenen Function 
I Sarakterifirten Familie abwidelbarer Flächen angehört (6. 245 und S. 266), 
fo hat man: 
ds —= IIg »dx-t-gdy, 
uud wenn man theilweile integrixt: 
z—xlla + y—S(zl’g + y)dg. 
Damit die angezeigte Integration möglih wird, muß man: 
,  ala+-yı=gY4 

fegen, und alevann hat man: 


s=ıldat+tw—g4 
Das Syftem der Gleichungen: 
s—ılla > ay— ga, xll’a--y=ygla 
mit der unbeflimmten Eonftante a, der willfürlichen Function ꝙ und ihrer 
m ꝙ druͤckt alfo das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
gleihung aus. 
Es fer ferner die Gleichung gegeben: 
(pe) CAVy), 
ſo kann man ſetzen: 
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(ePy)=a=flyn). 
woraus folgt: 
p=f,&a, qa=fı(yıe) 
dz—f, (x,a)dx + f,(y,a)dy. 

Die theilweife Integration gibt: - 


dX _ dY 
.=Xi4r_/ + )deı 
wenn man ber Kürze wegen: 
xX=/f,(z,oa)d, Y=Sf,(ya)dy 


feßt. Das allgemeine Integral befteht folglich in dem Syſteme ber beiben 
Gleichungen: 


dX dy 
s—Ä-1Y—oga, tra paı 


wo @ eine willfürliche Function bezeichnet. 
Wenn man endlich die Differenzialgleichung: 
3? — pg=0 
Se ‚ 1 ginge ſchon ans ber Form verfeiben hervor, daß fie das particnlaͤre 
tegral : 


y 
z — Bert, 


hätte, wo a, 8 willfürliche Eonflanten bezeichnen, und folglich wird das all- 
gemeine Integral durch das Syſtem der Gleichungen: 


gegeben. 


$. 537. Wir haben bisher die Tagrange’fche Methode zur Integration 
ber partiellen Differenzialgleihungen ber erften Orbnung mit den Bervofl- 
fommnungen berjelben von Jacobi aus einander geſetzt. Wenn bie Tif- 
ferenzialgleihung in Beziehung auf die partiellen Differenziale feine Tineare, 
und die Anzahl der unabhängigen Veränverlichen größer als zwei ift, fo läßt 
fih die allgemeine Integration der partiellen Differenzialgleihungen noch, aber 
durch complicirtere Methoden, auf die Integration eines oder mehrerer Sy⸗ 
fieme gewöhnlicher Differenzialgleichungen zurüdführen. Ueber biefen Gegen- 
ftand kann man die Abhandlung von Pfaff in dem Bande der Abhandlungen 
der Berliner Akademie für das Jahr 1814, Erelle’s Journal der Math. 
Dvd. 2 und Bd. 13, und Liouville's Journal Bd. 3, wo man die neueren 
und fehönern Unterfuchungen von Jacobi, weldhe außerhalb ver Grenzen ber 
Elemente Tiegen, findet, zu Rathe ziehen. 


Drittes Raypitel, 


Meber bie Integration der partiellen Differenzialgleihungen böberer 

Ordnungen mit drei Veränderlichen unter endlicher Form. — Bes 

mierfungen über die fingulären und particnlären Sjutegrale der par⸗ 
tiellen Differenzialgleichungen. 





L Bon der Integration der partiellen Differenztalgleihumg ver zweiten Orbnung mit 
drei Beränberlichen, 


$. 538. Betrachten wir zunähft bie Differenziaigleichung ber zweiten 
g: 
Rr-S-- Tt=V, 
welche in Beziehung auf bie Ableitungen der zweiten Ordnung r, =, t linear 
it mb wo R, 8, T, V beliebige Functionen der Veränverlichen x, y, = und 
ver Ableitungen p, q bezeichnen, fo gibt die Elimination von r, t vermittelſt 
der Gleichungen: 
dp=rdx + sdy, dq=sdx + idy (a) 
bie Gleichung: 
Rapdy + Tdgdx — Vaxdy = s (Bdy? — Sdxdy 1 Tar?), 
Wir wollen einzeln: 


Rdpdy -1- Tdgdx — Vdydx == 0, (b) 
Rdy2 — Sdxdy 4 Tdx? = 0 (ec) 

feßen, mit diefen Gleichungen die Gleichung: 
dz —pdx-I- qdy (d) 


verbinden und annehmen, baß man biefen drei Gleichungen zwilchen ben fünf 
Beränderlichen x, y, 2, p, q durch Gleichungen von ber Form: 


ya Br da, SYS DZR, (eo) 
genügen kann; fo genügt die Gleichung: 
fh, = Yı (f) 


der gegebenen Differenzialgleihung, wovon fie ein Integral der erfien Ord⸗ 

nung ift, und wegen der Unbeſtimmtheit bes Zeichens ꝙ hat dieſes Integral 

alle erforderliche Allgemeinheit. 

z Zur Nachweiſung dieſes Satzes wollen wir bie Gleichung (o) auf vie 
orm: 

Ry'? — Sy + T=0 (e,)' 
bringen und eine ihrer Wurzeln mit y’, bezeichnen; fo verwandelt fih bie 
Gleichung (b) in: 

Ry’,dp + Tdq — Vy’,dx— 0, (b,) 
Die Ableitungen der Gleichungen Ce) find: 
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df af ar hm ır Tan 
a tr, dr, ds + ap de da dq=0 
a2 + Ta 0.4 Za+a=0, 
oder, wenn man y’, » für dy fett und ae, dq vermittef der Gleichungen 


CA) und (b,) fortfeafft: — 
af, jr f 54 t |dx 
& 4y, +e+% 4 + 2a 


+ 4. Ry', 2. M)u=o, 
FEAR ANRARERR AR le 


+(@- R I D)ar=0 


Diefe Ieften Gleichungen müffen Berti fein, weil nad der Vorausfeßung 
bie Gleichungen (e) das Syſtem ber Gleichungen (b), (c), (d) verificiren, 
und es iſt folglich einzeln: 


Her nt 


. €) 


rer nt 


Andererſeits gibt die Gleichung (): 
df df ER df 
— Fra Au Pie 


daher har Hana haar. 
=(;: dx-+ dy dy+ dz+ Fran + dh) fir 
und biefe verwandelt fih, wenn man für: 
1, fh I Mr Ha 


dx 'dp’dx’ dp 
ihre ans ben Bleihhimgen (d) und (e’) gezogenen Werthe febt, in: 
Ry' dp + Tdq— Vy/, dx=(dy — y',dx)®, (g) 
wenn man ber Kürze wegen: 


0=- [4 4%). ZA T m a Pf) 


ſetzt. Wenn wir für dp, dq ihre aus den Gleichungen (a) abgeleiteten Werthe 
in die Gleichung (g) wieder ſetzen; fo erhalten wir: 


(Ry’,r + Te— Vy!, + By )dx+ (By s + Ti— B)dy—0, 
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und da bie Beränberlichen x,y unabhängig find, fo muß einzeln: 
Ry,r +Ts— VYy, + Oy,=0, By s -t—P=0 
fein. Aber hieraus folgt, daß die Gleichung (c) der gegebenen Gleichung 
©enüge leiftet, welche Form die nr in D vorkommende Yunction 9 auch 
haben mag. Denn wenn man aus den vorhergehenden Gleichungen bie SBeribe 
von r,t als Functionen von s ableitet, nm Pr in bie gegebene Gleichung zu 
fubflituiren, fo verfchwindet D und es bleibt vie Gleichung: 
s(Ry'?, — Sy, +T)=0, 

welche identiſch iſt, weil y’, eine Wurzel der Gleichung (e,) bezeichnet. 

‚6. 539. Um dieſe Rechnung durch einige Beifpiele zu erläutern, wollen 
wir zuoörberfi annehmen, y fih die Enefficienten R, S, T auf Eonftanten 
reduciren, und daß V = 0 it; fo find auch die Wurzeln der Gleichung (c,) 
eonflante Zahlen m,, m,, und wenn man die erfle dieſer Wurzeln anwendet, 
fo erhält man für die Integrale der Gleichungen (6) und (ec): 


y—a,x=a, Rnp+Ty=a, 
woraus folgt, daß das erfte Integral ber gegebenen Differenzialgleichung if: 
Rm,p+ Ta=9,(y—m;,z). 
Ehenfo gäbe die Anwendung der Wurzel m,: 
Bn,p+ TI=9,(y—m;z). 
Wegen ber Relation m,m, = J laſſen ſich dieſe beiden erſten Integrale auf 


die Form: 





1 
Ptmg=nn- 9; —m,x) 
4 Ch) 
P+m4= nl —m2) 
2 
bringen, woraus: 
p=m,Y —mn,x)—ın,9(y—ı,x) 
ı=9y4— mn) — Yly— az), 

wo ber Kürze wegen: 

Pa—amz _ HI —ar _ un 

Rm, (m, —m,) mm) Rm,(m,—ım,) my mr) 
geies! iſt. Subſtituirt man biefe Werthe von p, q in bie Gleichung (d), fo 

mmt: 

de= (dy— m,dx) p(y—m,x)— (dy — m,dx).y(y—m,x), 
woraus folgt, wenn man integrirt und durch ©, I Functionen bezeichnet, 
deren Ableitungen bie willfürlihen Größen y, — I find: 

s=0d(y—nxs)+- P(y—m,x) (i) 

Die in dieſem Integrale ver gegebenen Differenzialgleihung vorkommenden 
er Zunetionen geben bemmtelben alle erforverliche Allgemeinheit. 
8 je: 


820, —— — 


R 
fo verwandelt fich bie gegebene Differenzialgleichung in: 
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die __ 2 d!z 


Freche dya’ (1) 
und ihr vollſtaͤndiges Integral if: 
s=0P(y—ar) + P(y-+ax) (2) 


Die Gleichung (1), welche das Gefeh der Transverfalfchwingungen einer 
elaftiichen Saite und das der Fortpflanzung des Schalles in einer cylınbrifchen 
Röhre ausdrückt, iſt die erfte partielle Differenziafgfeihung, deren allgemeines 
Integral man gefunden hat. Die Unterfuchungen der Geometer über die In⸗ 
tegration diefer Gleichung, worauf wir in dem folgenden Kapitel zurüdfonmen 
werben, haben die mathematische Phyſik begründet und einen neuen Zweig ber 
Analyfis heroorgernfen. 

Wenn das Glied V nicht Null wäre und bios bie unabhängige Beränber- 
Iihe x enthielte, fo müßte man zu den erſten Theilen der Gleichungen (h) 


das Glied — 15 Vax abbiren, und ſtatt ber Gleigung (i) haͤtte man 


alsdann: 
——— + Hrn) 


$. 540. Diefe Analyfe muß in dem Falle mobificirt werben, wo das 
Glied V die beiden Beränberlihen x,y zugleich enthält, fo wie in dem Kalle, 
wo die Zurgeln m,, m, einander gleich find, fo daß bie beiven willkürlichen 
Sunctionen ©, ‘Fin eine einzige zufammenfallen, und ber Werth von = nid! 
mehr die erforberlihe Allgemeinheit hat. Betrachten wir zunahfi ben erften 
all, fo iſt das eine der erſten Integrale: 


1 1 
p+m4—; [Va= in He) =myl—mn). 


Das Integral [Vdx ift in der Vorausſetzung genommen, daß: 
dy—m,dx=0, folglich y—mı=o, 
ift, fo daß man zuerſt dieſen Werth von y in V ſubſtitniren, Hierauf in Be— 
ziehung auf x integriren und dann für «, feinen Werth y— m,x feßen muß, 
wodurch man erhält: 


1 
fr“ =f(xvy—m,x), 


w f eine Defannte Function iſt, welche fih durch eine einfahe Ouadratur 
au ergibt. 

Subftituirt man den Werth von p, fo erhält man folglich die Gleichung: 
de (dy — md) + fy—m,n)ede--p(y—m,z).de, 
welde ſich integriven läßt, wenn man die beiben gewöhnlichen Differenzial- 

gleichungen: 
dy — m,dx==0 
de = [fs - + p(y—m,n)]de, 
zugleich integriven Tann. 
Die erfe gibt den Ausdruck: 
ITmX2— 4, (k) 


in Folge deſſen ſich die zweite in: 
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ds=}f[x,a, +(m, —m,)2] la, + (m, — ın,)x]}dx [d) 
verwandelt, und das Integral berfelben iſt: 

2 —F(xa,)— Ole, +m, —m)ij=ß, (m) 
wo 8, eine willfürlihe Eonflante, D eine willlürlihe Zunction und F eine 
befannte Function bezeichnet, welche fih durch eine Quadratur aus f ableiten 
läßt. Das Integral der gegebenen Differenzialgleihung ift 8, = Pa,, wo 
man für a,, P, ihre durch bie Gleichungen (k), (m) gegeben Werte fub- 
fituiren muß, und wodurch man erhält: 

= F(,y—nn) + Py—mn) + Py—m,n). 


. $. 541. Betrachten wir nun ben Fall, wo bie Wurzeln m,, m, ein⸗ 
ander gleich find, und nehmen der Einfachheit wegen VO an, fo haben 
wir, indem wir die jebt überflüffigen Indices binweglaffen: 

y—mı=o, dy=mdı, p-m=g9(y— mı)= ga, 
und die Gleihung (d) verwandelt fih in: 

dz=gyardı, und folglich s— xıyazß, 
fo daß die Relation A= Ya zum Integrale: 
s=xp(y— mx) V(y— mx) (u) 
ibt, und da die willfürlichen Aunctionen 9, IX nicht mehr in eine einzige zu⸗ 
ammenfallen, fo bat vieles Integral die erforderlihe Allgemeinheit. 
Diefes if anf die Gleichung: 

B?2r — 2ABs + A2t 0 
anwendbar, welche die Negelflächen ausdrückt, deren Erzeugungslinie zu 
einer Ebene Ax--By=0 parallel bleibt ($. 251) und bag — 
tegral iſt: 

xꝙ (Aax - By) -(Ax +By). 
Dieie partielle Differenzialgleichung derſelben Flächen iſt, wenn die Richt⸗ 
ebene die der xy iſt: 

q?r — 2pgs + pꝛu 0O. 

Die Gleichungen (e) und (b) werden alsdann: 

pdix-- gdyy=dz=0,. gdgp— pda =0, 
und wenn man fie integrirt, fo erhält man z=a,p= Bq, fo daß das erſte 
Integral der gegebenen Differenzialgleihung p— gyz if. Um das zweite 
Integral zu erhalten, fubftituirt man biefen Werth von p in bie Gleichung (d), 
wodurch man die Gleichung: 
dz == q(9z+dx + dy) 
erhält, deren Integration fich auf die der gewöhnlichen Differenzialgleigungen: 
ds=0, gQs+dx+ dy=0 

zurückführen laͤßt; aber vie Integrale dieſer Gleihungen find z=«,, 
xpa, +y=,ß,, fo daß das zweite Integral der gegebenen Differenzial- 


gleichung if: 
xy + y=%z. (0) 


6. 542. Endlich Haben wir im F. 250 für die partielle Differenzial- 
gleichung der Regelflächen mit geraden Richtlinien gefunden: 


x2r 4 2xys + y2t=0. 
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Die Gleichungen (c) und (b) werben in biefem Falle: 
" xdy — ydx=0, xdp + ydq=0 
und ihre Smtegrale find y=ax, p+-aq=P, woraus ſich: 


p+22=9 (2) 


als das erfte Integral ber gegebenen Differenzialgleichung ergibt. Subftiturt 
man, wie gewöhnlich, den Werth von p in die Gleichung (d), fo hat man: 


d«=gY ) .444 (d—2 4), 
was auf die Integration ber Differenzialgleichungen: 
xdy — ydı=d, de—9(2) «dx 0 


führt. Diefe Integration gibt y=a,x, ——xpa, —=Pß,, und man erhält 
folglich für das zweite Integral der gegebenen Differenzialgleichung:ı 


—— @ 


Zu bemerken if die Aehnlichkeit ver Form der Gleichungen (0), (0), (P)ı 
in fich alle auf den Fall der Gleichheit der Wurzeln der Gleihung (c,) 
eziehen. 


$. 543. Die im Vorhergehenden nah Monge aus einander gefehte 
Smtegrationsmethode, wovon wir eben verfähievene Anwendungen mitgetheilt 
haben, wird unbraudbar, wenn das Syftem ber Gleichungen (b), (ec), (A), 
worin im Allgemeinen die fünf veränderlihen Größen x, y, », p, q vorkommen, 
und welches man durch Klimination auf eine Differenzialgleihung zwilchen drei 
veränderlihen Größen zurüädführt, den Bedingungen der Integrabilität nicht 
genügt. Es fei z. B. die Differenzialgleichung: 


r——t— e— 0 (D 
gegeben, fo verwandeln fih die Gleichungen (c) mb (b)fürm, = +1 im: 
dy+d0, ap Fag ng; 


aber die Gleichung mit dp, dq, dx erfüllt die Bedingung ber Integrabilitaͤt 
nicht ($. 523), was für ein Zeichen man auch nehmen mag. Jedoch ifl das 
Integral der Gleichung (g) unter envlicher Form: 
=o(y+)+YPy— pP (vr — Ver gl, 

wie man ſich Teicht a posteriori überzeugen Tann, und die Theorie der Eon- 
firuction der partiellen Differenzialgleihungen zeigt, daß dieſes Integral wegen 
der beiden Zeichen der willfürlichen Functionen Y, & die erforderliche Allge- 
meinheit bat. 

I. Bon der Integration der linearen partiellen Differenzialgleihungen mit drei ver- 

aͤnderlichen Größen und von einer beliebigen Ordnung. 


$. 544. Bon den partiellen Differenzialgleihungen einer Höhern als der 
zweiten Orbnung wollen wir bier blos bie Iinenren Gleichungen mit drei ver- 
änderlichen Größen: 
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d’z B d?z d’z 





A Ten — EEE ...o 
dx® 4 dxe-idy dx®-24y2 + 
d@ z d’z 
.o.e.o G nn H — )s⸗ — 
* dxdy”-! + dy® 0 


betrachten, wo A,B,C,...G, H conflante Coefficienten bezeichnen. Wir 
wollen z= Y(y-t- mx) feten, fo kommt: 
dz2 d"z 


— — mi (») — — m 21 (n) 
u He 


und der gegebenen Gleichung gejchieht Genäge, wenn die CEonflante m eine 
der n Wurzeln m,,ın,,... m, ber ulgebraitähen Gleichung: 

Am’ 4 Bm1- Cm? +,,....+6na+H=0 (r) 
Pr Wegen der linearen Form der gegebenen Differenzialgleichung kaun man 
eßen: | . , 
s— 9. + mx) +9. rm) +. oe. 0 +8), 
WO Pr Pzr co. Pa verſchiedene willfürliche Yunctionen bezeichnen, und man 
überzeugt fich Teicht, daß diefer Wertb von = alle Allgemeinheit hat, welche 
Das Integral der gegebenen Differenzialgleichung geftattet. 


$. 545. Daſſelbe würde nicht mehr der Fall fen, wenn die Gleichung 
Cr) gleihe Wurzeln hätte, und z.B. m, = m, wäre; denn alsdann würben 
die beiven Functionen 9,, p, in eine einzige zufammenfallen. Aber wenn 
man in diefem Falle: 
s=p,(y+mx)4x9,(y+ m,x) 
fegt, fo hat man: 
dez | 
= zn’, + xp] Ham ip, 
d" 
vi mp, ) xp, 9] (an — 1)m,r29,09, 26, 
fo daß man durch Subflitution in bie gegebene Gleichung erhält: 
[Am ,* + Bm, !-+-....+ 6m, + Bj[y9,® +-x9,"] 
+ [Au + Bo — 1)n,24+....4+8H]9,00=0, 
woraus erhellet, daß dieſer Werth von z der gegebenen Gleichung Genüge 
leiftet, weil m, nach der Vorausſetzung eine boppelte Wurzel der Gleichung 
Cr) if. Dan kann alfo in diefem Falle 
=p,(ytmx)+x29,(y+m,x) 
+9,17 — mx) +....+ (7 - mx) 
fegen, wo die Anzahl der verfchiedenen willfürlihen Functionen — n bleibt. 


IM. Bemerkungen über die fingulären und particulären Integrale der partiellen Dife 


ferenzialgleichungen. 
$. 546. Betrachten wir eine partielle Differenzialgleihung ber erſten 
Drbnung: 
f(x, I, . ) 0, (N) 


welche von Wurzelgrößen und Brücen befreit ift, und es fei: 
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z = f(x,y). ) 
eine Aufloſung dieſer Gleichung, worin feine willkürliche Function vorkommt, 
und welche ein particulaͤres oder ſingulaͤres Integral ſein kann. Wenn fie ein 
particuläres Integral ift, fo kaun man das allgemeine Integral durch: 

= f(z,y)+:p (p) 
ansdrüden, wo ꝙ eine Function von x, y, € bezeichnet, welche für == 0 
weder verfchwindet, noch unenvlih wird ($. 477). Subſtitnirt man ın bie 
gegebene Differenzialgleihung, fo erhält man zur Beſtimmung bes vom ber 
Eonflanten & unabhängigen Theiles von ꝙ die Gleichung: 


af di d dd d 
trtrnn nt (9) 
worin fih die partiellen Differenzialevefficienten: 
0 df df di 
da’ dp’ dg 


auf den Werth = = F(x,y) beziehen, Uebrigens kann man ſich Teicht über- 
eugen, daß der von e unabhängige Theil von E diefelbe Anzahl willfürlicher 
Kunetionen enthalten muß, als der vollftändige Werth von 9, fo dag bie Be- 
trachtung dieſes Theiles von ꝙ hinreichend iſt, um die Natur der Auflöfung 
(f) kennen zu lernen. 
Wenn nun der Wert == f(x,y) gibt: 

df df | 

Frl 0, Fries 0, (pr d 
ohne daß daraus 


0 (z) 
dz 


folgt, fo kann man der Gleichung (Y,) nur Genüge leiften, wenn man @ = 0 
nimmt, fo daß die Auflöfung (/), da fie nicht auf die durch Die Gleichung 
(Y) angeveutete Weife vervollftändigt werden Tann, ein finguläres Integral 
der gegebenen Differenzialgleichung bildet. 

Die Beftimmung der fingulären Integrale befteht alfo in der Beſtimmung 
der Werthe von = ald Functionen von x,y, welche ben Gleichungen (f) und 
(pr D zu gleicher Zeit genügen, wenn man p,q zwiſchen diefen Gleichungen 
eliminirt, und außervem muß man fich überzeugen, daß diefe Werthe von z 
die Gleichung (=) nicht verificiren. 

Wendet man dieſes auf die Gleichung der Kanalflächen : 

22(14-p?+q?)—R’=0 
an, fo erhält man z2p==0, 224 = 0 für die Gleichungen (p, g), woraus 
man nicht = — 0 ableiten fannz denn die gegebene Gleihung würde nicht er- 
füllt werden, wogegen die Gleichung (2) verficirt würde; aber bie Auflöfun- 
sen p=0, ya=O führen auf das finguläre Integral 22 — R? — 0, 


$. 547. Wenn eine Differenzialgleichung ber zweiten Orbnung: 
f(x,yspyrst)=0 
gegeben wäre, fo führte dieſelbe Rechnung auf die Bebingungsgleichangen 
(p, q), und außerdem auf: 
U df de 


7*0, „I „= (t, 8, t) 
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fo daß die Elimination von p,q,r,e,t zwiſchen den Gleichungen (p,g), 
(Cr, s,®) und ber gegebenen Gleihung einen Werth von = als Function von 
x, y gäbe, welcder eine finguläre Auflöfung wäre, wenn derfelbe Werth von 
= nicht die Gleichung (=) verificirte. Wenn der Werth (f) bios die Glei⸗ 
dungen (r, e, $) verifteirte, fo Hätte man zur Beflimmung des von a unab- 
haͤngigen Theiles von 9 die partielle Differenzialgleihung der erfien Dronm 
(,) deren Integral nur eine willlürlihe Function enthalten könnte, fo dab 
die Auflöfung (f) nur ein von der Integration einer fingulären Auflöfung der 
erften Ordnung herrührender particulärer Werth wäre, weil fie nicht durch 
Hinzufügung zweier willfürliher Conftanten vervollfländigt werben fönnte, wie 
es die Ordnung der gegebenen Differenzialgleihumg fordert. 

Hieraus folgt, daß eine Differenzialgleihung der erſten Ordnung, welche 
zugleich der gegebenen Sleihung und den Gleichungen (r, s, t) genügt, ein 
finguläres Integral der erflen Ordnung iſt. 

Es ſei z. B. die Differengialgleihung der zweiten Ordnung: 

= 
2 — (dra — — = 
—@r) (pP, 7,)=0 8) 
gegeben, welche weder s, noch + enthält, fo redurirt fih das Syftem ber 
@leichungen (r, =, 1) auf: 


r—q (? — IT =(. 
Diefer Gleichung, fowie der gegebenen, wird genügt, wenn man 
3 

PT +x 
feßt, welches eine Differenzialgleichung der erfien Ordnung ifl, deren Integral: 

s=(1{+-x)g9y 
ik, wo @ eine willkürliche Function bezeichnet, und folglich if dieſe letzte 
Gleichung ein finguläres integral der gegebenen. 


6. 548. In gewiſſen Fallen ann man auch die particnlären Integrale 
der partiellen Differenzialgleichungen angeben, deren allgemeine Integrale nicht 
befannt find, oder überhaupt nicht unter endlicher Form erhalten werben kön⸗ 
nen, und bie fo erhaltenen particulären Integrale können, obgleich fie nicht 
die zu einer analytiſchen Aufldfung erforderliche Allgemeinheit haben, doch die 
Aufgabe, weldhe auf die partielle Differenzialgleihung geführt hat, in einer 
binreichenden Allgemeinheit Löfen. Geſetzt, diefe Gleichung wäre von der 
zweiten Ordnung und von der Form f(pqr,s,t)—=0, fo daß fie die Ber- 
änderlihen x, y, s nicht enthielte, und wir wollen außerdem annehmen, daß 
fie in Beziehung auf r,s, + homogen iſt; fo laͤßt fie fich, ungeachtet vieler 
Einfchränfungen, im Allgemeinen doch nur für gewifle Formen der Function 
(f) integriren. Aber wenn man von allen Flächen, welche dieſer Gleichung 
genügen können, nur die abwidelbaren, für welche p — lg if, in Betracht 
zieht, fo Tann man fegen: 

s— tlg, r=sl’y=t(M')%, 
fo daß nach der Subfitution dieſer Werthe von s und r in bie gegebene 
Gleichung, welche in Beziehung auf r, », & homogen ift, die Ableitung t daraus 
verſchwindet. Es bleibt alfo eine gewöhnliche Differenzialgleichung mit q, Ilq, 
d 
d 


=( 





D'q oder mit q,p, m „ durch welche man bie Function ZT mit einer willfür- 


% 
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lichen Conſtanten beſtimmt. Wird alsdann die Gleichung p— Ha integrirt, 
jo erhält man eine urfprünglihe Gleichung mit einer willkürlichen Suncion, 
welde Gleichung eine Zamilie der abwidelbaren Flächen ausdrückt, welden 
bie durch die gegebene Differenzialgleihung ausgebrüdte Eigenfchaft zukommt. 
Sp enthält 3. B. die Differenzialgleihung der zweiten Ordnung: 
Ad+gQ)r— 2p4(1 +p)ti=0 
der krummen Flächen, für weldhe die beiven Hanptfrümmungen einander gleich 





und von entgegengejeßtem Sinne find ($. 281), und deren Fläheninhalt zwi- 


fhen gegebenen Grenzen ein Minimum ift ($. 391), nur die Ableitungen ver 
erften und zweiten Ordnung, und iſt in Beziehung auf r, s, 4 homogen. Wenn 
man alfo unter dieſen krummen Flaͤchen diejenigen fucht, welche ſich im eine 
Ebene ausbreiten laſſen, ſo kommt man auf die Gleichung: 
(144g?) dp? — 2pgdpdg + (1 + p?)dg? =0. 5 
Um fie zu integriren, feße man p = mg + n, wo m,u Eonflanten bezeichnen, 
fo erhält man 1 m? + n2 220, welches gibt: 
P=m+(1+ mV -1. . ©) 
Ueberdies Teiften au die Gleichungen p= a, q=b ber Gleichung (4) 
Genüge und führen auf die allgemeine Gleichung der Ebene: 
2 ax-by 4e. (6) 
Wenn man das Verfahren im 6. 536 auf die Gleichung (5) anwendet, fo 
erhält man ein Integral, weldhes durch das Syſtem ver beiden Gleichungen: 


= ahmarzt tn‘ Inge) N 
y+uxZyla 

ausgebrüdt wird; aber es ift nicht möglich, ein reelles Reſultat daraus ab- 
zuleiten, wofern man nicht + m? —=0, ga==c,a — ce feht, und alsdann 
hat man blos die Auflöfung z — ec, welche nicht fo allgemein if, als bie 
durch die Gleichung (6) gegebene, obgleih das Syſtem der Gleihungen (7) 
wegen der darin vorkommenden willfürlihen Function ꝙ eine größere Allge- 
meinheit zu haben fcheint. Da übrigens eine der Hauptfrümmungen der ab- 
widelbaren Flächen Null iſt, ift einleuchtend, daß auch die andere verſchwinden 
muß, um ber einen durch Die gegebene Gleichung ausgedrückten geometrifchen 
Eigenſchaften zu genügen, und daß folglich nur die Ebene unter den abwickel⸗ 
baren Flächen eine reelle Auflöfung diefer Gleichung liefern Tann. 


Biertes Rapitel, 


Don der Integration der partiellen Differenzialgleichungen durch Neihen, 
und in&befondere der Linearen Differenzialgleichungen mit zwei umab: 
bängigen Beränderlichen und mit conſtauten Eoefficienten. 





$. 549. In dem vorhergehenden Kapitel haben wir gefehen, wie un- 
vollfommen die Berfahrungsarten find, durch welche man bie Integrale der 
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partiellen Differenzialgleihungen von einer höheren als von der erfien Ord⸗ 
nung in ben wenigen Fällen unter envliher Form beftimmt, wo dieſe DBe- 
ftimmung möglich iſt. Ueberdies ift das Problem der Integration nur dann 
wirklich gelöft, wenn man die in den. Integralen vorkommenden willkürlichen 
Functionen nad) den jeder Aufgabe eigenthümlichen Bedingungen ohne alle Be⸗ 
Tchränfung beflimmt hat, was oft unmöglich ift, ſelbſt wenn ſich das Zeichen 
der willfürlihen Function nur auf reelle Größen erſtreckt, aber um fo mehr 
unmöglich iſt, wenn durch die Integrationsmethoden Größen mit imaginären 
Kactoren unter diefes Zeichen getreten find. Auch Haben die Fortichritte der 
mathematifchen Phyſik es nothwendig gemacht, bie Rechnung mit partiellen 
Differenzialen aus einem andern Gefichtspunkte und zu einem andern Zwede, 
als zur Charakterifirung und Elaflificirung ver Kamilien der krummen Flächen 
u behandeln, weswegen die Geometer die Integrationsprobleme, welche fich 
ihnen darboten, auf eine andere Weile haben zu Töfen fuchen müflen, und es 
war natürlih, daß fie fih zu diefem Zwede des gewöhnlichften analytifchen 
Berfahrens, nämlich des Verfahrens der Reihenentwidelungen zuerft bevienten. 
Es ſei allgemein eine partielle Differenzialgleihung der nr Ordnung 
zwifhen der Function u und den nnabhängigen DVeränverlichen x, y, z, t, ꝛc. 
egeben, und wir wollen eine Hülfsveränderlihe 0 annehmen, welche auf 
irgend eine Weife aus x, y, z, t, ꝛc. zufammengefegt iſt; fo Fönnen wir bie 
Function u als in eine Reihe von der Form: 


a= 9 1-9 0 4 9,9 4x. (0) 


entwidelt, annehmen, wo die Erponenten a; eine zu= oder abnehmende Reihe 
eonftanter Zahlen bilden, während die Eoefficienten ©; unbelannte Functionen 
unabhängiger Beränderlicher find, deren Anzahl wenigftens um eine Einheit 
Heiner ift, als die der Beränderlichen, wovon u abhängt, Wenn man biefen 
Werth von a in die gegebene Differenzialgleihung fubftituirt, den erften Theil 
nach den Potenzen von 9 orbnet und die Coefficienten der einzelnen Glieder 
der Entwicelung gleih Null ſetzt; fo erhält man eine unendliche Anzahl von ge⸗ 
wöhnlichen oder partiellen Differenzialgleihungen, wovon jede eine unabhängige 
Beränderlihe weniger enthält, als die gegebene Differenzialgleihung, und 
wenn man dahin gelangt, daß man die allgemeinften Werthe von ©, a; er= 
hält, welche diefer Reihe von Bleihungen genügen; fo Ieiftet auch die Reihe 
9 ver gegebenen Differenzialgleihung auf die allgemeinfte Weile Genüge. 
Wenn man für 9 fucceflive jede der VBeränderlichen x, y, z, t, ıc. oder ver⸗ 
fchiedene Functionen derfelben nimmt, fo kann man für u mehrere verfchiedene 
Reihenentwickelungen angeben, welche aber jedesmal illuſoriſch find, wenn fle 
nicht auf convergirende Reihen führen, 

In diefen verſchiedenen Reihenentwicelungen können die anf bie allge- 
meinfte Weiſe beflimmten Coefficienten ©; nichts deſto weniger verfchievene 
Anzahlen willfürlicher Functionen enthalten, je nachdem man für © dieſe oder 
jene der unabhängigen Beränverlichen oder biefe oder jene Function berfelben 
genommen bat. Die Anzahl der willfürlichen Functionen, welde im biefem 
Eoefficienten vorfommen, Tann nicht größer, aber wohl Feiner als n fein. 
Wir werden dieſen Sab auf eine fehr einfache Weile darthun, wenn wir von 
der arithmetifchen Conftruction der partiellen Differenzialgleichungen handeln, 
und er wirb fi bei der in biefem Kapitel zu betrachtenden Beifpielen als 
wahr erweilen. 


$. 550. Das eben über die Entwidelung in Reihen durch die Methode 
der unbeflimmten Coefficienten Gefagte hat zum Zwede, der Theorie alle nur 
zu wünjchende Allgemeinheit zu geben; aber gewöhnlich braucht man zu ben 
Eournot, Theorie der Functionen ⁊c. 36 





560 


Keihenentwirkelungen nur den Tay lor'ſchen oder Maclaurin’ihen Lehrſatz 
anzuwenden, wo alsdann die Erponenten a; nad ber Reihe ber natürlich 
Zahlen fortlaufen. Es fei z. B. die Differenzialgleichung: 

da du 

— a — 

dt dx 
gegeben, fo gibt die Maclanrin’fche Formel: 

t du t? /d®n 12 d!n 

— — ol —- — J — — — — 1 
et la) tra) Fraser) Fer ® 


wo gx den Werth von u für = 0 und (7 den Werth der Ableitung 
0 


= für denfelben particnfären Werth 4 — O bezeichnet. Vermöge ver ge 
gebenen Gleichung hat man: 


da — du _ (x 
1). * ). ——— 


(=) =a —) za (=) = a?:gx, ik., 
dt? /o dxdt/o dx2/o 
und vermittelft diefer Werthe verwanvelt ſich die Reihe (1) in: 
u=gox+ ee Eh gu qux + ıc. 
1 1.2 1.2.3 


Aber der zweite Theil viefer letzten Gleichung iſt nichts anders, als bie 

Reihenentwidelung der Function ꝙ (x + at) nah den Potenzen von at, und 

Fo erhält folglich auf dieſe Weife das gefuchte Integral unter der emblichen 
orm: | 


u=g(x--.at), (2) 
wie man es nach der Methode im 6. 528 erhalten haben würde, Die Aunc- 
tion @ bleibt willkürlich, wie es der Fall fein muß. 

Wir hätten die Aunction a au durch den Taylor'ſchen Lehrſatz nad 
den Potenzen von t — t, entwideln fünnen, indem wir bie Conflante t, un 
beftimmt Tießen, um ben Ausnahmefall zu umgeben, welddem vie Maclaurin- 
Ihe Formel unterworfen iſt, wenn bie Entwidelung ber Function nach ben 
ganzen und pofitiven Potenzen der VBeränderlichen nicht mehr möglich iſt, und 
Yx würde alsdann den Werth der Function u bezeichnen, weldher dem par- 
ticulären Werthe tt, entſpricht. Der Einfachheit der Rechnung wegen 
werden wir aber immer ben Maclaurin’fhen Lebrfaß anwenden; denn eö 
ift, wenn man will, immer leicht, für die erhaltenen Reihenentwidelunger 
andere nach den Potenzen der um eine willfürlihe Conſtante verminderten 
Beränberlichen fortichreitende Reihenentwickelungen zu fubftituiren. 


$. 551. Entwidelt man z. B. das Integral der Differenzialgleichung: 
| =. © 
dt dx? 
nach den Potenzen von t und behält diefelben Bezeichnungen bei, wie vorhin, 
fo bat man: 


I 


du\ _ ,„ d?u in d3u n 
ro uk X, =) x, 5) X, ⁊c., 
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folglich : 
gt gut sg + U gu x. (4) 
1 1.2 1.2.3 


In diefem Beiſpiele kann man nicht, wie in dem vorhergehenden aus ber 
Reihenentwidelung des Integrales feinen Ausdruck unter enbliher Form ex- 
ſchließen, wenigftens nicht nach dem, was bisher darüber vorgelommen if; 
aber fo oft die Reihe convergent ifl, beflimmt fie den Werth von a als Func⸗ 
tion der unabhängigen Beränderlihen x, t, und dieſer Werth iſt nur von ber 
willfürlihen Function ꝙ abhängig, weldhe in jedem befondern Falle angegeben 
werden muß. 

Durch ein ganz ähnliches Berfahren fände man für den nad ben Po⸗ 
tenzen von x x entielten Werth von u bie Reihe: 





1.33 ot + 





1. > 34 rt (5) 
Die Gunetiouen rn a bleiben 35 eilig und bezeichnen refp. bie 
Werthe von u, — für x(, 


Um zn * daß die Integrale (A), (5) auf eins hinanslaufen, ob⸗ 
gleich das erſte nur die willkürliche Function px und ihre Ableitungen, dage 
en das zweite bie beiden willkürlichen Functionen ut, we enthält, entwickelt 
Koi fon die Functionen Dt, wi nach den Potenzen von 4 und ſetzt zu dem 
Zwede: 
t 


ar ——+D 
t 


— A! f a p! 
wt A+BI rC, ; + u 


fo dag fih die Gleichung (5) alsdann — in: 


x x? x3 
—A ı_ B 13 B____ 
a=mA+A4+B + naar‘ 


+I@+B!+0 +0. I +2) 


W=A-B +. 


1.2.3 


x+ 
i2341" 


4 T (+02 +xe)+ 
Bezeichnet man nun, wie es erlaubt # durch ꝙx die willkürliche zanction: 
A+AT +B re It gt 


ſo fällt ver ac Ep der vorhergehenden Gleichung mit ber Reihe (A) 
zufanmen, 


$. 552. Wenn man das Integral der Differenzialgleidhung : 
d?u 


dxdt = (6) 


vermittelt bed Maclanrin’fhen Lehrſatzes nach den Potenzen von t ent⸗ 
wickelt, jo erhält man: 
36* 
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ger. foriz- + //® dx? + af friert © (7) 


und unter diefer Form fcheint das integral nur von der willfürlichen Function 
px abzuhängen, welde den Werth von u für = 0 ausprüdt. Aber es iſt 
zu bemerfen, daß durch jede ber in ber vorhergehenden Reihenentwicelung 
unendlich vielen angebeuteten Integrationen eine willlärlihe Conſtante einge- 
führt wird, und daß das Syſtem bdiefer, reſp. durch veränderlihe Factoren 
multiplicirten Eonflanten einer pißfärlihen Function gleich zu achten ıfl. Denn 
man fann feßen: 


g—=A+yY,x 
[pri =B+A-+9,x 


SSyxiıx? =C+B- HAT + px 


Syria =D+C 


ꝛe., 

wo A,B,C,D,.. . willfürliche Conftanten und Y 1X 9,8%, PX &. Aunctionen 
bezeichnen, welche mit x verfchwinden. Durch die Subfkitution diefer Werthe 
in die vorhergehende Formel ergibt ſich: 


x2t2 


J J—— 


X 
1 
+B— +A,- 


at 9 


+92 +2 984, 2 *9;x +75 —z tr 


1? 
1.2.3 


+7 185 are 2. 5+? 


 B—-— +0 — +0 — 
ragt RI 
6 


Gebt man nun: 


2 t3 
B-+C — — ‚u t 


Heitenat +. 


i. ; 3. — 


1.2.3. — TITV.) 


ſo erhaͤlt man: 


t2 t?3 ti 
B—- - C—— 4D — — ‚= tdi = Wut 
ar a5 rt 12.31r* AZ v 
$3 830* 45 t 
B— — + — — pD — — tdi = WU t 
1337 13.3517 1.2.3.4.5 IA * Y 
ꝛc., 


ſo daß die Functionen dt, dt, dt, ıc. alte mit 4 zugleich verſchwinden und 
man dem Integrale die fymmetrifche Form 
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xt x2t2 x3t3 
—A401 4- — + —— aa, 
tra tanzt 

t t2 t? 
Bere et gg meh 


x x? x? 
r Yt + 7 vt4 vr 1.2.3 ’ pr ic. 
geben Fann. 
Wenn die Conftante A und die Furctionen Y,, &, willfürlih angenom- 
men find, fo werden alle übrigen Functionen p,, 5, Pzr W,, 20. durch 
Duadraturen erhalten. A ift ver Zahlenwerth von u frx—=(0, t= 0 und 


At g,x, A + %,t find die Werthe von a ald Functionen von x und von 
t, welche reip. t — 0 und x = 0 entipreden. 


.. $. 553. Die in den vorhergehenden 56 betrachteten partiellen Differen- 
ztalgleichungen waren lineare, und wir wollen nun die Gleichung (3) im 
$. 547, nämlich: 


d?z\2 (2 dz dz zZ —0 
3) dx? dy )(E-7 — 


betrachten, für deren ſinguläres Integral wir: 
3 (1 5) (8) 


gefunden haben. Ihr durch die Maclaurin’fche Formel nach den Potenzen 
von x entwideltes allgemeines Integral if: 


==yy +2 ort (ur — ) — v em] 
4-16, 


und wenn man es nach den Potenzen von y entwidelt, fo erhält man: 


+, (9) 





"x 


{x 
ix_ 

: (7 + ;) 
fo daß daſſelbe im erſten Falle von zwei willfürlichen Functionen %, w, und 
im zweiten Falle blos von einer willfürlihen Function z abhängt. 

Wenn man das Integral aus geometrifchem Gefichtspunfte als die Glei— 
Hung einer Ordnung oder Familie krummer Flächen betrachtet, fo kann man 
fagen, daß das finguläre Integral (8) diefelbe Auspehnung hat, ald das dur 
die Reihe (9) gegebene allgemeine Integral; denn wenn man vie Gleichung 
(8) particularifiren will, fo muß man die Curve z=gy, nad welder die 
Ebene der yz die frumme Fläche durchſchneidet, annehmen, und ebenfo braucht 
man, um bie Gleichung (9) zu particularifiren, nur die Enrve z — xx, welde 
der Durchſchnitt der krummen Fläche mit der Ebene der xz ift, anzunehmen. 
Die beiden Gleihungen charakteriſiren folglich zwei verfähiedene Familien frum- 
mer Flächen, wo in jeder die individuellen Flächen durch Bedingungen dere 
felben Art und von derfelben Anzahl beftimmt werben. 


6. 554. Die Entwicklung ter Integrale in Reihen durch die Aumwen- 
dung der Taylor'ſchen oder Maclaurin’ichen Formel, oder durch die zuerft 
angegebene allgemeinere Methode der unbeftimmten Coefficienten führt gemöhn- 
ih auf mühfame oder gar unausführbare Rechnungen, wenn die zu integri- 


y 
z=yt7° 
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rende Differenzialgleichung feine lineare ft, wie man ans dem Beifpiele im 
vorhergehenden 5 fieht, wenn man die Entwidelung über das dritte Glied 
hinaus fortfegen will. Dagegen nimmt die Reihenentwicelung des Integrales 
eine ebenfo merkwürdige als einfache Korm an, wenn die partielle Differen- 
ialgleichung eine lineare, mit drei unabhängigen Beränderlichen und mit con- 
Kane Eoefficienten iſt, und wenn in ihrem lebten Gliede, welches von ver 
unction und ihren partiellen Ableitungen unabhängig iſt, die unabhängigen 
Beränderlichen nicht vorkommen. 
Denn bezeichnet man die Function durch u und bie unabhängigen Ber- 
änderlichen mit x, und fabflituirt in die gegebene Differenzialgleihung den 
Werth: 


un Ce tRt (C) 
wo C eine willtürlihe Eonflanie und a, 4 unbeftimmte Parameter bezeichnen; 


⸗ 


fo verſchwinden die Erponentialgrößen und die fie multiplicirende Conſtanute C 
als gemeinſchaftliche Factoren, und es bleibt eine algebraiſche Gleichung: 
fa,d9)=0, " 2 
welcher die Unbeſtimmten a, 8 genügen müffen, wenn bie Gleichung (C) ein 
porticuläre8 integral der gegebenen Differenzialgleihung fein fol. Dieſer 
lettern wird wegen ihrer linearen Form folglich genügt, wenn man für a die 
Summe unendlich vieler partienlärer Werthe, wie (C), oder die Reihe: 
rt 4 C,errtos 4 c, +6, 


welche wir der Kürze wegen gewöhnlih buch: 
5. ce tA 
bezeichnen werben, und worin feine andern willfürlihen Größen, als bie 


Eoefficienten C, & vorkonmen, fubflituirt, wo bie Zahlen 4 vermittelt ver 
Gleichung (f) durch die Zahlen « beflimmt werben. 


$. 555. Wenden wir dieſes auf die Iineare Differenzialgleihung ver 
erfien Orbnung: 


dt dx . 
anz fo bekommt die Gleihung (f) die Form = aa + b, fo daß der ge- 
gebenen Differenzialgleihung Genüge geſchieht, wenn man: 

.= „pt * . care) 
nimmt. Für 6 0 gibt diefe Reihe: 

um F.Ce”, 

Es fei folglih px eine Kunction von folder Befchaffenheit, daß man, wenn 
man fie in eine Reihe von Erponentialgrößen ($. 114) entwidelte, 

Yx = 5 . Co” 
erhielte. Der allgemeine Werth von u iſt unter enbliher Form: 

umeyp(x-.at), 
wie ſich durch eine Vertauſchung der Buchſtaben der Formel (3) im_$. 529 
ergibt. Die Function 9 bleibt wegen ber Unbeftimmtheit der Coefficienten 


C, a willkürlich, und fie wird beflimmt, wenn man den t= 0 entfprechen- 
ben Werth von a als Function von x angibt, 





565 


Wenn man b — O0 febd, fo kommt man wieder auf bie Gleichung (2). 
Allgemein, wenn man eine partielle Differenzialgleichung von der Form: 


du _ 
zielt bu 


hat, wo [u] der Kürze wegen eine Iimeare Function der partiellen Ableitungen 
von u in Beziehung auf bie von t verfchiedenen Beränderlichen x, y, z,... 
bezeichnet; fo fann man u = vet feben, und man erhält die transformirte 
Gleichung mit v: 


d?u d?a 


—m—a? — (10) 


gegeben, fo verwandelt fih bie Gleihung (f) in B? —a2a?, woraus fich 
für 8 die beiden Werthe 8’ = aa, B" = — aa ergeben. Jedem Werthe von 
B entſprechen zwei verfchienene Reihen, welche ver gegebenen Differenzial« 
gleichung Genüge leiften, und particulaͤre Integrale berfelben find, und die 
Summe diefer beiden Reihen bildet das allgemeine Integral: 


e—= 3. te) | 5. u), 
welches mit dem Integrale unter enblicher Form: 


u=go(x-+-at) I (x — at), (11) 
was fi von der Formel (2) im 5. 539 nur durch die Wahl der Buchſtaben 
unterfcheibet, gleichbedeutend iſt. 

Hiernach muß fi das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
gleihung unter endlicher Form erhalten laſſen, und n verſchiedene willfürliche 
Sunctionen erhalten, wenn ſich f(a,ß) in n Iineare Factoren E— (ac + L) 
zerlegen läßt, und insbefondere, wenn die Function f in Beziehung auf tie 
unbeftimmten Größen a, 8 homogen ift, oder wenn die lineare Gleichung mit 
a Differenzialen nur partielle Differenzinle von verfelben Ordnung 
eniyält. 

Die in dem Integrale (11) vorfommenven beiden willkürlichen Kunctionen 
p, % laſſen fich Teicht beflimmen, wenn man zwei Functionen fx, fx angibt, 


wovon die erſte für € — 0 den Werth von u, und die zweite den von = 
ausdrüädt. Denn vermöge biefer Data hat man: 

gt tr, pi — pie l.pr. 
Dur die Integration der zweiten diefer Gleichungen erhält man: 


px — =. / fik=Frte, 


a 
wo Fx eine befannte Function von x und c eine willfürlihe Conſtante be⸗ 
zeichnet. Hieraus ergibt ſich: 
ꝙx I(fx -Fxı+c), Yı=!lk - Fr—c), 
und folglich Hat man bie Gleichung: 
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n= [f(x + at) Hi — a) Hit 9 — Pier), (12) 
woraus die willfürliche Conſtante e verſchwunden iſt. 


$. 557. Nehmen wir die bereits früher betrachtete Differenzialgleichung: 


du du 
785 (3) 


wieder, für welde fi die Gleihung (5) auf = a? reducirt; fo haben 
wir, je nachdem wie diefe Gleichung zur Fortfchaffung der Evefficienten 2, 
oder der Evefficienten & anwenden, die beiden Reibenentwidelungen : 
uramtet — - (13) 
u. GuV HR" + 2° Ga V Ft j (1%) 
Wenn man die Reihe (13) nach den Potenzen von * entwidelt, fo er- 
halt man die Reihe: 


— ax , $ ax t 
um=5e(Ce +73. Cate +75 


welche mit der Reihe (4) zufammenfällt, wenn man 3 + Ce” = gx febt, wo 
bie willfürlide Function x wieder den Werth von u für 10 bezeichnet. 

Ebenfo finde man, wenn man den zweiten Theil ber Gleichung (14) 
nach den Potenzen von x entwickelte: 


am Ill! LI. Ca" 
+7 R (F . CV Bieft __ 3.Ca V’Bae"t) 





. 5. Cote” +X%., 


+ =, (3-CiBief! LI. CABuoßi) 
x3 
+ 1.2.3 
Setzt man nım: 
VL Ct LFI. 
wt = 3°. CV Blef't — 3.04 —J 


ſo kommt man wieder auf die Reihe (5). Um zu zeigen, daß die beiden 
Functionen Y, wo willkürlich und von einander unabhängig find, wollen wir: 


FC, X. Cuoh“t CIt 
2 . c V’Blef Ip, 3. CuV Buck‘ 1 t 
ſetzen, woraus folgt: 


. (z . CIBIV. Bio‘ _35. CuBaV Buck”) Pæ. 





Vi Pr Ik, (15) 

ot Pr — It. (16) 
Statt diefer letzten Gleichung kann man feßen: 

ot P#—Ii, (17) 


wo w eine Function iſt, welche durch bie umgelehrte der Operation aus w 
abgeleitet wird, vermittelt welder die Funchionen P,, Il, vefp. aus ben 
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Brnchionen 7, IT abgeleitet werben. 9) Aus den Gleichungen (15) und (17) 
olgt: 
PK=idbt+4jwt, I=ibt— wit, 
fo daß die Functionen P, IT, und folglich vie Reifen 2 + Cio?t, X. Cuoſ 
immer beflimmt find, von welcher Befchaffenpeit die willkürlichen Functionen 
%ı, w aud, fein mögen. 

Wenn man die Reihe (13) nad den Potenzen von x entwickelt hätte; 
fo Hätte man 

— *. at x .X. art x 

u=2+.Ce +; &.Coe +77 
erhalten, und dieſe Entwidelung flimmt wieder mit der Reihe (5) überein, 
wenn man: 





.ErCose "1x, 


htm. c s=8!.Cae“' 


fegt; aber alsdann find die beiven Functionen ), w nicht mehr von einander 
unabhängig , fonbern es findet zwilchen ihnen eine Relation flatt, welche nad 
der obigen Bezeichnung durch wi = Y,t oder durch wt — Yt ausgedrückt wird, 
was auch darauf Hinausläuft, in den Gleichungen (15) und (17) die Function 
A=0 zu fegen. Die Reihe (13) muß folglich als das allgemeine Integral 
der Gleichung (3), oder als ein particuläres Integral betrachtet werben, je 
nachdem diefe Reihe von den Potenzen 1, oder nach den Potenzen von x ent- 
wickelt ift, oder was auf daſſelbe hinausläuft, je nachdem die darin vorkom⸗ 
menden willfürliden Parameter vermittelft des Werthes von u als Function 


von x für 1 — 0, oder vermittelft der Werthe von u und von ni als Inne⸗ 


tionen von t für x == 0 beflimmt werben. 

Es ift uns unbelannt, ob man biefe merkwürdige Eigenſchaft gewifler 
Reihenentwidelungen, daß fie zugleich ein allgemeines und ein particuläres 
Integral ausdrücken, fchon früher bemerkt Hat. Diefe Bemerkung winerfpricht 
fogar der Behauptung Poiffons, daß man die Reihe (13) fo entwideln 
fonne, daß fie mit der Reihe (5) identiſch werbe. *9) 








©) Aus der Gleihung I. Ce ur folgt: 
de, , 
2. (yet = —— , 2.) = KO. A, 


wo n eine beliebige ganze pofltive Zahl bezeichnet. Nach der Analogie kann 
man fchreiben: 





20er 
dıi 


und alsdann hat man vermöge biefer Bezeichnung flatt ver Gleichungen (16) 
und (17) die folgenven: 
wo OM—IN) DR 
di3 
als eine Folge aus der Entwidelung der Functionen in Erponenzialreifen 
ergebende Differenzial» und Integral ⸗Rechnung mit gebrodenen In— 


dices if der Gegenfland einer wichtigen Abhandlung von Liouville in dem 
2i. Hefte des Journals der volytenifihen Schule zu Paris. 


**) Theorie de la chaleur, p. 139. 


t.d=- M— IM. 
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5. 558. Wir wollen au die Differenzialgkeichung: 


da 
Ixt =u (6) 
wieder betrachten, welche für die Gleihung (7), adA=1, folglich: 
u=m:.c"tT (18) 


gibt, und wenn wir nach ben Potenzen von t entwideln: 
—— . Gz % 0) . en H . . oe 
Bm 8.042.204, 2 core 


Da man gx= 3 +Ce”: ſetzen kann, fo iſt Mar, daß dieſe Entwidelung wit 
der Reihe (7) übereinfliimmt- Nur find alle Glieder ber Reihe: 


ax x 
3. C—_=fpzir, PX = /[pxdx?, %., 


wenn bie Function ꝙ angegeben iſt und die Eoefficienten-C, a zu biefem 
Zwede felbft beftimmt find, ebenfalls volifländig beftimmt, fo daß die im ben 
Integralen Sypxdx, SSypxdx?, ıc. vorlommenden willfürlihen Eonflanten ſelbſi 
vollſtändig beftimmt find. Die Reihe (18) gibt alfo nur ein particuläres 
Integral der Gleichung (6) und Fein allgemeines oder vollfiänniges Integral 
berfelben, wie ©. 149 des eben angeführten Werkes gejagt wird, 

Die Gleichung (6) würde ebentalle verificirt, wenn man 


u=Asin. (œx Pt) B cos. (ax-- ft) 
feßte, wofern zwifchen den Parametern a, 4 die Bedingungsgleihung ad + 1=0 
fattfindet, umd folglich wird der Gleihung (6) genügt, wenn man 


, t t 
um [A sin. (02 — -) —+-B cos. (0x — —) 
ſetzt; aber dieſes iſt wieder nur ein particuläres Integral der gegebenen Dif- 
ferenzialgleihung , und felbfi dann, wenn man 
. t t 
u= 3.A sin. («x — Z) +3 -Beon. (arz — 7 


ſetzte, würde das Integral, wie man ſich leicht überzeugt, Feine größere All- 
gemeinheit haben. 


F. 559. Allgemein, da bie willfürkichen Conſtanten C, a, B ſowohl reell 
als imaginär angenommen werben fünnen, fo iſt Far, daß für jede Reihe von 
Erponentialgrößen eine Reihe von Sinuflen und Coſinuſſen fubftituirt werben 
kann, und umgekehrt. Die Natur der Aufgabe beftimmt die Natur ver Func⸗ 
tionen, welche in der Endauflöfung bleiben müflen, nachdem man alle will- 
fürlihen Conftanten beflimmt und die Zeichen des Imaginären fortgefchafft hat. 

Wenn die Gleichung (f) fo beichaffen wäre, daß vie Parameter a, PB 
nicht zu gleicher Zeit reell fein fünnen, fo wäre viefes ein Beweis, daß man 
ftatt gewiffer Erponentialgrößen Kreisfunctionen in die Reihe einführen müßte. 
Diefer Gall bietet fi 3. B. bei der Differenzialgleichung: 

du du 0 19) 
di? ! dr ( 


dar, auf welche fih die Gleichung (10) reducirt, wenn man der willfürlichen 
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Sonflante a den Wertb V — 1 beilegt , und man genügt diefer Gleichung, 
wenn man: 


‘ 
ua=23.(A' sin. ax +B‘ cos. a'zye® 


+ 3. (Au sin. ax + Bu cos. aux)e”® ' 
fest. Bezeichnet man durd fx und «= = die Werte von u und 2 für 


x 

t=0; fo hat man: 

Ze(A! sin.a'x +4 B! cos. ax) = I (fx + Fxr+c)) 

&+(A sin. GIx B“ cos. ax) = 4 (fx — Fx— c) \' 
wo c eine willfürliche Conſtante bezeichnet; und bie Functionen f, F mögen 
mathematifche oder empiriſche Functionen fein, wofern fie nur nicht unendlich 
werben, fo fann man nah den Formeln in Buch 5, Kap. 12°alle die Enef- 
ficienten A’, B', a'; Au, Bi, a“ doch immer fo beflimmen, daß ven vorher- 
gehenden Gleichungen Genüge geſchieht, wenigftens für Werthe von x, welche 
zwiichen gegebenen Grenzen liegen. 

Das Integral der Differenzialgleihung (19) wäre aljo nach ver Formel 

(12) unter endlicher Form: 


=; [fa + Vy+r@-ıV ZT 


(20) 


x v_n-— X— v_1 
‚Fort ber ‘ ij, 


wo das Zeichen F' diefelbe Bedeutung bat, wie in den Gleichungen (20), und 
dieſes Integral wird, wenigftens für die numeriſche Berechnung der Werthe 
von u illuſoriſch, wenn die Functionen f, F nicht durch algebraifche Formeln 


ausgedrückt werben, in welche man Werthe von der Form x + vi fo 
fubftituiren kann, daß die Zeichen des Imaginaͤren verſchwinden. 


6. 560. Die linearen partiellen Differenzialgleihungen mit conſtanten 
Coefficienten find befonders auf die Probleme der Mechanik und ber mathe- 
matiſchen Phyſik anwendbar, bei deren Auflöfung es geftattet ift, die Probucte 
und höheren Potenzen gewiſſer veränderlicher Größen ihrer Reinheit wegen zu 
vernachläfligen.. Zur Beflimmung ver in ben Integralen vorfommenden will. 
kürlichen Zunctionen muß man die anfänglichen Werthe gewiffer Zunctionen in 
der begrenzten Ausdehnung eines materiellen Syſtemes mit einer, zwei oder 
drei Dimenfionen beflimmen, wobei es nicht nöthig if, daß fich diefe Func⸗ 
tionen durch eine mathematifche Formel ausdrücken laſſen, fondern es ift bios 
erforderlich, daß fie in der Ausdehnung des materiellen Syftemes, für welches 
fie gegeben find, emdliche und beftimmte Werthe behalten, weil fie phyſiſche 
Größen ansprüden, welche nothwendig endlich und beflimmt find. Die Formeln 
im Rap. 12 des 5. Buches, fowie alle diejenigen, welche innerhalb einer be- 
grenzten Ausbehnung eine beliebige mathematifche oder empirifche Function aus⸗ 
drüden können, laſſen fi) alſo notwendig auf die Entwidelung der Integrale 
der partiellen Differenzialgleihungen, worin bie willfürlichen Funchionen nad) 
phyſiſchen Daten beflimmt werben müflen, anwenden. Dagegen find bie 
Reihenentwickelungen mit Erponentialgrößen nur anwendbar, wenn ſich bie 
anfänglihen willfürlihen Functionen analytifch ausbräden Iaffen, und alsdann 
vrüden fie die entwidelten Zunchomen für alle möglichen Werthe der Ver⸗ 
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Reihenentwickelungen nur den Tay lor'ſchen oder Maclanrin’fhen Lehriak 
anzuwenden, wo alsdann die Erponenten a; nach ber Reihe der natürlichen 
Zahlen fortlanfen. Es fei z. B. die Differenzialgleichung: 


du _ du 


a" 
gegeben, fo gibt die Maclaurin’fche Formel: . 
t da t? /d?u 43 d’a 
abe ae a 679 Baar ur 1 67-9 Bug ee ve 6 RG 


i 
wo gx den Werth von u für t0 und (= den Werth der Ableitung 
0 


* für denſelben particukären Werth = 0 bezeichnet. Vermöge der ge- 
gebenen Gleichung hat man: 


de\ __ n du — ao! 
n) (2). = y 
d’u d?u d?u 
(). =a en), = a? (5), = atgp''x, ı%., 
und vermittelft diefer Werthe verwandelt ſich die Reihe (1) in: 
u=gı+ “ .gx „at gu FE px 4x, 
1 1.2 1.2,3 


Aber der zweite Theil dieſer Yeßten Gleichung iſt nichts anders, als bie 

Reihenentwicelung der Function Y(x + at) nach den Potenzen von at, und 

Fo erhält folglich auf dieſe Weiſe das gefuchte Integral unter der endlichen 
orm: | 


u=go(x-at), (2) 
wie man es nach der Methode im 6. 528 erhalten haben würde. Die Func⸗ 
tion @ bleibt willkürlich, wie e8 ber Kal fein muß. 

Wir hätten die Aunction u auch durch den Taylor'ſchen Lehrſatz nach 
den Potenzen von t — t, entwideln können, indem wir bie Conflante t, un- 
beftimmt ließen, um den Ansnahmefall zu umgeben, welchem bie Maclaurin- 
ſche Formel unterworfen ifl, wenn die Entwicdelung der Function nach ven 
ganzen und pofitiven Potenzen der Veraͤnderlichen nicht mehr möglich iſt, unb 
px würde alddann den Werth der YZunction u bezeichuen, welcher dem par⸗ 
ticulären Werte 1 — t, entipriht. Der Einfachheit der Rechnung wegen 
werben wir aber immer den Maclaurin’fchen Lehrſatz anwenden; denn ed 
ift, wenn man will, immer leicht, für die erhaltenen Reihenentwickelungen 
andere nach ven Potenzen der um eine willfürlihe Conflante verminderten 
Beränderlichen fortichreitende Reihenentwickelungen zu fubftituiren. 


$. 551. Entwidelt man z. B. das Integral der Differenzialgleihung: 
du _ diu (3) 
dt dx? 
nach den Potenzen von t und behält dieſelben Bezeichnungen bei, wie vorhin, 
fo bat man: 
du 
dt 


du 


= g"x —jı = ogrx au = XR,X 
0 ' dt? 9 ! des 57 [ii 
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folglich : 
3 


In dieſem Beifiee kann. man nit, wie in em vorhergehenben aus ber 
Reihenentwidelung bes Integrales feinen Ausdruck unter endlicher Form er- 
fließen, wenigftens nit nad bem, was bisher darüber vorgelommen iſt; 
aber fo oft die Reihe convergent ift, beflimmt fie den Werth von a als Func- 
tion der unabhängigen Beränberlichen x, t, und biefer Werth iſt nur von ber 
willfürlihen Function ꝙ abhängig, welche in jedem beſondern Falle angegeben 
werden muß. 

Dur ein ganz ähnliches Verfahren fände man für den nah ven Po— 
tenzen von x eumwidelten Werth von u bie Reihe: 


.=a+7 04 — a 7 az et >34 Wut + 20. (5) 
Die Ganetionen * bleiben Pr willkuͤrlich und bezeichnen refp. die 
Werthe von u, — für x—(. 
Um zu —* daß die Integrale (4), (5) auf eins binanslaufen, ob- 
gleich das erſte nur die willkürliche Function x und ihre Ableitungen, dage⸗ 


en das zweite bie beiden willkürlichen Functionen ut, wt enthält, entwidelt 
Feitfon 19 on die Functionen bt, we nad ben Potenzen von t und ſetzt zu dem 





t 


=A+BI+C, 3t? te 


t 
wet AB rC, 157 te. 


fo daß fi) die Gleichung (5) aeram —— in: 


——— + 843 —+cC 


x+ 
1. 33 at eat" 


3 
Harniteige +) 


+77 (+02 +x)+ 
Bezeichnet man u, wie es — durch gx die willlürliche zunetion⸗ 
A+ANZ +B — te y +0,94 gti 


fo fällt der wei fer ber vorhergehenden Gleichung mit ber Reihe (4) 
zufanmen. 


$. 552. Wenn man das Integral der Differenzialgleichung: 
ou __ (6) 
dxdt 


vermittelt des Maclanrin’fhen Lehrfapes nah ven Potenzen von t ent⸗ 
wickelt, jo erhält man: 
36* 
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=gp+, Sprit * — v + rl kuss (7) 


und unter diefer Form fcheint das Integral nur von der willfürlichen Function 
x abzuhängen, welche den Werth von u für = 0 ausdrüdt. Aber es fl 
zu bemerfen, daß durch jede ber in der vorhergehenden Reihenentwickelung 
unendlich vielen angedeuteten Integrationen eine willfürlihe Conſtante eimge- 
führt wird, und daß das Syſtem diefer, refp. durch veränderlihe Factoren 
multiplicirten Conſtanten einer wilffürlichen Function gleih zu achten iſt. Dem 
man Tann ſetzen: 


ge=A+gY,x 
Sorix=B+A- 4 9,x 





Avxda: SCHBI+A TH g,x 
— x x? x3 
De —D+terB-— tA, tr pr 


1%, 
wo A,B,C,D,... wilffürlihe Conflanten und @,x, @,x, @,x, x. Functionen 
bezeichnen, welche mit x verfhwinden. Durch die Subſtitution dieſer Werthe 
in die vorhergehende Formel ergibt fich: 
nad. EEE) 
— taz (1.2.3)2 ' 
t? 


t 1? 
Feet erg tg atrete 


+Birc “ —D “ +ı 
1 1.2 1.2.3 j 


+.) 


x? (B 43 +C t?+ D 16 
+753%17353 i231ır 13317135;r) 


”(B t2 460 13 +D t+ 
+,#75 1.2.3 1.2.3.4 


1:6, 
Sept man nun: 
BI+C I +D — — the 
‚2 1.2.3000 


fo erhält man: 
B +0 _1D — — ı4n=/ viay,ys 
3a aa’ Tr3ar =/ yıdzıy, 


— +0 td,  =f vzy 
1.2.3 1.2.3.4 — 2 mn 
or 


ſo daß die Functionen dt, d,t, dt, 2c. alle mit t zugleich verſchwinden und 
man dem Integrale die fymmetrifche Form: 
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A - BE ae za 
eat team Fan 


t 1? 13 
+9,x+ ri Die ur DR Zu ie a ur ver a Zuke een 


Hꝛec.) 





x x? x3 
+%ıt+ T' b,t+ 13‘ pt 1233‘ vr. 
geben kann. 
Wenn die Conſtante A und die Functionen p,, %, willfürlih angenom- 
men find, fo werden alle übrigen Yunctionen p,, Wr Pzr V,, ꝛe. durch 
Duabraturen erhalten. A ift der Zahlenwerth von u für x=0U, t — 0 und 


A — P, x, A + %Y,t find die Werthe von a als Functionen von x und von 
t, welche refp. 6 — 0 und x == 0 entfprecdhen. 


$. 553. Die in den vorhergehenden 88 betrachteten partiellen Differen- 
ztalgleichungen waren lineare, und wir wollen nun die Gleichung (3) im 
$. 547, namlıd: 


d?z\2 (2. dz dz 2 —0 
ee) (a) Eu) 


betrachten, für deren finguläres Integral wir: 
s—(1+x)gy (8) 


gefunden haben. Ihr durch die Maclaurin’sche Formel nah den Potenzen 
von x entwideltes allgemeines Integral if: 





— — — 


2* — -oy+ (ar —Y) [ut vw wy ur 
4-16.) 


und wenn man es nach den Potenzen von y entwickelt, fo erhält man: 


ya 4+2.— — +0, (9) 
X 
2 (2° 7) 
1i+x 
fo daß daſſelbe im erſten Falle von zwei wilffürlichen Kunctionen %, w, und 
im zweiten Falle blos von einer willfürlihen Function x abhängt. 

Wenn man das Integral aus geometriichem Gefichtspunfte als die Gler- 
hung einer Ordnung oder Familie Frummer Flächen betrachtet, fo kann man 
fagen, daß das finguläre Integral (8) diefelbe Ausvehnung hat, als das durch 
die Reihe (9) gegebene allgemeine Integral; denn wenn man tie Gleichung 
(8) particularifiren will, fo muß man die Cure z=gy, nad) welcher die 
Ebene der yz die Frumme Fläche durchſchneidet, annehmen, und ebenfo braucht 
man, um die Gleichung (9) zu Yarticularifiren, nur die Curve z — xx, welche 
der Durchfchnitt der Frummen Klähe mit der Ebene der xz iſt, anzunehmen. 
Die beiden Gleichungen harakterifiren folglich zwei verſchiedene Familien frum- 
mer Flähen, wo in jever die individuellen Flächen durch Bedingungen der⸗ 
felben Art und von derſelben Anzahl beftimmt werben. 


x 





6. 554. Die Entwickelung ter Integrale in Reihen durch die Auwen- 
dung der Taylor’fhen oder Maclaurin’ihen Formel, over durch die zuerft 
angegebene allgemeinere Methode der unbeftimmten Coefficienten führt gemöhn- 
fih auf mühſame oder gar unausführbare Rechnungen, wenn die zu integri⸗ 
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rende Differenzialgleichung Feine lineare iſt, wie man ans dem Beifpiele im 
vorhergehenden 5 fieht, wenn man die Entwicelung über das dritte Glied 
hinaus fortfegen will. Dagegen nimmt die Reihenentwidelung des Integrales 
eine ebenfo merkwürdige als einfache Korm an, wenn bie partielle Differen- 
ialgleichung eine lineare, mit brei unabhängigen Beränberlichen und mit con- 
hate Coefficienten ii, und wenn in ihrem lebten Gliede, welches von ver 
unction und ihren partiellen Ableitungen unabhängig iſt, die unabhängigen 
Beränderlihen nicht vorkommen. 
Denn bezeichnet man die Function duch u und bie unabhängigen Ber- 
ee mit x, t und fnbflituirt in die gegebene Differenzialgleihung ven 


u ce ret (C) 
wo C eine willlürliche Eonflanie und a, 8 nubeflimmte Parameter bezeichnen; 
fo verfchwinden die Exrponentialgrößen und die fie multiplicirende Conftante C 
als gemeinſchaftliche Factoren, und es bleibt eine algebraifche Gleichung : 

fla,#)=0, " [N 
welcher die Unbeſtimmten , 4 genügen müflen, wenn die Gleihung (C) ein 
particuläred Integral der gegebenen Differenzialgleihung fein fol. Diefer 
letztern wird wegen ihrer linearen Form folglich genügt, wenn man für u bie 
Summe unendlich vieler partieulärer Werthe, wie (C), oder die Reihe: 


rt 4 q,ortPst + tt, 
welche wir der Kürze wegen gewöhnlich durch: 
> CerrR 
bezeichnen werben, und worin feine andern willfürlihen Größen, als die 


Coefficienten C, & vorkommen, fubflituirt, wo bie Zahlen 3 vermittelft ver 
Gleichung (f) durch die Zahlen « beflimmt werben. 


$. 555. Wenden wir biefes auf die Iineare Differenzialgleichung der 
erfien Ordnung: 
du du 
atr | 
an; fo bekommt die Gleichung (f) die Form = an + b, fo daß ber ge- 
gebenen Differenzialgleihung Genüge gefchieht, wenn man: 
—_ „dt 5. cat) 
nimmt. Für 4 0 gibt diefe Reihe: 
um 3.Ce”, 
Es ei folglich px eine Function von folder Befchaffenheit, daß man, wenn 
man fie in eine Reihe von Erponentialgrößen ($. 114) entwidelte, 
gx=5%.Ceo” 
erhielte. Der allgemeine Werth von u ift unter enbliher Form: 
uzmep(x--at), 
wie ſich durch eine Vertauſchung der Buchſtaben der Formel (3) im $. 529 
ergibt. Die Function 9 bleibt wegen der Unbeflimmtheit der Coefficienten 


c, a willtürlih, und fie wird beflimmt, wenn man den = 0 enffprechen- 
den Werth von a als Function von x angibt. 
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Wenn man b = 0 feh®, fo kommt man wieder auf die Gleichung (2). 
Allgemein, wenn man eine partielle Differenzialgleichung von der Form: 
n — [u] + bu 
hat, wo [u] der Kürze wegen eine lineare Function der partieflen Ableitungen 
von u in Beziehung auf die von t verfchiebenen Veränderlichen x, y, z,... 
bezeichnet; fo kann man u ve?! fehen, und man erhält bie transformirte 
Gleichung mit v: 


$. 556. Es fei die Differenzialgleichung der zweiten Ordnung: 


d’u a d’u 


Free Fer: (10) 


gegeben, fo verwandelt fih die Gleihung (f) in dB? —a?u?, woraus fi 
für 5 vie beiven Werthe B'= aa, B" = — aa ergeben. Jedem Werthe von 
B entſprechen zwei verfchievene Reihen, welche ver gegebenen Differenzial« 
gleihung Genüge Ieiften, und particuläre Integrale vderfelben find, und bie 
Summe dieſer beiven Reihen bildet das allgemeine integral: 


2*. Gate) +I.C nee) 
welches mit dem Jutegrale unter enbliher Form: 


u=gy(x+a) 4 U(x — al), (11) 
was ſich von der Formel (2) im $. 539 nur durch die Wahl der Buchſtaben 
unterfcheinet, gleichbedeutend iſt. 

Hiernah muß fih das allgemeine Integral der gegebenen Differenzial- 
gleihung unter endlicher Form erhalten laſſen, und n verſchiedene willfürliche 
Bunctionen erhalten, wenn fih f(a, 6) in n lineare Factoren d— (aa + L) 
zerlegen läßt, und insbeſondere, wenn die Function f in Beziehung auf tie 
unbeftimmten Größen a, 6 homogen ift, oder wenn die lineare Gleichung mit 
a Differenzialen nur partielle Differenziale von derſelben Ordnung 
enthält, 

Die in dem Integrale (11) vorkommenden beiden willfürlichen Kunctionen 
p, % laſſen ſich Teicht beftimmen, wenn man zwei Yunctionen fx, fx angibt, 


wovon die erfle für € — 0 den Werth von u, und die zweite den von = 
ausdrüdt. Denn vermöge biefer Data Hat man: 
Yx+-Yx—kk, pi ye=leps. 
Dur die Integration der zweiten diefer Gleichungen erhält man: 
ꝙx - Ux =  / feik= Fr te, 
wo Fx eine befannte Function von x und c eine willfürliche Conſtante be- 
zeichnet. Hieraus ergibt fi: 


gs=4(x+-Fx-+c), =! - Fxr—c), 
und folglih Hat man vie Gleichung: 





Bann ge —— 
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n=ilffx+ a) +fx— a) Fix +29 — F(x— a)], (12) 
woraus die willfürliche Conſtante c verfchwunden iſt. 


$. 557. Nehmen wir die bereits früher betrachtete Differenzialgleichung: 

du du 

wieder, für welche fich die Gleihung (/) auf P= a? rebucirt; fo haben 

wir, je nachdem wir diefe Gleichung zur Fortichaffung ber Eoefficienten 2, 
ober der Evefficienten & anwenden, die beiden Reihenentwidelungen : 

u}: ceteit ' (13) 

u? GuV AH +2° GuV Pr j (14) 


Wenn man die Reihe (13) nach ven Potenzen von t entwidelt, fo er- 
hält man die Reihe: 
=: + 2.2 Can 4 


welche mit der Reihe (4) zufammenfällt, wenn man 3 + Ce” = ox febt, wo 
bie willfürlihe Function gx wieder den Werth von u für 60 bezeichnet. 

Ebenfo fände man, wenn man ben zweiten Theil ber Gleichung (14) 
nach den Potenzen von x entwirdkelte: 


a=!-cef'ıL > Cu 
+7 . (3 . CV Bet 3.Cıu V Bu") 


.3.Carte” +, 





. 7 EB 27,7. 7,0 
x3 
+ 1.2.3 
Setzt man mn: 
VL Ct 3. Cut, 
wt = 23° CV 'Bieft — 3.C4 V Bus”, 
jo kommt man wieder auf bie Reihe (5). Um zu zeigen, daß bie beiben 
Tunctionen %, w willlürlih und von einander unabhängig find, wollen wir: 
I.cie! = Pi, 3« Cu" — Ih 
3. V Bet Pr, 3.CuV ft Ilt 
fegen, woraus folgt: 


(2 OBV Bft 3. CuBuV Zueh") + x. 





Vu Pk Mk, . (15) 

ot Pr Il. (16) 
Statt diefer legten Gleichung kann man feben: 

ot W#—Ik, (iD 


wo w eine Function ift, welde durch bie umgefehrte der Operation aus w 
abgeleitet wird, vermittelt welcher bie Functionen P,, I, vefp. aus ben 
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Ennctionen 7, I abgeleitet werben. ) Aus ven Gleichungen (15) und (17) 
olgt: 
Pz=iyt+4wt, Ik=idvi— iwt, 


fo dag die Functionen P, IT, und folglich vie Reifen 2 Cred!, X. Cuoß“i 
immer beflimmt find, von welder Beichaffenheit die willfürlichen Kunctionen 
ı, w auch fein mögen. 

Wenn man die Reihe (13) nach den Potenzen von x entwidelt hätte; 


fo Hätte man 
2 2 2 2 
u=3.Ce*'+ 2 ErCae 4 So Care 4x. 


erhalten, und viefe Entwicelung flimmt wieder mit der Reihe (5) überein, 
wenn man: 


uH=23: ce, wt— 2 + Cae“ ' 


ſetzt; aber alsdann find die beiden Functionen b, w nicht mehr von einander 
unabhängig , ſondern es findet zwilchen ihnen eine Relation flatt, welche nach 
der obigen Bezeichnung durch wi = ),t oder durch we — Ut ausgebrüdt wird, 
was auch darauf Hinausläuft, in den Gleichungen (15) und (17) die Function 
N1=0 zu fegen. Die Reihe (13) muß folglich als das allgemeine Integral 
der Gleichung (3), over als ein particuläres Integral betrachtet werben, je 
nachdem dieſe Reihe von den Potenzen 1, oder nach den Potenzen von x ent- 
widelt ift, oder was auf daffelbe hinansläuft, je nachdem die darin vorkom⸗ 
menden willfürlihen Parameter vermittelt des Werthes von u ald Function 


da als Func- 


von x für = 0, oder vermittelt der Werthe von u und von * 


tionen von t für x O beflimmt werben. 

Es iſt uns unbefannt, ob man biefe merkwürdige Eigenfchaft gewifler 
Neihenentwidelungen, daß fie zugleich ein allgemeines und ein particuläres 
Integral ansprüden, ſchon früher bemerkt Hat. Diefe Bemerkung wiberfpricht 
fogar der Behauptung Poiſſons, daß man die Reife (13) fo entwickeln 
fonne, daß fie mit der Reihe (5) identiſch werde. *) 








©) Aus der Gleichung 2. Ced'— Wr folgt: 
de, u 
3. Ua = 1, 2.0) ug — Ylolırr. dee), 


wo n eine befiebige ganze pofitive Zahl bezeichnet. Nach der Analogie kann 
man ſchreiben: 





di. 
dis 
und alsdann hat man vermöge diefer Bezeichnung flatt der Gleichungen (16) 
und (17) die folgenden: 
s(n—I1 
_ GC) a, 
di? 


Fr als eine Folge aus der Entwickelung der Functionen in Exponenzialreihen 
ergebende Differenzial⸗ und Integral-Rehnung mit gebrochenen In- 
dices iſt der Gegenfland einer wichtigen Abhandlung von Liouville in dem 
21. Hefte des Zournals der polytechniichen Schule zu Paris. 


**) Theorie de la chaleur, p. 139. 


=,0@ * —R 





wi t.dij M— I. 
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5. 558. Wir wollen auch die Differenzialgfeihung: 


d?u 
Fri (6) 
wieder betrachten, welche für die Gleihung (f), ad=1, folglid: 
u=3.0“t7 (18) 


gibt, und wenn wir nach ben Potenzen von t entwideln: 
t eOx t2 e“x 
— + Co% — o +«C — — 6 +-C —. . 
a=:.0m 42.32.04 ,.2.0+% 


Da man px 3 + Ce“ ſetzen kann, fo iſt Mar, daß diefe Entwidelung mit 
der Reihe (7) übereinfiimmt- Nur find alle Glieder der Reihe: 


o®x Ce®x 
3.+C = /pek, > ru = S[ypxdx?, ı., 


wenn die Function ꝙ angegeben ift und die Eoefficienten-C, & zu biefem 
Zwede felbft beftummt find, ebenfalls vollftändig beflimmt, fo daß Die im ben 
Integralen xdx, SSpxdx?, ıc. vorfommenden willfürlihen Eonflanten felbk 
vollftändig beftimmt find. Die Reihe (18) gibt alfo nur ein particnläres 
Integral der Gleichung (6) und kein allgemeines ober vollflänniges Integral 
berfelben, wie S. 149 des eben angeführten Werkes gefagt wird, 

Die Gleichung (6) würde ebenfalls verificirt, wenn man 


um Asin, (ax -+ ßt)-+-B cos. (ax -- ft) 
feßte, wofern zwifchen den Parametern a, 4 die Bebingungsgleihung «aa + 1=0 
ftattfindet, und folglich wird der Gleihung (6) genügt, wenn man 


—E [A sin. (0x — )+Bem. («x -;)} 


ſetzt; aber dieſes ift wieder nur ein particuläres Integral der gegebenen Dif- 
ferenzialgleigung,, und ſelbſt dann, wenn man 


. t t 
u= F-Asin. (ax — —)+3+ Bo. (a'x — =) 


feste, wärbe das Integral, wie man fich leicht überzeugt, Beine größere All- 
gemeinheit haben. 


$. 559. Allgemein, da bie willlürlichen Conflanten C, a, 8 ſowohl reell 
als imaginär angenommen werben können, fo ift far, daß für jebe Reihe von 
Erponentialgrößen eine Reihe von Sinuffen und Eofinuffen fubftituirt werben 
ann, und umgefehrt. Die Natur der Aufgabe beftimmt die Natur der Func⸗ 
tionen, welde in der Endauflöfung bleiben müffen, nachdem man alle will 
fürlihen Conftanten beflimmt und die Zeichen des Imaginaͤren fortgefchafft hat. 
Wenn die Gleichung (f) fo beichaffen wäre, daß die Parameter a, ß 
nicht zu gleicher Zeit reell fein fünnen, fo wäre biejes ein Beweis, daß man 
ſtatt gewiffer Exponentialgrößen Kreisfunctionen in die Reihe einführen müßte. 
Diefer Fall bietet fi 3. B. bei der Differenzialgleichung: 
u du__ 0 19) 
dti2e !" dx — ( 


dar, auf welche fih die Gleichung (10) reducirt, wenn man der willfürfichen 
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Eonflante a den Werth v-Zi beilegt , and man genügt diefer Gleichung, 
wenn man: 


ua=3.(A/ sin.alx + B cos. arxye®" 
+ 3. (AM sin. ax + B/ cos. aux)" 

fegt. Bezeichnet man durch fx und x = — die Werthe von a und Fi für 
t=0; ſo bat man: 

Ze(A' sin. ax 4-B! cos. ax) = I (fx + Fx+c)) 

I. (AH sin, aux + B4 cos. as) — 4 (fe — Fx— c)\' 
wo c eine willfürkiche Conftante bezeichnet; und die Functionen f, F mögen 
mathematiſche oder empiriihe Functionen fein, wofern fie nur nicht unendlich 
werben, fo fann man nad ven Formeln in Buch 5, Kap. 12 "alle die Coef⸗ 
fieienten A’, B/, a’; Ar, Bi, at doch immer fo beflimmen, daß den vorher- 
gehenden Gleichungen Genüge geſchieht, wenigftens für Werthe von x, welche 
zwilchen gegebenen Grenzen liegen. 


Das Integral der Differenzialgleihung (19) wäre alfo nach der Formel 
(12) unter endlicher Form: 


=; [a + D 


(20) 


KAHIVINn FR IVIT 
Fat: Det ‘ nn, 


wo das Zeichen F diefelbe Beventung hat, wie in ben Gleichungen (20), und 
biefes Integral wird, wenigftens für die numerische Berechnung der Wertbe 
von u illuſoriſch, wenn die Functionen f, F nicht durch algebraifche Formeln 


ausgedrücdt werden, in welhe man Werthe von der Form x + vi fo 
fubftituiren Tann, daß die Zeichen des Imaginären verſchwinden. 


6. 560. Die linearen partiellen Differenzialgleihungen mit conflanten 
Chefficienten find befonders auf die Probleme der Mechanik und der mathe- 
matifchen Phyſik anwendbar, bei deren Auflöfung es geftattet iſt, die Probucte 
und höheren Potenzen gewiffer veränverlicher Größen ihrer Kleinheit wegen zu 
vernadhläfligen. Zur Beflimmung der in den Integralen vorkommenden will. 
fürlihen Functionen muß man die anfänglihen Werthe gewiffer Functionen in 
der begrenzten Ausdehnung eines materiellen Syfiemes mit einer, zwei ober 
drei Dimenfionen beftimmen, wobei es nicht nöthig ift, daß ſich dieſe Func⸗ 
tionen durch eine mathematifche Formel ausdrücken laſſen, fondern es ift blos 
erforderlich, daß fie in der Ausdehnung des materiellen Syflemes, für welches 
fie gegeben find, endliche und beftimmte Werthe behalten, weil fie phyſiſche 
Größen ausdrüden, welde nothwendig enblih und beftimmt find. Die Formeln 
im Kap. 12 des 5. Buches, fowie alle diejenigen, welche innerhalb einer be- 
grenzten Ausdehnung eine beliebige mathematifche oder empirifche Function aus- 
brüden können, Iaffen fi alſo nothwendig auf die Entwidelung der Integrale 
der partiellen Differenzialgleichungen, worin bie willfürlihen Functionen nad 
phyſiſchen Daten beflimmt werben müflen, anwenden. Dagegen find bie 
Reihenentwidelungen mit Exponentialgrößen nur anwendbar, wenn fih die 
anfänglichen willfürlihen Functionen analytifch ausdrücken Iaffen, und aldvann 
vrüden fie die entwidelten Functionen für alle möglichen Werthe der Ber- 
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anderlichen aus, mit Ausnahme des Falles, wenn die Reihenentwickelungen 
divergent werden. 


F. 561. Die einfachſte Differenzialgleihung, auf welche man das eben 
über die Beſtimmung der willfürlihen Functionen nad phufifhen Daten Ge- 
fagte anwenden kann, iſt die Gleihung für die Bewegung der ſchwingenden 
Saiten ($. 539): 

d?u d?a 

—_ mal __ 

dt? in dx2’ (21) 
worin + bie Zeit, x bie Absciſſe eines Punktes der in Bewegung befindlichen 
Saite, u die Ordinate dieſes Punktes, welche im Ruhezuſtande — O iſt, und 
a einen Coefficienten bezeichnet, welcher von der Spannung, dem Gewichte 


und ben Dimenfionen der Saite abhängt. Wenn x—=0 und x — I die Abe- 
eiffen der Endpunfte der fchwingenden Saite und dieſe beiven Endpunkte feft 


find; fo find die Werthe von u und von — für x=0, x1und für jeden 
| 

Werth von t Null. Im Anfange ver Bewegung und für Werthe von x, 

welche zwifchen Null und I Liegen, hat man u= fx, = — fx, wo die Zunr- 


tionen fx, fx der Bedingung genügen müflen, daß fie enbliche und beftimmte 
Werthe haben. 
Der Gleichung (21) wird genügt, wenn man 
u= (A sin. aat + Bcos. aut) sin. ax (22) 
nimmt, und wenn man 
am — (23) 


fegt, wo i eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, und alsdann wird die Be- 
dingung erfüllt, daß vie Functionen u, = frx=0, xlumd für jeden 


Werth von t verfhwinben. Die Gleichung (22) verwandelt fih alsdann in: 
o=2(A ein. U 4 B cos. —) sin. —, 

und es kommt nur noch darauf an, die Eoefficienten A, B als Tunctionen bes 
Index i zu beflimmen, und um biefe Abhängigkeit anzudeuten, wollen wir blog 
A el Bi, datt A,B ſetzen. Nach den ausgevrüdten Beringungen erhält man 
aber: 

im 4, sin. FE pe, 

und dieſen Ießten Gleichungen wird zwilchen den Grenzen x=0,zx=[1 für 
eine beliebige Befchaffenheit, der Functionen fx und /x genügt, wenn man: 


B; =i/, ie, of sin, TE, p£as 
1/0 l ina/ 0 l 
feßt ($. 430.). 
$. 562 Die Differenzialgleichung : 


du _ aa du (24) 





3«+B;sin. ==k, PR 
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welche mit der Gleichung (3) übereinftimmt, wenn man der Einfachheit wegen 
a1 feßt, findet zwifchen der Temperatur a des Normaldurchfchnittes einer 
homogenen cylindrifhen Stange, der Zeit t und der von dem einen Ende 
diefer Stange aus gezählten Absciffe x dieſes Duerfchnittes flat. Dur a 
bezeihnen wir einen Coefficienten, welcher von dem Wärmeleitungsvermögen 
der Stange und von ihrer Wärmecaparität abhängt, durch 1 die Länge der 
Stange und für den Nullpunkt ver Termometerfcale nehmen wir die als con- 
ftant vorausgefeßte Temperatur des die Stange umgebenden Mittel. Für 
x— 0 und x1 muß alſo u=0 fein, welhen Werth t auch haben mag. 
Ferner muß fih u für 60 auf eine zwifchen den Grenzen x=0,x—I| 
willfürlih angenommene Function reducıren, welche ven anfänglichen Tem- 
peraturzuftand der Stange ausprüdt. 
- Der Differenzialgleihung (24) wird durch die Reihe: 


u NeAsin.axe "! (25) 
genügt, und wenn man, wie im vorhergehenden Beifpiele : 
a (23) 


l 


nimmt, fo werben bie fi} auf die beiden Enden der Stange beziehenden DBe- 
dingungen ın Rechnung gebracht. Dean braucht alsdann nur: 


A= ls. sin. ine «f&dE 
I/o l 


zu feben, damit der 1— 0 entſprechende Werth von u den anfänglichen Tem⸗ 
peraturzuftand der Stange ausdrückt. 





$. 563. Bei ven eben mitgetheilten beiven Anwendungen fann man bie 
durch die Formel (23) gegebenen Werthe des Parameterd a als die unenb- 
Ich vielen Wurzeln der transcendenten Gleichung sin. al == 0 betrachten, und 
im Alfgemeinen hat man zur Beftimmung der unenblich vielen Werthe von « 
eine transcendente Gleichung; aber von einer complicirtern Form und von 
einer folchen Beichaffenheit, daß man bie auf einander folgenden Wurzeln nur 
dur Probiren beflimmen kann. 

Wir wollen diefelben Data, wie in ber vorhergehenden Gleichung bei- 
behalten, nur ſoll die Function a, flatt für <— 1 beftändig Null zu fein, an 
viefer Grenze und für alle Werthe von t der Differenzialgleichung: 


= +ba=0 (26) 


genügen. Diefe neue Aufgabe bezieht fih auf die Befiimmung der Temperatur 
einer homogenen Kugel, welde in ein Mittel von conflanter Temparatur ge= 
taucht und urſprünglich fo erhigt ift, daß alle gleih weit vom Mittelpunfte 
entfernte Punkte viefelbe Temperatur haben. Die Veraͤnderliche x bezeichnet 
die Entfernung eines beliebigen Punftes ver Kugel von ihrem Mittelpunfte, 
die Function a ift das Produkt aus der Temperatur diefes Punktes und aus 
feiner Entfernung x vom Mittelpunkte der Kugel, und I iſt der Halbmefler 
der letztern. Die Bebingung, daß für x 0 bei jebem Werthe von t bie 
Zune u— 0 fei, folgt daraus, daß die Temperatur des Mittelpunktes der 
Kugeffaicht unendlich groß werben Tann ($. 458), und das Stattfinden der 
Gleichmug (26), worin h einen conflanten Eoefficienten ausdrückt, iſt eine 
Folge von dem an der Oberflähe der Kugel durch Ausſtrahlung und durch 
Berührung flattfindenden Wärmeverlufte. 
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Der Werth von u wird immer durch die Formel (25) gegeben; aber 
vermöge der Gleichung (26) müflen die Parameter = die Wurzeln der trans- 
cendenten Gleichung : 


a cos. al + hsin. al= 0 (27) 


fein. Wir wollen annehmen, diefe Wurzeln wären bereihnet, fo Eommt es 
darauf an, die Coefficiente A fo zu beflimmen, daß fih a für = O auf eine 
zwifchen den Grenzen x — 0, x 1 willfürlich angegebene Function fx rebunırt. 
Folgendes ift das Verfahren, welches Poiſſon zu dieſer Beflimmung und 
zugleich zu dem Beweile, daß die Gleichung (27) keine imaginären Wurzeln 
haben kann, angewandt hat. | 


$. 564. Wenn wir die beiven Theile der Gleichung (24) durch sin. axix 


multipliciren, und zwifchen den Grenzen <= 0, x=1 integriren; fo erhal- 
ten wir: 


Ey A u sin. axdx N a: 
—ı af sin. x 2 der (28) 
und bie theilweife Integration gibt: 


ı d?u da . l l da 
y sin. ax —dı = F as ax — * cos. ax — dx 
0 dx? dx 0 0 dx 

| da l ı 
cos. x — dx = |u cos. ax] af u sin. Axdx 
N dx [ N) + 0 ' 


woraus folgt: 


1, d?u du . | 1. 
YA sin. ax — dx= [I sin. AX— au cos. ax) — af, u sin. axdx. 
0 dx? Ldx 0 0 


Für x=0 Ham=0, sinn.ax—0 und für x=1 hat man vermöge ber 
Gleichung (26): 


du , 
Fr sin. ax — au cos. ax= — ulhsin. al -- a cos. al), 


welche Größe wegen der Gleihung (27) Null if. Die Gleichung (28) re- 
dueirt fih alfo auf: 


1 
d I u sio. axılx 
OO _ 
dt 


l 
-=— a] u sin. axdx, 
und das Integral derſelben if: 


\ 
⸗ 9° sin. axdx — ee 


wo C den == 0 entiprechenden Werth von: 


| 
YA u sin. axdz, 
0 


d. 5. das Integral: y”, 


l 
J: 0 fx + sin. axdx ”, 


bezeichnet. Durch die Elimination der Eonflanten C erhält mar alfo: 
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1 —a!art l 
H u sın. axdx = e 0 fx + sin. axdx, (29) 


Wenn wir in biefe lebte Gleihung den durch die Formel (25) gegebenen 
Reihenausdruc des Werthes von wm fubftituiren, fo iſt zur Serie be Glei⸗ 
chung erforderlich, daß im erſten Theile derſelben nur das der im zweiten 
Theile angewandten Wurzel a entfprechende Glied bleibt, Für jede andere 
von a numerifch verſchiedene Wurzel a’ hat man folglich: 


1 
H sin. axein. alxdı — 0, (30) 
und die Gleihung (29) gibt blos: 
af sin.? axdx = fx + sio. axdx, 
0 0 
oder, wenn die erſte Integration verrichtet wird: 
20 J fx + sin. axdx 


al — sin. alcos. al ' 


l 
af, fx + sin. axdx 


al — sin. alcos. al 


woburd der Werth von u vollfländig beſtimmt iſt. 

Es iſt zu bemerlen, daß, wenn a eine Wurzel der eoleichung (27) if, 
— a eine andere Wurzel derfelben iſt; allein die Auflöfung befäme feine 
größere Angeneinhei „wenn man die negativen Wurzeln in Betracht ziehen 
wollte, weil die Summe ber beiven Glieder: 


folglich: 


—22 sin. ax et (31) 


(A, sin.ax+ et, A,sio.(— ax)» lei 
gleichbeventend ift mit: 
(A, —A,)sin.ax+o " 


wo der Parameter « nun blos noch pofitive Werthe bekommen Tann, 


—qa3a3t 


2943 
a '— Asin. ax,e ‚ 


$. 565. Bermitielfi der Gleichung (30) Tann man, wie bereits bemerkt 
worben, darthun, daß bie Gleichung (27) feine imaginären Wurzeln haben 
Tann. Denn ed fi a=u+vV —1 eine imaginäre Wurzel ber Gleichung 
(27), fo muß dieſe Oleichung auch eine andere der erften conjugirte imaginäre 

el a=u—»V’—1 haben, und nach den gewöhnlichen Transforma- 
tionen verwandelt fih die Gleichung (30) im: 


17, [sio.2 ux(e”"” + e ")2 + cos.2 ux(e” — e "2x0, 
welche Gteichung unmöglich iſt, weil alle Elemente des Integrales im erſten 


Theile nothwendig pofitiv find. 
Wenn man die Integration verrichtet, fo findet man: 
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ı. . alzdz — 1. (a — al __ sie. ¶ - a9 

sın. ax 810. — %a _ a‘) Kata) + a) 
— a! sin. al cos, all — a sin. all cos. al j (32) 
ua? — a!? 

Da a, a! Wurzeln der Gleihung (27) bezeichnen, fo ift der Zähler dieſes 
legten Bruches — 0 und bie Gleichung (30), welde bereits durch eine von 
der befondern Form der Function unter dem Integralzeichen f unabhängige 
Betrachtung bewiefen iſt, wird alfo erfüllt. 

Für a’ —a erfhemt der letzte Theil der Gleihung (32) unter ter 
Form 8 und fein nach der gewöhnlichen Methode beftimmter wahrer Werth ift: 
al — sin. al cos. al 

2a ' 
welchen wir auch durch directe Berechnung des Integrales /o sin.2 axdx er- 
halten haben. 


5. 566. Wir wollen in der Sleihung (31), = 0 feßen, fo muß fi 
die Function na zwifchen den Grenzen x=0, x=1 auf fx rebuciren, und 
man hat, wenn man der Deutlichkeit wegen für die Beränderliche x unter dem 
Integrationgzeichen eine Hülfsveränderlihe & feßt: 


l m 
af, f5 + sin. add 


fx = 23 + —— —— — 1 Sin. ax. 
al — sin. al cos. al 
Diefes if eine neue Formel für die Eutwidelung der Function fx, welde 
denen in Bub 5, Kap. 12 analog und ebenfo fireng, obgleich auf eine in- 
directe Weife bewiefen if. Formeln diefer Art Taffen ſich wie die Iinearen 
partiellen Differenzialgleihungen, welden fie entjprechen, beliebig vermehren; 
allein fie fünnen nur dann mit AJuverläfligfeit angewandt werden, wenn bie 
Convergenz der Reihen, welche fie erzeugen, fireng nachgewiefen if. 


6. 567. Wenn bie lineare partielle Differenzialgleichung mit conftanten 
Chefficienten drei Beränderliche x, y, t enthielte, jo Fünnte man zum parti⸗ 
eulären Integrale 





u — Coe*tPy tr 


nehmen, und man hätte zwiſchen a, ß, y eine Bedingungsgleichung: 
F(G, B, )=0, wer y=gyla,ß), 
fo daß zwei diefer Parameter unbeftimmt blieben. Dean könnte alfo für das 
allgemeine \sntegral: 
= Ir. cry role, 


. J 
nehmen, wo das doppelte Zeichen 33 andeutet, daß man ſucceſſive alle mög- 
lichen Werte von = mit allen möglichen Werthen von B verbinden muf. 
Mit dem vorhergehenden Werthe von a fünnte man ähnliche Transformationen 
vornehmen, wie die im Verlaufe dieſes Kapitels bei der Entwidelung ver 
Sunctionen mit zwei Veraͤnderlichen angegebenen; aber im Allgemeinga find 
ſolche Entwidelungen, wenn die Anzahl der Beränderlichen größer ift HE ywei, 
wegen ihrer MWeitichichtigkeit unbrauchbar, und man muß alsdanu WER ver 
unendlichen Reihen beflimmte Integrale anwenden, wie wir in bem folgenden 
Kapitel zeigen wollen. 
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Fäünftes Rapitel, 


Ueber die integration der linearen partiellen Differenzialgleichungen 
durch beſtimmte Integrale. 





$. 568. Im $. 551 haben wir geſehen, daß das Integral der Dif⸗ 
ferenzialgleichung: od 
u 1n 
75 (1) 
durch die Reihe: 
—— gg. put 55 or, (2) 
ausgebrüct wird, welche ihrerfeits ſelbſt durch ga beftimmtes Integral funmirt 


ober au enblicher Form ansgebrüdt werben Tann. 
Denn nach ven befaunten Formeln ($. 403): 


7 ee du Vr (a) YA en ti 0 (b) 


Na“ ad „ut 9 .Vr (e) 


e Gleichung (2) folgende Form an: 
NS, [= + 2wV tr p'x + —— g'x+ N. plz 


nimmt 


ib 
| ZT 


(Zuy'r)* 
+ 1 2.3.4 


© 2 
⸗ * —V "dw. (3) 





op" + x. du 


"vr Ser 9x — Zuy’i)e" day 
und ige 
um —— N [px + 2wy’i)+ y(z — 2w v’r)le ” 


Wenn man den Ausbrud auf dieſe Form bringt, fo erhellet daraus beffer, daß 
er ſowohl auf pofitive, wie auf negative Werthe von 4 anwendbar ift, benn 
bie Glieder, welche für negative Werthe vom 4 mit dem Zeichen bes imagi- 
nären behaftet find, heben fich gegenfeitig auf, und in ber That kann man in 
der Reihe (2), woraus der Ausdrud (3) abgeleitet iſt, der Beränderlichen t 

negative Werthe bei 

Der Ausbrud a laͤßt ſich auch fehr einfach aus der Formel: 

um Leere"? (8, 557) 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 37 
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ableiten, denn die Gleichung (a) gibt, wenn man darin w— a Vr für o 


ſetzt: 
⸗ ei treytnei, Vz 
— 
folglich: 
ar. 1 — wwyY ir 
ef ar @ 
und mithin: 
1 » a oVT. — u? 
— / zu Ve da, 
welche Formel mit dem Ausdrucke (3) übereinfiimmt, wenn man, wie es er- 
laubt iſt: 
yat+2oyT) fir 2.06) 
feßt. Soll dieſe Formel anwendbar fein, fo muß die Function 9, obgleich fie 
willkürlich if, doch fo vorausgefegt werben, Daß das Product y(x+2ovt)e " 
für v=+o und für beliebige Werthe von 1, x verſchwindet, damit bad 
Integral immer einen endlichen Werth behält. Vermöge diefer Einſchraͤnkung 
ergibt ſich durch eine directe Rechnung, daß die Gleichung (3) der gegebenen 
Genüge Teiftet. 
$. 569. Das vollſtaͤndige Integral der Differenzialgleichung: 
d’a —_— u 
dxdt 
it ($. 552): 
xt x242 x3t3 
=A — 4 — — — 
- —— 
2 13 


t 
+9,x+ T ·.x +75 9%, Mr 


pet ep + ed pt 
tt ttnzz't " 
Wenn man die Ableitungen der Functionen p, x, dt mit px, ıbt bezeichnet, 


ſo hat man: 
ı-  __ 1 29 Sk aiowd 
C- —— 


1 i 
Wegen Oo; 


benn die imal wieberholte theilweife Integration gibt: 

S(x — w)!gwdo =(x — wi! 0 + (i—1)(x— wi ?gy,w 

+Gd—1) G 2) — 39,0 +... +G1V)Ü—2)...3.2.1yw, 
wo vermöge der Definition an der Grenze » = 0 alle die Functionen yo, 
und an der Grenze » —x alle Glieder des zweiten Theiles verfchwinven, 
welde x w zum gemeinfchaftlichen Factor haben, fo dag man für gix ber 
vorhin angegebenen Werth erhält, und dieſelbe Rechnung iſt auf die Function 
Wit anwendbar. 


+1.) 
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Durch diefe Transformation erhält man alfo: 
xt xa42 x3t3 
—-e.) 


Aorta tin 


t(x— wo) t(x— ww)? t!(x— mw)? 
5 MT να— 


xt—w) x(t— w)2  x’(t — w)® 
+/, 1 + — I re + U .2.3) +2]bodw, 
und wenn i wieber eine ganze pofitive Zahl bezeichnet, fo hat man ($. 404): 


N äda— II Aid, * 
0 1.2.3...2i 2 


oder: 


T girl z F 
a3 ———— aada. 
(1.2.3...1)2 1335 sin. 2ada 

Dan kann alſo den erſten Theil des Werthes von a auf bie Form bringen: 
7% 
2 _ 92 .xt x2g2 
A 3 in. , 
—* (1+ 2 sin a4 7 sin a + 1.)de 
A 
* af (eV * sin.Ta + Frans ER sin.? da, 


und für bie beiden andern Theile des Wertes von a, welche auf eine ähn- 


che Weiſe zufammengefeßt find, ift es einfacher, die Exrponentialgrößen in 
Coſinuſſe zu verwandeln, fo dag man enblich erhält: 


1 Al: VT. ain. or eve: TE, 4 
ı2? — * cos. V5 sin.?2 a) au | yadın 
2 +2 ya cos.(2V x(w—t) sin. a) da |ywdn. 


Bir find hier auf doppelte beftimmte Integrale gekommen, während wir 
das integral der Bleihung (1), durch ein einfaches / beſtimmtes Integral aus- 
gebrüdt, erhalten hatten. 





$. 570. Um ein Beifpiel von der Integration ber linearen Differenyial- 
gleichungen mit veränderlichen Eoefficienten zu geben, wollen wir die Diffe- 
renzialgleishung: 


Fr Tr (9) 
nehmen, welche das particnläre Integral u = yo“ gat, wofern y eine Function 
der einzigen Veraͤnderlichen x if, welche der Differenzialgleichung: 

k 
——. —y=ay (6) 
37° 
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Genüge leiſtet. Das Integral dieſer letzten Gleichung muß zwei willfürliche 
Eonftanten A, B enthalten und für das vofifländige Integral der Gleichung 
(5) fann man u 2» yer* nehmen, wo fih die Summe 3 auf alle mög⸗ 
lichen Werthe der Conftanten A, B, « erfiredt. 

Der Bequemlichkeit der Rechnung wegen wollen wir a2 für = unb 
m(m — 1) für k feßen, fo if das vollſtändige Integral der Gleichung (6) 
nach der Formel (17) im 6. 471: 


F _ 
= anf „ET cos. v, in, 2m 1 du 
0 


= — 
⸗ Ban / er one; 12m wda, 
t 


Subftituiren wir diefen Werth von y in bie Öleihung u—= 23. ye und 
fegen dann für e* ' feinen aus ber Gleichung (4) gezogenen Werth, indem 
wir die in dieſer letzten Gleichung vorfommenden w accentuiren, um fie von 
den in dem Ausdrudfe von y vorkommenden zu unterjcheiven, fo erhalten wir: 


x 4‘ 7 | 
= * N [3- — cos. + 2u'y Ne“ j sin, mi ‚dw!do 
nm 7 0/0 


4 * — WA [2 Boel* cos.u + xy )ı ee sin, 129 anidw, 
7 _ 

und wenn man: 

1 


— : 3: Act gr, 


Va 
feßt, fo Hat man einfacher: 
a” /_ \ \ ” Y(xco.w-+ ZuV does sin.22-1 wdwu/dar 


x! /_ _ \ * Uxco.w— 20V — sin.!2= mdw’dw. 


Uebrigens hat Poiſſon dargethan ), daß das Integral, ungeachtet der beiden 
Functionszeichen ꝙ, I nur von ber willfürlichen Zunction von x abhängt, 
welche den Werth von a für = 0 ausdrückt. 


$. 571. Da die Rechnungsfunftgriffe, vermittelft welcher wir oben bie 
vollſtaͤndigen Integrale verfchiedener partieller Differenzialgleichungen durch be» 
flimmte Integrale ausgebrüdt haben, Feine gleihfürmige Methode bilden, fo 
fann man, wie Fourier zuerſt gethan hat, andere Betrachtungen anwenden, 
Bar * der Fundamentaleigenſchaft der linearen Differenzialgleichung enger 
anſchließen. 

Nehmen wir z. B. die Differenzialgleichung: 


um 








1 ax 
— :2.+Be = 
Vz * © x 


du _d2u 
dt dx?’ 
welcher durch den particulären Werth: 
u Ao "cos. a(x— &) 


— —— — — —— 


*) Journal de lEcole polytechnique, 19° cahier, pag. 241. 





579 


Genäge gefchieht, wo A, a, 5 unbeflimmte Parameter bezeichnen. Statt diefen 
Parametern durch enbliche Intervalle von einander getrennte Werthe beizulegen, ' 
kann man annehmen, daß fie unendlich viele Werthe ftetig durchlaufen, und 
man fann fogar zwilchen den Parametern A, 5 eine willfürliche Relation: 
A=w(f) 
aufſtellen, wodurch die Allgemeinheit der Auflöfung durchaus nicht beſchraͤnkt 
wird, fondern im Gegentheil durch Einführung einer willfürliben Function, 
welche man nach den Erforbernifien der Aufgabe annehmen kann, die erfor- 
derlihe Allgemeinheit befommt. Man bemerkt Teicht die Analogie, welche 
zwiſchen dieſem Kunſtgriffe und dem ftattfindet, deſſen fih Lagrange und 
Monge bedient haben, um aus einem particnlären Integrale, worin aber 
eine hinreichende Anzahl willfürkiher Conftanten fehlen, das Syflem von 
Gleichungen abzuleiten, welche vermöge der darin vorfommenden willfürlichen 
TSunctionen das allgemeine Integral ausdrücken fünnen ($. 525 und 6. 534). 
So genügt man 3. B. der gegebenen Differenzialgleihung wegen ihrer 
Iinearen Form, wenn man: 


u —Sfe*"" con. a(x—£)» w(E)dkda 
fest, von welcher Beichaffenheit die Function w und die Integrationsgrenzen 
auch fein mögen. Ferner wollen wir aunehmen, daß ſich die Function a für 


e 0 auf Yx rebuciren müffe, fo braucht man nad) der Konrier’fchen Formel 
($. 435) nur: 


MOFA) 


zu ſetzen, indem die obern und untern Integrationsgrenzen reſp. co und 
— © find, und man hat folglich: 


1 oo a a? 
a= IS ton. a(x — E)yEdäde. (MD 


Wir haben den Werth von u bereits durch ein einfaches beflimmtes In⸗ 
tegral ausgedrückt erhalten, und um dieſen Werth, wieder zu finden, braucht 
man im der vorhergehenden Formel nur die in Beziehung auf @ angebeutete 
Integration zu verrichten. Ju der That iſt nach der Formel (k) im $. 410: 

—  (x-)! 


YA _ e®* cos. a(x — $)da = —* e 4 


1 on GN 5 
=,a/_ 4 Eds, 


una es fommt blos noch darauf an, unter dem Integrationszeichen bie Hülfe- 
veränderliche zu vertaufchen, indem man F 


EN zur, ser E=x tm V't 


fest, um wieder auf bie Formel (3) zu Tommen. 
Wenn man ftatt der gegebenen die Differenzialgleichung: 


da _ . d?u 

dt dx 
hätte, fo müßte man in den Formeln (7) und (3) offenbar t in a?t ver- 
wandeln, wodurch man erbielte: 








folglich: 





580 


) x 1. 
=/ So eco. a(x — E)yädida 


o ‘ 2 
um A p(x-+ JawV T)e—® dw. 
VnaJ —o 
$. 572. Die vorhergehenden Gleichungen brüden bie Kortpflangungege- 
feße der Wärme in einer unendlich langen cylindrifchen Stange von einem 
unendlich Heinen normalen Duerfchnitte aus, wenn der Wärmeverluft durch 
Ausftrahlung und durch Berührung an der ganzen Oberflähe der Stange als 
Nul oder unmerflich angenommen wird. enn die Stange als unbeftimmt 
lang betrachtet wird, fo findet in Beziehung auf die Grenzwerthe von x feine 
Dedingung mehr flatt, wodurch fih im Allgemeinen die Aufgaben, bei welchen 
man beflimmte zwifchen unendlichen Grenzen genommene Integrale anwentet, 
von denen unterf&heiven, bei deren Auflüfung man das Integral in Reiben 
entwidelt, deren Glieder durch die Reihe der Wurzeln einer transcenbenten 
Gleichung gegeben werben. 
Es fer nun die Differenzialgleichung : 
du du du du 
_=el_ 1. —_—_ L_ 
Te GG apart 15) 
mit vier unabhängigen Veränderlihen gegeben, welche fi auf vie Fortpflan- 
zung der Wärme in einem nad allen Richtungen umbegrenzten homogenen 
Körper bezieht, und wo fich die Zunetion a für = 0 auf Y(x, y, =) reba- 
eiren muß. 
Wenn wir der Einfachheit wegen: 


(5m 8)» u u FT: 


fegen, fo gibt die auf Functionen mit drei Beränderlichen erſtreckte Fourier- 
ſche Formel: 


1 — mo 
u._ sl ///J*- c08.0(x—£).cos.A(y—n).cos.y(z— 5). didndidad2d;. 


DT mul] 


Dur eine Analyfe, wie bie oben angewandte wirb das fechsfache In⸗ 
tegral auf ein breifaches vedurirt, und man hat: 

1 "Iyın ? ° 
u m S// e-(watwistw/s)n(g + 2awug/,y + 2ao'y‘ %2 + 2a0" yr deda’du”. 


Die Querfiriche über und unter den Integrationszeichen deuten au, da 


alle Integrale zwifchen denſelben Orenzen genommen find. . 
$. 573, Betrachten wir nun die Differenzialgleichung ; 
du _ , d?u (8) 


dee "ger 
welcher durch bie partieulären Werthe: 
A cos. aatcos.a(x— &), Bein. aatcos. a(x — £) 
Genüge gefchieht, und nehmen wir an, dag fich die Function w, er für t=0 
refp. auf: 





ufz, (9) „zh=ı (10) 


rebuciren; fo gefchieht der Gleichung (8) und ver Beringungsgleihung (9) 
Genüge, wenn man: 


Be aD | 
um — ⸗ cos. aat cos. a (x — E)fEdEde 


an I —anJF —n 
fest; aber diefer Werth von u gibt — für £==0, und genügt folglich 
der Bedingungsgleihung (10) nicht. Dagegen leiftet der Werth: 


aD . 
u ul [. sin. aut cos. a(x — E)fEdäde, 
na) —_nS/ —o a 


woraus folgt: 
da _ 


Fra * ⸗ _ cos. cat cos, a (x — E)fbdEde 


ver Gleichung (8) und der Beringung (10), aber nicht der Bebingung (9) 
Genüge, weil derſelbe a0 für t=0 gibt. Es wird alfo ber gegebenen 
Differenzialgleihung und den Bedingungsgleichungen (9), (10) zu gleicher 
Zeit Genüge geleiftet, wenn man 


u * ⸗ _ ⸗ cos, aat cos, a (x — S)fEdäde 
4 IS. sin. aut cos. a (x — —AI 


— &% 
fest. Bekanntlich hat die Gleihung (8), welche die Gleichung für die ſchwin⸗ 
genden Saiten und für die Schallwellen in einer cylinbrifchen Röhre ift, ein 
Integral unter endlicher Form, wovon das vorhergehende eine Transformation 
fein muß. In der That kann der erfte Theil des Werthes von a auf bie 
orm: 


EIS. [cos. a (x + at — &) + cos. a(x — at — F)jfädEda 


gebracht werben, und rebucirt fi) vermöge des Fourier'ſchen Lehrſatzes auf: 
I[f(< + at) + (x — at). 

Der zweite Theil des Werthes von u verwandelt fi durch eine ähnliche 

Transformation in: 


Street Mare. im 





ana) _n) —o a 
Das Integral: 
ya —— at - 9). ein. a(x— at 2] Aa 
— a [44 
redueirt fih nach F. 413 auf m oder — nz, je nachdem 
ü E>xı—a, E<xxstat, und folglich: £>0, 
oder: 
E>x+ta, S<x—at, und folglih: 1 > 0 

if. Es verfchwindet für die Werthe von &, welche außerhalb ver Grenzen 
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E=x—at, E=x tat liegen, md den Jadırnx Hat — E,x— at— 5 
entgegengefeßte Zeichen ertheilen. Das Integral (11) bat alfo zum Werthe: 
1 sta 
2 VEAE= SIR +) —R(<— et} 
und wenn man bie beiden Theile des Werthes von u vereinigt, fo kommt 
man wieber auf die Gleichung (12) im $. 556. 
Für die Differenzialgleichung: 
dia _ 2 d’u d?a d?u 
a lt 1)’ 
welche das Kortpflanzungsgefeh der Wellen in einem Mittel, deſſen Elaflicität 
in allen Richtungen dieſelbe iſt, oder in einem nicht eryſtalliſirten Mittel, 
ausdrückt, ergibt fih leicht ein Integral von ähnlicher Form, wie das der 
Gleihung (8). Es feien f(x,y,=), f(x,y,=) die Functionen, welche fi 


für = 0 reſp. auf a md r reduciren, und wir wollen 
(a2 4- Pr YY)= 0: 


£($, m &) con. dt + f($ mg) n. = 6 


feßen, fo iſt das Integral: 


1 — oo 
u VVCV a(x— £1 cos. Biy—n) cos. y(z—L). Odidrdidadpd,. 


Aber dieſes ferhsfache Integral, woraus fi die Geſetze ber Erfcheinung 
ſchwer würden erfennen laffen, Tann, wie Poiſſon gezeigt hat), im das 
doppelte Integral verwandelt werben: " 


2 
Ey AA ” [(< + at 006.8, y-+atsin.ösin.o, z + at sin. cos. »)t sin. Hdödw 


1 d 2 
+ . NT "f(x Hat cos.6, y-tatsin.8 sin.o, 2 + at sin.8cos.w)tsin. OdAdu. 


Im Allgemeinen befteht die Schwierigfeit darin, die Ordnung bes viel- 
fahen Integrales, auf weldes die Anwendung des Fouri er'ſchen Lehrſatzes 
unmittelbar führt, fo viel, als es die Natur der Aufaabe geflattet, zu er- 
niedrigen; allein dieſe Reduction ſcheint bis jet noch keinen allgemeinen Re- 
geln zu unterliegen. 


$. 574, Betrachten wir zulegt noch die Differenzialgleihung: 


welche fi auf vie Fortpflanzung der Transverfalfhwingungen eines elaflifchen 
Stabes, weldher zu beiven Seiten des urfprüngliden Erfchätterungsmittel- 
punktes eine unbeftimmte Länge hat, bezieht, und wobei wieber angenommen 


wird, daß u fr und == fx für =0 fein muß. 
Der gegebenen Gleichung gefchieht durch den particulären Werth : 
u=A cos. a? at cos. a(x— 8) 


*) Nouveaux memoires de !’Academie des sciences, tom. IH. 
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Genüge, und folgli übt eine ähnliche Rechnung, wie bie ern für das 
vollfländige —8 — s ar ’ J frhem für 


u_ I. AR cos. @? at cos. a(x — E)fädEda 
rn A A m ale on. a (x — E)ffdäde, 


— @ 


Der erſte Theil des Werthes von u laͤßt ſich auf ein einfaches beſtimmtes 
an im jurüdführen; denn nach ber een. Ih —E Gi) par 


man: © 
⸗ —8 a2 at cos. a (x — E)da 


— 


= eV zn 
und wenn man folglich: 





E=ı11 23V a (12) 
feßt, fo nimmt der erſte Theil des Werthes von u folgende Form an: 


el. (sin. »2 -- cos. w2)f(x + 2u Y'a)dw. 


Wenn alfo die Function x — 0 ift, ober wenn bie Molecule bes elafti- 
ſchen Stabes anfangs aus ihren urfprünglichen Lagen bes Gleichgewichtes ent» 
ir find, ohne anfänglicpe Gefhwindigfeiten in den auf der Are der Stange 

enfrechten Ebenen zu befommen, fo hat man blos die Gleichung: 


u X (sin. w2 --cos. w2)f(ix 20 V)d, 


welche wegen ihrer Aehnlichkeit mit der Gleihung (3) merkwürdig fl. 

Für —* Platien, welche in allen Richtungen dieſelde Elaſticität 

el werden die Normalſchwingungen ausgedrüdt durch die Differenzial- 
eichung: 


d?u | d’u | d’u d’n 
2 — 
di? * (ar dx2dy2 + dy?/ ° 0 


Wir wollen annehmen, daß fi die Function u im Anfange der Zeit anf 
#(x,y) rebueire, und daß bie Function = 0 fei, fo wird ber Werth von 
u durch das vierfache Integral: 

1 —o 
= ml, cos. (u? + 8?) at cos. «(x — &) cos. B(ly — f (Em) dt din du dp 
ausgebrüdt, Das doppelte Integral: 


— — (a2 + #2?) at cos. a (x — 8) cos. B(y— n)dadß 


— 








= I a?at cos. B?at — sin. a’at sin. Blat] cos. a (x —E) cos. E(y—ı)dude (13) 
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Fann.erhalten werden; denn wenn man zuerfi bie Integration in Bezichn 
auf & nach den Formeln (j) im $. 409 verrichtet, fo findet man: s 
[cos. &2 at cos. a at — sin. a? atsin. B? at] cos. a(x— &)da 


=Y 3: [on Br sin. (24) — sin. Bratsin. (Zr), 


wo w ben durch die Gleichung (12) gegebenen Werth Hat, Das Jutegral 
(13) verwandelt fi alfo ın: 


— * in. (7 + — cos. 42 at cos. (y — n)dß 
— —* ‚sin. ( + o)/ sin. 42 at cos. B(y — n)dP. 


Aber in diefem letzten Ausorude werben bie \ntegrationen in Beziehung auf 
4 auf dieſelbe Weife verrichtet, und wenn man 


=, +2w Ya 
fett; fo erhält man für ven Werth des Integrale (13): 


a re) et er) Ge) er) 


= m sin. (u? + w!?), 





Folglich nimmt der Werth von u bie eben fo einfache als elegante Form ar: 
ee) 00 

u N. /. sin. (02 + w/2).f(x + 2uyY a, y+2w'yY ı)dadw, 
” — — 


nn — — — — 


Sechstes Kapitel. 
Ueber die Conſtruction der partiellen Differenzialgleihungen. 





$. 575. Betrachten wir zuvörderſt die partielle Differenzialgleichnng ber 
erftien Ordnung mit drei Veränderlichen: 

Fx,ys,p9)=0, bar g=fx,y,z,p) (a) 
und ed fei ꝙx ber Werth von z als Function von x, wenn bie Veraͤnderliche 
y=0 if; fo bat man für 1=0: 

d 
q=f(x,0, yx, p'x), oder FR —=®r, 


Wenn alfo die Function Dx für alle Werthe von x endlich bleibt, und 4, 
eine fehr Feine Größe ber erſten Orbnung bezeichnet, fo bat man bie auf 
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zrößen ber zweiten Drbnung genau Is= x «+ Ay, fo daß bei dieſem Grabe 
on Annäherung: ‘ 

z=ys+ lx.-Iymyp,x 
er Ausdruck des y Ay entfprechenden Werthes von = als Function von 
ift, und ebenfo könnte man den y — 2.1y entiprechenvden Ausdruck z = y,x 
eſtimmen, u. f. f. 

Wir wollen x, y, z als die drei rechtwinkligen Eoorbinaten einer krummen 
fäche betrachten, fo iſt: 

2 gx (b) 
ie Gleichung der Durchſchnittslinie dieſer Fläche mit der Ebene der xz und 
er Durchfchnitt der Ebene, welche die krumme Kläche nach dieſer Linie be- 
ihrt, mit der Ebene der xz, ift die Tangente an der Curve (b). Vermöge 
tiefer Bebingung und der Gleichung (a) ift die Richtung der Berührungsebene 
ir jeden Werth von x vollftändig beflimmt, fo daß man im Raume die 
lindrifche Fläche befchreiben Tann, welche vie vermittelft der Gleichung (a) 
a eonftruirende Fläche nach der willfürlichen Curve (b) umhüllt. Wenn man 
ie Umhüllungsfläche mit einer zu der Ebene ver xz parallelen Ebene, deren 
entfernung von diefer Coorbinatenebene eine fehr Heine Größe ver erflen 
Irdnung ift, durchſchneidet, fo iſt Die Ordinate des Durchfchnittes der Um⸗ 
üllungsfläche nur um eine fehr Heine Größe der zweiten Ordnung von ber 
rdinate der Durchſchnittslinie der umhüllten Fläche mit derfelben Ebene ver- 
Hieden, und folglich kann der Durchſchnitt ver Umhüllungsfläche für die Be- 
ührungslinie der krummen Fläche mit einer zweiten Umbüllungsfläche, welde 
tan wie bie erfte conflruirt, genommen werben, u. f. f. 

Statt die Gleichung der Durchſchnittscurve der krummen Fläche mit ber 
‘bene der xz willfürlich anzunehmen, bätte man auch die Gleichung des 
Yurchfchnittes der krummen Fläche mit jeder andern parallelen Ebene geben 
innen. Hieraus folgt, daß, wenn man einen Ausdruck von = durch x,y an⸗ 
eben kann, welcher der Gleichung (a) genügt, diefer Ausdruck eine willfür- 
he Function enthalten muß, welche man nach Belieben annehmen kann, um 
ie Trumme Fläche durch eine gegebene Kurve gehen zu laſſen, wenn berjelbe 
enfelben Grad von Allgemeinheit haben foll, als die partielle Differenzial- 
feihung, der er Genüge leiſtet. 


$. 576. Zu demfelben Refultate gelangt man, wenn man für die Eon- 
ruction einer krummen Fläche im Raume die Conftruction ihrer Niveaulinien 
$. 126) in einer horizontalen Ebene ſubſtituirt. Geſetzt, daß außer der 
Heihung (a) auch der Durchſchnitt der krummen Fläche mit der horizontalen 
‘bene der x,y oder die Gleichung: 

y=yx (8) 

tiefer Durchſchnittslinie gegeben fei, fo hat man für alle Punkte der krummen 
jlädhe, weldhe der Curve (6) angehören, p-- gyp'x— 0, und diefe Gleichung 
ibt in Verbindung mit ber gegebenen Gleichung (a) bie Werthe von p,q, 
owie bie von pꝛ — q? als Functionen von x,y für jeden Punkt der frummen 
fläche, welcher der Niveaulinie (A) angehört. Wenn man in jebem Punkte 
ieſer Curve Normale zieht und auf jeder Normale eine Länge nimmt, welche 


er fehr Heinen Größe der erften Ordnung or] gleih if, fo be 
vp+q 


timmt man auf ber Ebene ber xy biß auf Größen der zweiten Orbnung genau 
ie Projection einer zweiten Niveaulinie, für welche bie Orbinate = ben Werth 
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Az hat, und wenn man daſſelbe Berfahren weiter fortſetzt, fo kann man ſich 


biefer Curve zum Befchreiben der Projection einer britten Niveaulinie, deren 


Ordinate = den Werth 2412 bat, bedienen, n. ſ. f. 


$. 577. Diefe Betrachtungen erſtrecken fih auf die partiellen Differen- 
zialgleichungen ber erflen Ordnung mit einer beliebigen Anzahl von Beränder: 
lihen. Es fei die Differenzialgleichung: 
du du d d du du 
Fixsys,% Zr 3, * =0 oder else; 35 
gegeben, vermittelft welcher man die Function u von drei unabhängigen Ber- 
änberlichen x, y, z conftruiren fol, Zu biefem Zwede ift es nothwendig, daß 
die Function u=g@(x,y) für einen particulären Wertd von =, 3. 2. für 
z2=0, angegeben wird. Alsdann hat man für die fehr Heine Größe te 
erften Ordnung == As die Gleichung: 
da 


do d 
I =f [* y, 0, Y(x, y)r es ri = Pz,y) 


woraus His auf Größen der zweiten Orbnung Aua=©(x,y)+ fz gem 


folgt: 
u=o(x,y)+ P(xy)- Is= play). 
Ebenfo würde man den == 2.12 entfpreihenden Verb ng, (x!) 
beftimmen, u. ſ. f. 


Wenn man alfo einen Ausdruck von a als Function von x, y, = angeben 


() 


fann, welcher ver Gleichung (c) genügt, fo muß dieſer Ansorud, um dem 


felben Grad von Allgemeinheit zu haben, als die partielle Differenzialgleichung, 
welcher er Genüge leiftet, eine willfürliche Kunction von zwei Beränderlicen 
enthalten, welche man fo beflimmen kann, dag fi die Function wm auf eine 
gegebene Function von zwei der Beränderlichen x, y, rebucit, wenn ma 
ber dritten Veraͤnderlichen einen gewiflen particulären Werth beilegt. 

Daflelbe erhellet auch aus der Betrachtung der Niveauflähen ($. 129); 
denn geſetzt, man hätte im Raume eine erfte Riveaufläche: 

z=oY(x,y) (7) 

eonftruirt, für welche die Function u einen gewiffen particulären Werth, z. 2. 
den Werth Null hat, für die Punkte (x, y, 2), welche der krummen Fläde: 


1 da d 1 d 
= =-.2 [N 


angehören, wo p, q die fi aus der Gleichung (y) ergebenden Werthe von 
= , Fr bezeichnen. Die Gleichungen (ce) und (y') beflimmen folglich für 
die in Rede flehenden Punkte vie Wertbe der drei partiellen Ableitungen 


d 
a. 28, und folglich den Werth der Wurzelgröße: 


dx’ dy’ dz 
du\2? du\ 2 du\? 
= / + 
Wenn man nun in jedem Punkte der Flaäche (y) eine Normale errichtet und 
auf jeder Normale eine Länge nimmt, welde der fehr Heinen Größe ber erfim 
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Ordnung = gleih if, fo beſtimmt man bis auf Größen ber zweiten Ord⸗ 


nung genan eine zweite Niveauflähe im Raume, für welche die Function u 
den Werth Su hat ($. 129, 151 und 238). Durch die Fortfegung deſſelben 
Berfahrens conftruirt man die Function u, wenn man die Reihe ihrer Niveau- 
flächen conſtruirt. " 


$. 578. Eine partielle Differenzialgleichung ber zweiten Ordnung zwi⸗ 
ſchen der Function z und den unabhängigen Veraͤnderlichen x,y hat in dem 
allgemeinften Falle die Form: | 
F(x, y, æ, p, gr) =0. 
Wir wollen zunaͤchſt annehmen, daß fie ſich auf: 
Fx,y2,pqr)=0 
redueirt, fo kann man fich derfelben, wenn man fie auf die Form: 
q=f(x,y,2,p, Fr) 
bringt, bedienen, um, wie vorhin ($. 575) die Function = zu conflruiren, 


——ã zuvor den y = 0 entſprechenden Werth == px willkürlich angenom⸗ 
men bat, 


Aber wenn man biefelbe Gleichung Cd) in Beziehung auf r auflöft, und 
fie verwandelt fih in: 


diz 
= =f&ysRd) 
fo conſtruirt man fucceflive vie Wertbe von = für x As, x = 2A, 
x= 341, x., indem man die Functionen von y willkürlich annimmt, welde 
die Werte von = und von p— * für <— 0 ausdrücken. Denn es ſeien 
ıy und wy biefe beiden willkürlichen Functionen, fo bat man für x 0: 


| * =f(0, yıdy, Vy, 
woraus bis auf Größen der zweiten Ordnung genau folgt:- 
Ah=0y-:-A, p+Ap=wy- by -IAZzu,y. 
Ueberdies verwandeln ſich die Functionen z und q, deren Werthe Yy und Y'y 
für 0 find, für x Ix bei demfelben Grade von Annäheriing in: 
+ hs=d4y-pIıx=Yy + w- Axy,y, 
qa+fI=Yır 
Run ift aber für x— 24x der Werth von =: 
Y,y tw y IA=y,yı 


und wenn man biefelbe Rechnung fucceffive weiter fortfeßt, fo beflimmt man 
die Reihe der Werthe von =. 

Man fieht alfo, daß die Gleichung mit x, v,z, weldhe ver Gleichung (d) 
mit der möglichfien Allgemeinheit genügt, eine ober zwei willkürliche Functionen 
enthalten kann, je nachdem biefe willfürlihen Functionen durch Bedingungen 
in Beziehung auf bie anfänglichen Werthe von x, oder durch Den nungen in 
Beziehung auf die anfänglichen Werthe von y beflimmt werben mäflen. Diefes 
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analytifhe Factnm, welches, als man es zum erftien Male an ver Gleichung 
r == q bemerfte ($. 551), faſt parabor erichien, erklärt ſich alſo fehr einfah 
durch die Natur der partiellen Differenzialgleihungen. 


$. 579. Wir wollen nun annehmen, daß die Ableitung s im ber gege- 
benen Differenzialgleichung von der Form: | 


Fx,y2,pg9,r%)=0 (e) 


vorkommt. Wenn es darauf anfommt, die Function vermittelft ihres anfüng- 
Iihen Werthes z—=gx für y=0 zu conftruiren, fo gibt die Subftitution 
biefes anfänglichen Werthes die Differenzialgleichung der erfien Ordnung: 


d | 
F(x,0, yx, p'x,g, p"x, )*0, Os 


woraus man durch integration ben anfänglichen Werth von q als Function 

von x ableiten kann. Der Ausdruck dieſes anfänglihen Werthes iſt von der 
willfürlichen Function px abhängig, und enthält außerdem eine durch die Jr: 
tegration eingeführte willfürliche Conftante, d. h., um bie Junction = zu com 
firuiren, muß man außer der Function px den Zahlenwerth von q für s=0 
und x==0, oder für jeden andern particulären Werth von x annehmen. Ei 
fi — O (x, C) der Wertb von q als Function von x und ber durch be 
Integration der Gleichung (E) erhaltenen Eonftante C, fo hat man füry=dı 
bi8 auf Größen der zweiten Orbnung genau: | 


z=gyx + DP(xzC)-Iy=g,s. 


Für denfelben Werth von y hat man g= ®,(x,C,), wo C, eine bad 
bie Integration der Gleichung: 


d 
F (x Ay, 94%, PI“x, =) =o 


eingeführte willfürlihe Eonflante bezeichnet; u. ſ. f. Die Reihe der willir 
lichen Eonftanten C, C,, zc. kann als eine willkürliche Function von y beiradiet 
werben, weldhe, wie die Junction gx gegeben fein muß, um die Function z 
welche der Sleihung (Ce) genügen muß, conftruiren zu Fünnen. | 

Wenn man für x=0 die anfänglihen Werthe = p = wy gik 
fo hätte man zu gleicher Zeit: wm | 


A | 
nr = = f(0,yıdy, wy, y'y, w'y), 


und man fäme wieder auf den im vorhergehenden $ betrachteten Fall. 

Wenn endlich vie Ableitung * ſowohl als r in ber gegebenen Gleichung 
vorfäme, fo wäre die Symmetrie wieder hergeftellt, und die Art ver Con— 
firuction wäre diefelbe, man möchte die Gleichung in Beziehung auf r oder u 
Deziehung auf t auflöfen. | > 

Diele Unterfuchung ließe ſich Leicht auf Differenzialgleichungen von höhern 
den mit einer beliebigen Anzahl unabhängiger Beränderlicher anf 
ehnen. 


.8. 580. Wenn die Zeit eine der unabhängigen Veraͤnderlichen iſt, fo 
it zu bemerken, daß die zur Conſtruction ver partiellen Differenzialgleihung 
erforderlichen willfürlihen Functionen immer für die Anfangswerthe dieſer 
Beränderlichen gegeben fein müffen. Sp muß man 3. DB. bei der Conſtruction 
der Differengialgleichung: 
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du d?n 
Fr Ax2’ (1) 


wo a die Temperatur des der Abseiſſe x entiprechenden Querſchnittes einer 
eylindrifchen Stange am Ende der Zeit t bezeichnet ($. 562), annehmen, 
daß die Function u = x, weldhe das Geſetz der Temperaturen der Stange 
ausdrückt, für einen beflimmten Werth von t, z.B. für 1 0 gegeben ift. 
Abgefehen von der Bedeutung der Buchflaben u, x, t, könnte man ohne Zweifel 
biefelbe Differenzialgleihung conftruiren, wenn bie Werthe Wr und wi von 


d , , 
u und Yon — für einen beflimmten Wertb von x, . DB für x — O, ge 


geben wären; allein die Functionen bt und wt Eönnen feine gegebenen 
Größen der Aufgabe fein, und im Gegentheil if vie Reihe der Werthe von 
u nothwendig vermöge der Gleichung (1) in Verbintung mit der anfänglichen 
Bedingung u — px beſtimmt. Diefes ift eine Folgerung aus der Eigen- 
[haft der Veränderlichen t, auf welche wir bereits mehrere Male aufmerkfam 
gemacht haben, nämlih, daß t eine nothwendige unabhängige ver- 
änderlihe Größe und Feine bios willfürlih angenommene iſt. 

Die oben angegebenen Berfahrungsarten find in der Ausübung ſaſt un- 
brauchbar; allein es war auch blos unfer Zweck, zu zeigen, was eine partielle 
Differenzialgleichung, fie mag ein analytiiches Integral haben, oder nicht, an 
und für ſich bebeutet. 


x 


$. 581. Alle diefe Berfahrungsarten ver arithmetifchen Conftruction ver 

partiellen Differenzialgleichungen fegen voraus, daß die Ableitungen envliche 
Werthe behalten. Es ſei z. B. die Differenzialgleichung: 

pPy—J,) -A=0 (2) 

egeben, welche zu den Rotationsflächen um eine auf der Ebene der xy 

—* — Axe, welche die Axe der y in einem Punkte trifft, deſſen Entfernung 


vom Anfangspunkte der y, bezeichnet wird; gehören, fo kann man dieſe 
Gleihung auf die Form: 


bringen, und wenn man annimmt, bAß der Werth: 

z _ — (3) 
für „== 0 gegeben if, fo Tann man das Eonflructionsverfahren im 6. 575 
anwenden, wofern x zwifchen ven Eonftructionsgrenzen nicht verſchwindet, 
weil fonft der Werth von q unendlich werden würde, In der That haben 
wir im 6. 256 bemerkt, daß die Meridiancurve einer Notationsflähe um 
eine gegebene Are im Allgemeinen nicht in ihrer ganzen Ausdehnung beftimmt 
ift, weil die Durchſchnitiseurve der krummen Fläche mit einer Ebene, wie 
die der xz, gegeben wird, und daß folglich die Notationsfläche felbft nicht in 
ihrer ganzen Ausdehnung beftiimmt if. Wenn man durch die Punkte, wo 
die Curve (3) die Are der z fchneidet, parallele Ebenen zu der Ebene der 
xy legt, fo ift, je nach der Richtung, welde man der Rotationsare gibt, 
nur der zwifchen dieſen Ebenen Tiegende Theil der Rotationsfläche durch das 
Syſtem der Gleihungen (2) und (3) beſtimmt. Streng genommen, gibt 
fogar die Conftruction im $. 575 micht dieſes ganze Stüd der Rotations- 
fläche, fonvern nur das Stück, weldes zwilchen andern zu der Ebene ber xy 
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parallelen Ebenen Tiegt, die den durch vie Punfte, wo bie Curve (3) bie 
Are der = trifft, gelegten Ebenen ſich beliebig nähern. Die Stetigfeitsunter- 
bredung, welche x = 0 entfpriht, zeigt an, daß vie Conſtruction nicht auf 
Theile der Oberfläche erftredt werben kann, weldhe dur die Data ber 
—— naͤmlich durch die Gleichungen (2) und (3) nicht beſtimmt wer⸗ 
en koͤnnen. 


Adtes Bud. 


ARechnung mit endlichen Differenzen. 





Erftes Kapitel. 


Rechuung mit endlichen Differenzen und Integrale oder Summen end» 
icher Differenzen für die entwickelten Functionen mit einer einzigen 
veränderlichen Größe. 


6. 582. Geis zu Anfang dieſes Werkes (Buch 1, Kap. 4) haben 
bir die endlichen Differenzen zwiſchen den Werthen betrachtet, welche eine 
eraͤnderliche Größe fucceffive annimmt, und fie durch das vor die Veränder- 
ihe gefehte Zeichen 4 angebeutet, und haben mit der Reihe diefer Differen- 
en, wie mit ber urfprünglichen Reihe, operiert, indem wir bie Di zen 
er fucceffiven Glieder der erften Differenzenreife nahmen und fo die Diffe⸗ 
enzen ber zweiten Orbnung, welche buch 12 bezeichnet wurben, bildeten, 

. . Mein es war dort blos unſer Zwed, die Theorie der unendlich 
feinen Differenzen ber verfihievenen Ordnungen und die Prinzipien der Dif- 
erenzialrechnung zu begründen, an welche fi) das Wichtigſte der Theorie ber 
unctionen, was bis jetzt befannt iſt, anfchließt. Es Enden jedoch zwifchen 
en endlichen Differenzen ber verf iebenen Ordnungen, und den Beränder- 
hen, wovon fie abgeleitet find, Relationen flatt, welche ebenfalls entwickelt 
ı werben verdienen, wodurch ein neuer Zweig ber Theorie ber Sunctionen, 
ämlich die fogenannte endliche Differenzenrehnung entſteht, mit deren 
zen Auseinanderfegung wir das gegenwärtige Berl befchließen wollen. 

Wir wollen durch: 


Yor Yır YarYarosoenc ya (Ya) 


ae u von n + 1 Werthen ver Größe y bezeichnen, fo haben wir 


a DILDO — ne 
y =)Jo or N up Yy+ ZI 2 Jyt:... 
..+ 1y. (a) 
Diele Bormel, worin der Wertb von y, vermittelſt des rligen 
zerthes von y, und feiner Differenzen bis zu ber min incl. 
8gedrückt wird, kann nach dem im 6, 43 Gefägten aeg ebrüdt 
erden durch: 
Cournot, Theorie der Functionen x. 
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„=(1+ I)y, («) 
und umgelehrt Tann die Differenn "y, burd die lieber der Reihe (1.) 
ausgebrüdt werben; denn durch fucceflive Subflitutionen erhält man bie 
Gleichungen: 
I, =Yy-yr Py en - 2, 
429y, 5, — 3), 435, — For !bı 
welche ſaͤmmtlich in der allgemeinen Formel: 


n(a—1) n(n — 1)(a — 2) 


Ananget gg 
4 ......tYJ (b) 


enthalten find, auf die man das gewöhnliche inbucteriihe Beweisverfahre 
leiht anwenden kann. Denn gefeht, die Formel (b) finde für ven Sundern 
flatt, fo bat man: 


Amy — Ay, — Ay, — Yari — a ee 


n(u— 1) (a—2) _ a _ 
= gg Meteor 1.2 ° 


1 n 1 u — 
ty ehe, ————— 


fo daß die Formel noch für den Inder n + 1 flattfindet, Uebrigens laäßt ſie 
ſich ſymboliſch durch: 


n(oa — 1) 








Iy,=y—- N (2) 

ausprüden, wofern man nach ber Entwidfelung bie Erpsnenten son y in J⸗ 
laser — und in dem lebten Glirde der Entwickelung y, fait va 
it ſetzt. 


F. 583. Wir wollen nun y als eine Function einer andern Berizder 
Küchen x betrachten, fo daß, wenn bie Beränderlicde x fucceflive die Werth: 


Xor Xır Xaı X oc Xa (x) 
durchläuft, die Function y fucceflive die correſpondirenden Werthe: 
Yor Yır Yar Var oe soo rc Ya (r) 


annimmt, und aldvann befteht der Zweck der Berechnung ber Differenzen der 
Funection y = fx darin, biefe Differenzen als Functionen der Differenzen der 
Beränverlihen x auszüdrüden, fobald die Form ber Function f angegeben if. 

Die einfachſte Boransfegung, welde man machen kann, befteht tarız 
daß bie Veränderliche x nad gleichen Inerementen zunimmt, fo daß fih die 
Reiben (x,) und (y.) refp. in: 

Xuır t fs, x, +22, x, + 3A, .0....X, +0Ax; 

fx,f(x, + Ix), f(x, + 2x), f(x, 4+3Ax),....f(x, + od 
verwandeln. 

In diefer Vorausſetzung hindert nichts, Ax — 1 zu fehen; denn wen 
Ax=h wäre, wo h eine von der Einheit verfchievene Eonftante if, fe 
brauchte man nur x—x, + ih zu feßen, um y in eine Function von einer 
nenen Veränderlichen i zu verwandeln, welche nach Snerementen zummmt, die 
der Einheit gleich find. 
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Wenn bie Veränderlihe x nicht nach gleichen Incrementen zunähme, fo 
‚äre die Berechnung der Differenzen der Yunction y fo lange eine unbe- 
immte Aufgabe, als das Geſetz der auf einander folgenden Werthe von x 
sicht angegeben iſt, und folglich müßte jedes Glied x; der Reihe (x,) einen 
eſtimmten Werth annehmen, fobald ver Zahlenwertb des Index i gegeben, 
der x; = fi wäre, Aber alsdann wäre y auch eine Function von i, von 
velcher man die Differenzen nehmen könnte, wenn angenommen würbe, daß 
ie Beränderlihe, wovon fie abhängt, die Reihe der natürlichen Zahlen durch⸗ 
iuft, und folglich nach conflanten der Einheit gleichen Incrementen wäh. 

Diefe Beränderliche i, welche den Inder, oder die Ordnungszahl eines 
Zliedes in der Reihe, wozu daſſelbe gehört, bezeichnet, iſt folglich die noth⸗ 
yendig unabhängig veränderliche Größe, von weicher man fich alle übrigen 
Seränderliden als abhängig denken kann, und welche hier vermöge einer in 
bilofophifcher Beziehung fehr merfwürbigen Analogie diefelbe Role fpielt, wie 
ie Veränderliche t, welche die Zeit bezeichnet, in der Theorie der Fluxionen. 

Im Allgemeinen kann eine Reihe von Gliedern, welche fich nach einem 
eftimmten Gefebe ändern, von einem willlürlih gewählten Anfangsgliede aus 
or» und rüdwärts beliebig weit fortgefeßt werden, und man muß ſich daher 
m Allgemeinen vorftellen, daß die Veränderliche i fucceflive die Reihe der 
anzen Zahlen, fowohl der pofitiven, als negativen burdläuft, wo übrigens 
ei den Anwendungen auf befsndere Unterfuhungen auch ein Theil dieſer Reihe 
egfallen Tann, 


$. 584. Die Beränderlihe i, welche einen Inder over eine Ordnungs⸗ 
ahl bezeichnet, iſt nothwendig discontinnirlich; aber die Veränderlihen x,y 
önnen ftetige Größen ausdrücken, und obgleih fih die Differenzenrechnung 
ur auf Reihen von Werthen bezieht, welche durch envliche Intervalle von 
inander getrennt find; fo müflen doch die Refultate der Rechnung verſchieden 
nterpretirt werben, je nachdem fie auf wejentlih continnirliche ober biscon- 
inuirliche Größen angewandt werben. 

Denn betsachten wir die beiven Reiben: 


00. Ya Y-2r 10 Vor Yır Yar Yan eve - Virooe. (c) 

... Ay Ara Ay Mo Mr Mr Ay; 0 Ayu· ... MV 
nd nehmen der Einfachheit wegen an, daß das allgemeine Glied jeder 
erfelben unmittelbar als eine Function des Inder i gegeben ıft, fo ift Ear, 
aß man zu jedem Gliede der Reihe (ec) eine willfürliche Conſtante C addiren 
onnte, ohne daß die aus der erften abgeleitete Reihe (y) daburd verändert 
yürde. Umgekehrt, wenn das allgemeine Glied Ay; oder die Reihe (y) ge= 
eben ift, und man kann durch irgend ein Mittel eine ‚Function y; finden, 
eren Differenz ber erflen Ordnung Ay, if; fo muß man zu y; eine wille 
ürlihe Conſtante C addiren, um die Reihe (ec) in ihrer möglihft größten 
(Ngemeinheit zu erhalten. Die Reihe (c) wird alſo vermittelft der Reihe 
y) nur dann vollfländig beftimmt, wenn ber Zahlenwerth eines Gliedes der 
riten Reihe, 3. B. der Zahlenwerth des Gliedes y, gegeben ift, und hierin 
eigt fih wieder eine vollkommene Aehnlichkeit zwifchen den Differenzen und 
Yifferenzialen. 

Wir wollen nun annehmen, daß es ſich nicht mehr um die bloße Eon- 
action von Reihen handle, fondern daß man, indem die Veraͤnderlichen x, y 
etige Größen bezeichnen, für alle möglichen Werthe von y und x 

fx, Jy=f(x+ Jx)— ix f(x,x-+ fx) 0) 
abe; fo wird die Function f nicht blos nicht geändert, wenn man Ja fx eine 
onftante C, fondern auch, wenn man eine periodiſche Aunction: 

38 * 
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(3, Ax) 
zu fx addirt, welche jedesmal diefelben Werthe wieder aunimmt, wenn x ım 
Ax zunimmt, und welde überbies eine beliebige Form haben fann. Wen 
alfo umgekehrt die Function f gegeben ıfl, und man kann durch irgend ein 
Mittel eine Function f finden, welche f zur Differenz bat, fo bleibt tie 
Function y nicht blos ihrem Zahlenwerthe, —* auch ihrer Form nach noch 
unbeſtimmt. 

Um vermittelſt der Gleichung (f) eine Curve zu conſtruiren, deren Cr: 
dinate y ift, muß man fich vorftellen, daß man vorläufig ganz willfürlih das 
Curvenſtück MN (Fig. 103), deflen Endpunkte den Absciſſen OP —=x, 
OQR=x, + Ax entſprechen, befchrieben habe, und daß die Differenz HN 
der Ordinaten der beiden Endpunkte der Werth von Ay ift, welchen bie 
Gleichung (f) für x — x, gibt. Alsdann iſt die Curve in ihrem game 
Berlaufe beftimmt; denn es fei Op = x irgend eine zwilhen x, und x,-- Ir 
liegende Absciffe; fo nehme man pg = Ax, und alddann iſt die Differenz ha 
der Ordinaten pu, qn vermöge der Gleichung CF) gegeben. Folglich beſtimmt 
der Zug des Bogens MN in Verbindung mit der Gleichung (f) and ven 
Zug des Bogens NN,, deſſen Endpunkte die Ordinaten x, Ix, x, +24: 
baben, und da diefelbe Eonftruction, ſowohl in dem Sinne ber pofitiwen, me 


in dem der negativen x, beliebig oft wiederholt werden kann; fo folgt, daß 


der Zug der ganzen Curve beftimmt ift, wobei wohl zu bemerken iſt, daß 
verfelbe Stetigleitsunterbrechungen einer beliebigen Ordnung barbieten Tanı. 


$. 585. Die Operation, vermöge welcher man ans dem Gliede Ay; us 
Glied y;, oder die Reihe (c) aus der Reihe Cy) ableiten fann, tk cm 
Summation im eigentlichen Sinne des Wortes; denn es iſt identiſch: 


E Ayo +Iı Ay, +... tn 
fo daß man durch eine bloße algebraiſche Advition die Reihe (c) aus der 
Reihe (Y) ableiten kann, wofern man übrigens das Anfangsglied y, feunt 
welches die Stelle der eben erwähnten Gonfanten oder willfürlichen Function 
vertritt, je nachdem y eine discontinuirliche oder continuirliche Veraͤnderliche if. 
Sowie man das Zeihen / zur Andeutung einer Summe von Differe- 
ztalen oder eines eigentlichen Integrales anwendet, ebenfo bebient man 


fich des Zeichens 3, um eine eigentlihe Summe over ein Integral für 
endlihe Differenzen anzuzeigen. Die Zeihen 3 und I find einander 
entgegengefegt, und heben ſich gegenfeitig auf, wie vie Zeichen S,d. © 


folgt 3. B. aus der vorbergenden Formel: 
23; =, + tı +nt+---- + (d) 


und das Glied Sy, bezeichnet alsdann bie durch die Integration eingeführte | 


willfürlihe Conſtante oder Function, 


Wenn man eine ähnliche Bezeichnung wie die, welche man gegenwärtig 


für die gewöhnlichen beſtimmten Integrale anwendet, gebraucht, fo iſt: 
21 — 21, =2y 
und folglich: 
Ä Syn tyı Fn+-...t+tYo- (e) 
Wir haben das Zeichen I im Berlaufe dieſes Werkes fchon ald Sum 
menzeichen angewandt, und zuweilen bevient man fi) der Bezeichnung: 
Ju 


um die Summe der Werte ver Function yı für alle Werthe des Inder i vor 


— 
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==i, bis ii, incl. kurz anzudeuten. Die Formel (e) zeigt, daß das 
Ste Glied y; von dieſer Summe ausgefchlofien bleiben muß, wenn das Zeichen 
5 ein integral bei endlichen Differenzen andeutet, und in bem entgegenge- 
ten Falle wird jede Zweideutigkeit befeitigt, wenn man S für I fest, und 
chreibt: 

8v. 


Die durch das Zeichen S angedeutete Operation Tann ebenſo, wie bie 
urch das Zeichen 4 angezeigte umgelehrte Operation beliebig oft wieverholt 
>erven, und diefe Wiederholung wirb ebenfalld durch einen oben zur Rechten 
es Zeihend 3 gejeßten Inder angebeutet. Aus der Formel (d) folgt alſo: 

2y=2y, +23, +23, +39, +....+37o 
Zy—=ry, +2y, +23, +21, +...+2y_ 0%. 

Da 3y,, 2y,,...23yi.ı durch die Kormel (d) als Functionen von Iy, 
‚eflimmt werben, do fieht man, def ber Ausdruck 2251 zwei willfürliche Con⸗ 
kanten oder Functionen, nämlih Z2y, und Iy, enthalt. Der Werth von 
2 3y; ift von dieſen beiden willfürlihen Größen und außerdem von einer drit⸗ 
en Größe verfelben Art 3°y, abhängig, und im Allgemeinen ift das unbe- 
timmte Integral F°y; je na der Beſchaffenheit der Größe y von n Con⸗ 
tanten oder willfürlihen Kunctionen abhängig. 


$. 586. Wenn u,v,w,... beliebige Functionen berfelben veränderlichen 
Sröße bezeichnen, und a eine Conſtante iſt, fo hat man offenbar: 


Ala+rtw+r..J=AJa+fh- JIc+.... 
(ur tw +r..)=2. 4 3r + 3Ww+.... 
IA» au aJu, X · au aTu. 

Das Verfahren der theilweiſen Integration (6. 55) iſt anf die Integrale 

3 wie auf die gewöhnlichen Integrale anwenvbar. Wenn man 
,w=vfurw 
jest, wo w eine zu beflimmende unbefannte Fumetion bezeichnet, jo erhält 
man, wenn man von beiben Theilen diefer Gleichung die Differenzen nimmt: 
| w—(r+- Ar) (a + Se)— vu + Im, 
folglich: 
Au=— Ar! (u+ Aa), 
und mithin: 
$-w=viua — 3 [Ar2 (ua Au)], 
oder wenn man u, flatt u + fu fegt: 
Z-wz=v3a— 3(Jr2a,). 
Dur Wiederholung derfelben Rechnung ergibt fich: 
ZZ: w= rin — Ar:2u, + 2 (Siv32u,) 
Z+ur=r3ua — AIr2tu, + Str33u, — 3 (.1?v33a,) 
Zur =r3a — Av22u, + Sir2du, — S’ritu, +. 
Diefe Iette Gleichung kann man auf folgende Form bringen: 
F.w=vfa— Ar (X2u Xu) 

+ S2r(Z20 + 22204 u) — Sdr(Sta + 3230 + 3220 Su) +, 
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wo fih die Entwidelung ſchließt, wenn vie Differenzen der Junction v nad 
einer hinreichenden Anzahl von Differenzirungen Eonflanten werben. 


$. 587. Wir wollen annehmen, dag v— fx eine ganze und rationale 
Zunction von x fer, fo beſteht diefelbe aus einer Summe von Gliedern von 
ber Form Ax”, wo A eine conflante, und m eine ganze pofitive Zahl be 
zeichnet, fo daß die Differenzirung der ganzen rationalen Functionen auf die 
der Function y— x" zurückkommt. 

Wir wollen daher: 


v=zı, y,=(x+ Ix)", ꝛc. 
fegen, fo haben wir nad der binomifchen Formel, wenn wir nad ben ab 
nehmenden Potenzen von x orbnen: 


Ay, = 4: = mıe-i%x + ed 


2 Ar! 4... (N 


Ay, =m(x + Ayje-ı 42 4, m * ei —1) 21 A-3122 +. 
und folglich, wenn wieder auf dieſelbe * esröne wirb: 
ISy,= I1-®=m(m — 1)x"24x2 +.... 
Ebenfo fände man: N 
IS. —=mm—1)(m— 2)27-2417° +.... 
und allgemein: 
PS." mm —I1)m—2)....m—i+41)idlr...., 


was übrigens auch daraus folgt, daß fich das Verhaͤltniß ui ern 


xXx 


an der 





Grenze Ax=0 anf @ 


Man hat alſo: 
de. — mm —1)(m— 2)....:3.2.1. 4", (b) 


ad ba dieſe Differenz conflant iſt, fo verfchwinden die Differenzen der hühera 
nungen. 
Anbererfeits gibt die Kormel (b): 


4.2 =[r+ nd — [+ (a 1)Asr 


redueiren muß. 





! 





+ x +@a— Yırp—.....tx, 


und wenn man ben zweiten Theil nach ben Potenzen von fx entwidfelt, und 
ber Kürze wegen 


"20-7402 a—2) 


IE ZI a Bi .... 





ſetzt, ſo kommt: 
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As. m=Nae+- N,x"-14x 4 —52 N, x"! Ax⸗ 4 0 400 


2 
.... N, Axx. 

Man hat aber eben geſehen, dag Ax" vie niedrigſte Potenz von Ax in ber 
Entwidelung von Ir + x= ift, und folglich iſt die Zahl Ni dir alle niedrigern 
Werthe von i als n gleih Null. 

Nach der Formel Ch) hat man auch: 

Pe" —n(n —1)(a—2).......3.2.1.42, 
und folglich: 
N N, =un(n—1)(n—2)......3.2.1, 
6. 588. Es fei: 
y=ı(x— Ax)(x— 2ds).....[x— (m— 1)4x], 
fo fommt: 
Ay=x(x— Ax)(x—2Ax).....[x—(m— 2) dx]-mAx, 
woraus fich leicht ergibt: 
Ny=x(xs— Ax)(x—24x)..... 
....[X— (m — 3) 4x] +» m(m — 1) Ax?, 
und allgemeiner: 
ISy=x(x— Ax) (x—2Ix)....[x— (m —i—1)Ix]-m(m—1),... 
.....(m—i+ 1) Az, 

Es findet alfo zwifchen der Formel, welche das Differenzial ver Potenz x” 
und der, welde die Differenz der aus m Faetoren beftehenden Kactorielle 
($. 417) gibt, wenn die Differenz der auf einander folgenden Kactoren = Ax, 
and der erfle Factor = x if, eine merkwürdige Analogie flatt. 

Wenn man 

y=x(x+ fSx)(x + 2I).....[zx+(m—1)/z] 

ſetzte, fo fände man ebenfo: 

Ay=(x-+ Ax)(x-+-24x).....[x+-(m—1)Ix]-»mfzs, ( 
und folglich : | 

Ayz=(x+idr)[x+(i+ 1) Al...[x + (m— I) Ax] mm —1).... 
. (m - i 4)aAxi. 


1 
Te +) 2)... + (m—1)4]' 
fo dat man: 4 
mdIxz N 
NEE (< + 24x).....(x+mAx)' 0) 
INH m(m + 1)(m+2).....(m+i—1).dE 
TIRt Mat)... mri—Na' 
wo das Zeichen 4 oder — genommen werben muß, je nachdem i eine gerabe 
oder ungerade Zahl ıfl. 


6, 589. Auch von den Erponential- und Kreisfunctionen laſſen fich die 
fucceffiven Differenzen Leicht bilden; denn man hat unmittelbar: 


Es fei endlich: 
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Aa = la _ 1), Na — a _ 1)? ,»... 


... deals! 1), A) 
und nach den erſten Formeln der Trigonometrie iſt: 
Asin.x—= 2ein. Ax - cos. (Sx + 1 fx) 
4 co. x - - 2sin.$ Ax-sin. (x +14I)\ 
Hieraus folgt: 
42 sin. æ —- Asin.? 1 Ax sin. (x Az), 
42 ca. x— —4sin.? 1 Ax+ cos. (x Ax), 
und allgemein: 
Mein. x +2%sindii x -sin.(x + ifx), 
Pico.x=+ 2?sinä1 Ax+cos. (x --iAx), 


cl) 





tl an. x + Art sin.ditı 54 cos. x- ai > a), 


All cos. x == + 2&r! sin. At! 5 Ix + sin. (= 4 Ari 4x) , 


wo man das obere oder untere Zeichen nehmen muß, je nachdem i eine gerade 
oder ungerade Zahl if. 


$. 590, Die Integrale mit endlichen Differenzen der geringen Anzahl 
von Aunctionen, bei welchen ſich die durch das Zeichen 3 angebeutete Opera⸗ 
tion verrichten laͤßt, werben durch die Umlehrung der vorhin abgeleiteten 
Formeln der Differenzirung erhalten. Betrachten wir znnächft die Function x”, 
fo gibt die Formel (g), nachdem man m + 1 für m geſetzt hat: 


Ixzutl 2 (m + 1) xn Az + LT Axt 
+ ine) 2/23 1x, 
woraus folgt: 


zeti = (m +1)2. xa9x + eries ozxn-1 4x3 


+ (m + 1)m(m — 1), xu-2Jr3 + %C., 


1.2.3 
und endlich: 
H Ar m(m— 1) 
ee m—1 m(m—1) , 2. . 
ar tr 


Wenn man in biefer Formel ſucceſſive m—=0, =1,=2,=3, x. 
ſetzt, fo findet man: u — 








Ir ı 
x 

2 
3x =. —;% 

3 
In=3.— 24,2 
el in las @ 
zum. her Fun un 
=. —;e Hr; zum 


ic. 
Jedes dieſes Integrale muß überdies nach dem im F. 584 Geſagten durch 
eine Conſtante oder durch eine willkürliche periodiſche Function ergänzt werben, 
und durch dieſe Formeln erhält man das Integral jeder rationalen und ganzen 
algebraifchen Function. Das Geſetz, welches die fucceffiven Glieder der Ent- 
wickelung von Ix= befolgen, erhellet aus dem vorhergehenden Schema nicht 
Veiht, und wir werben daher in dem folgenden Kapitel allgemeinere Betrach⸗ 
tungen über biefen Punkt anftellen. 
Ans den Formeln (i), GH), CK), CD ergibt fi: 


* xl 242) ....[x+ (m— 1342] { 
Ir) + 2)... Ic + 14] + mr 0) 


1 
— — 
1 


_ 1 I@- 
— 





r Era 
2. @ 
a —i 
_ __ co. (x— 4x) 
Fire, 10 F 
ain. (x — 14x) — 
Sco.x— dein 1 to \ 


wo w bie Conftante over die willfürliche periodiſche Function bezeichnet. 


$. 591. Die Formeln im vorhergehenden 5 laſſen ſich ganz natürlich 
auf die Summation der Reihen anwenden. Nach der im 6. 585 angegebenen 
Bezeichnung wollen wir durch Si, die Summe ver Glieber der Reihe, deren 
allgemeines Glied y; iſt, von dem Gliede yı, bis zu dem Gliede y; incl. be- 
zeichnen, fo daß 


8. . = S. yi + Yu ober 8. „= Ss u 





—————— 


iſt; fo geben vie Formeln (m) zunähft: 


Sex =1+2 +3 +.....+i Fir rzi 
Reit 33 +... Hezsi4ziat ni 
ermi+ 24H. +eslt4zn4 oe 


ꝛc. 
Bekanntlich fangen die Reiben der figurirten Zahlen, wie die vor⸗ 
hergehenden, mit der Einheit an, und haben die Ausprüde: 
i dG+D) IG+-NDG+D 
1’ 1.2 ' 1.2.38 


zum allgemeinen Gliede; man kann alfo die Formel (u) auf die Summation 
biefer Reiben anwenden, und man erhält: 


1424344....Hi=!CE0 


14346 +104....4 CHR EDEN 


1444104204... 2:4 2049  (EFUCHFDEHN 


ꝛc. 


ꝛe., 

fo daß die Summe einer beliebigen dieſer Reihen das allgemeine Glied ber 

Reihe von einer unmittelbar höhern Orbnung ift, eine fehr befannte Relation, 

welche zur Definition der figurirten Zahlen genommen werben Tann. 

Die reciprofen Reiben, beren allgemeine Glieder durch: 
| 1 1.2 1.2.3 

 iG+D’Sa-NDaLyN' 

ausgebrüdt werben, laſſen ſich vermittelfi der Formel (p) funmiren, mil Ane- 

nahme der erften, für welche diefe Kormel wegen eines im Nenner verjchwin- 

denden Factors unbrauchbar wird. Für bie übrigen findet man: 


IC. 


1 1,4 1.2 2 2 
Ist tor tan et 

1, 1,4 1.2.3 3 3 
17 talmaryd 2 ornaorD 


ꝛe. 
Wenn man i= oo fett, fo erhält man 2, 3, ıc. für die Summen ber ins 
Unendliche fortlaufenden Reihen. 

Aus der Formel (g) ergibt fich bie bekaunte Formel: 


ati_a 


a+-a2 a? ,..,,Fe‘i= — 


für die Summation der geometriſchen Progreſſionen. 
Wenn wir in den Formeln (7) x—=p-ig, Ax— ſetzen, fo geben fie: 
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> in. (pt de — ara nid mein 
Z,ong+g- MeruiDme io * du 23 
und folglich nah 6. 406 und G. 423: 
NUTNERBIEETER EDEL TEST 
Std (p-tiq +40 Zei @-4D. 





Bweites KRapitel. 


Euler’s Formel zur Beftimmung der Summen durch gewöhnliche 
jutegrale und der Sjutegrale durch die Summen. — Anwendung auf 
die Stirling’fche Formel. — Weber die Interpolation. 


LU) 


1. Euler’s Formel zur Beſtimmung ver Summen durch gewöhnliche Integrale und 
der Integrale dur die Summen. 


6. 592. Die Zeylerſg⸗ Some 








= fat fit I Püct u 
folglich: | 
nekasne set P 3 Zfllix 1. :c, 
und, wenn man fix = fx febt: « 





Jet +2 2-47 + Zr +; „Ze, 


ober we : 
2 ———— I + 2x — — 


Aber ans demjelben Grunde nn 





.If!x— x, (a) 








1 Ax Axt? 
fx —— — 09 fx — — © fa — 9 zu — s 
2x 12 733 u “) 
1 4x x? 
ab" isn vr Dune TAVXäR Yen) ar 


ꝛc., 
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fo daß man aus der Reihe (a) die Integrale If!x, Ifrx, ıc, eliminicen Tann. 
Die Elimination wird auf bie gewöhnliche Weile verrichtet, indem man bie 
Gleichungen (a), (a‘), (a”), ꝛc., nachdem alle Glieder von (a’) durch ven 
Factor A,Ax, alle Sliever von Ca“) buch den Factor A, Ax2 u ſ. f. 
multiplieirt find, zufammenabbirt und dann die Multiplicatoren der zu elimi- 
nirenden Integrale gleich Null ſetzt. Diefe Rechnung gibt: 


Sk= fer + A,fz + A, Axfix + A, AXx2 fux 
x 


+ A,gxSfllix + ., (1) 


wo bie Zahlencvefficienten A, nnabhängig von der Form ber Function f fur- 
ceflive duch das Syſtem ver folgenden Gleichungen beſtimmt werben: 


1 A 1 
ı.+— =0, A + —— 
+77 9 #77 1.2.3 0 

A A 1 
A — ı _ 1. _ı — [oo f: 
 t73t7% 3t73354”° (A) 


A A A 1 
A — 1 _— 1. ı.___1I__ — — 20 
TAAMTASS 133735 98 


Wenn man fx —e* feht, fo erhält man: 
Se — e ‚ je ze fOr=e, 
* — 1 


und die Gleichung (1) gibt nah der Hinweglaffung des gemeinfchaftlichen 
Factors er: ' 





1 1 
7 ER ar A, AXAA, Ax: + A, Æxa 4%. 
woraus folgt, daß der Coefficient A; derjenige iſt, womit a; in der Ent- 
widelung der Function: 
1 1 
——— (a) 
e—1i a 
nach den ganzen und pofitiven Potenzen von a multiplicirt iſt. 
Wenn man für A, feinen Werth — 4 wieder febt; fo erhält man: 
1 1 1 


A,a+A,a: +-A,a° +82. -; + 3 


Nun ift aber der letzte Theil diefer Gleichung offenbar eine impaare Function 
von a, und folglich müflen in ber Reihenentwickelung vieler Function die 
Evefficienten der geraden Potenzen von = verfchwinden. Within iſt der Eoef- 
fieient A; für alle von O verfchievenen geraden Werthe des Inder i Null. 
Wenn man die in Rede flehende Entwidelung verrichtete, fo erhielte 
man den Ausbrud von A; unmittelbar als Function des Inder i; allein wir 
wollen uns bei dieſer zwar eleganten, aber complicirten Rechnung nicht auf- 


—e—N— — — — 


halten, da ſich die Coefficienten A, vermittelſt der Gleichungen (A), deren 
Geſetz einleuchtend iſt, ſehr bequem ſucceſſive berechnen laſſen. 

Da die Coeffitienten Ay. abwechſelud poſitiv und negativ find, fo wollen 
wir bie Gleichung (1) auf die Kom: | 


Sxk=C+ — Jiriz 2 fc + A, AX fx — A,4Ax3 + fllix 
x 


A, AXx-. ſex — ⁊c. (2) 
bringen, wo C die willlürliche Conſtante bezeichnet, welche bie unbeftimmten 
Integrationszeichen 3 und Sf mit fi führen, und alsdann bezeichnen die Buch⸗ 
ftaben Azyı lauter pofitive Zahlen. 


6. 593. Wenn man: 
j Ban =1.2.3....(21 #2) + Asısı 
fest, fo if die Reihe der Zahlen Ba; die der fogenannten Bernouillrfchen 
Zahlen, weil Jacob Bernoulli zuerft die Analyften darauf aufmerkfam ge⸗ 
madt hat. Diefe Reihe von Zahlen kommt oft ber Reihenentwidelungen zum 
Borfhein und hat in Beziehung auf die Summen, fowohl der birecten als 
der inverfen Potenzen der natürlichen Zahlen, merkwürdige Eigenfchaften. 
Seßt man z. B. fx = x", fo gibt die Gleichung (2): 


_ xmti 1 mAx- 
ect ana gta 
_ m(m—1)(m— MAxꝰ _, 
B, 1.2.3.4 re 


woraus das Bildungsgefeß der Formeln (m) im 6. 590 erhellet. 
" Die Reihe: 


A —A,+A,— A, +. 
ift convergent; aber bie Reihe: 

B, — B, ꝓ B, — B, +. 
nicht, weil die Zahlen Baai über jede Grenze hinaus wachſen. Die Werthe 
der erften Glieder diefer Reihe find folgende: 


B, = 1 = 0166666... B, = I = 00, 


6 66 
N 691 

8, =, = 0088333...) B =, = 0353113. 

B, = 25 = 0023808 .. ‚.B,= \ = 1.166666 2. 

B, = =008333...., B, = = 40488... 0. 


8 
$. 594. Wir wollen annehmen, daß das Intervall x — x, ein genaues 
Bielfaches von Ax fei, fo folgt aus der Gleihung (2), wenn man von ven 
unbeſtimmten Integralen zu den beftimmten übergeht: 
>" = "dx — iR fz,) + A,fı(l'!x— f’x,) 


mm X, x, 
— A, Axt (IUUx — fix) 4 A, Ax (x — frz.) — (3) 


604 


Die Formel! (2), welche gewöhnlih Euler zugefihrieben und deßswegen 
die Euleriihe Formel genannt wird, oder die Formel (3), welche eine Tran 
formation derfelben iſt, geftatten eine zweifache Anwendung, je nachdem fich 
das Integral Sfxdx ald eine endliche Function von x ausdrücken laͤßt, vder 
nicht. Im erfien Falle gehört das Integral PA fx meiften® nicht in die Ca⸗ 


tegorie derjenigen, auf welche fich die vorhin angegebenen Integrationsmethoden 
anwenden laflen, und man Pünnte den genauen Werth veffelben nur durch eine 
wirkliche Summation erhalten, eine Operation, die fehr mühlam und oft fogar 
unausführbar if, wenn bie Differenz Ax eine ſehr große Anzahl von Malen 
in der Differenz <— x, enthalten ıfl. In diefem alle beirachiet man dat 


lied: 

* — fxdx 
als einen Naͤherungswerth des Integrales 2%, fx, und bie Correction, welde 
man an biefem Näherungswerthe anbringen muß, wird durch bie Formel (3) 
in Reibenform gegeben. Wenn man dagegen das unbeftimmte Integral fidx 
nit als Aunction von x erhalten kann und es darauf anfommt, den Werth 
bes beftimmten Integrales: 

H a 

x, 


näherungsweife zu berechnen, fo theilt man das Intervall x — x, in gleide 
Theile x, weldge Hein genug find, damit das Product: 


Ax 3 ui fx 
einen Naͤherungswerth des geiuchten Integrales gibt, jedoch fo, bag die arith- 
metiſche Summation, durch welche man das Integral I: fx erhält, wegen 


x—7_Z 


der Größe der Zahl 72 nicht gar zu mühſam wird. Die Correction, 


welche man an dieſem Naͤherungswerthe anbringen muß, wird wieder im 
Reibenform durch die Gleichung (3) gegeben, welche folglih ſowohl vie 
Stelle einer Sunmmationsformel, als die einer Quadraturformel vertritt. 

Wenn wir nach der im $. 585 angenommenen Bezeichnungsart dad Zeichen 
S für das Zeichen 3 feben, fo erhalten wir flatt der Formeln (2) und (3) 
die beiden folgenden: 


& x=C—+ af eix 4 fx -—- A, Ax ſix — A,Ax’fllx 
4 A,d5 . ſ2 x — ⁊c., (4) 
* * fxdx 4 (fx — ſx,) - A, Ix(fix — f/x,) 
— A, Axs (fx — fix) + A, Ax(frx — frx,) — xc. (6) 
$. 595. Um aber die Anwendung dieſer Reihen, welche nicht immer 
eonvergent find, im Allgemeinen zu rechtfertigen, if es durchaus nothwendig, 
die Grenzen des Fehlers angeben zu können, welchen man begeht, wenn man 


bie Reihe bei einem Gliede von irgend einem Range abbricht (6. 25). Run 
bat aber Poiſſon ein Verfahren angeben, durch welhes man die Euler'ſche 
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Reihe, und zugleich den Reſt verfelben, durch ein beſtimmtes Integral aue⸗ 
gedrückt, erhält alſo auch die Grenze dieſes Reſtes, und wegen der Wichtig⸗ 
keit des Gegenftandes müflen wir daher hier dieſe weſentliche Bernollfommnung 
einer Aumdamentalformel der Analyfis näher angeben. 

Der Einfachheit der Rechnungen wegen wollen wir ammehmen, daß die 
Grenzen der Integrale in der Euler'ſchen Formel gleihe Zahlenwerthe und 
entgegengefeßte Zeichen haben, was man immer bewirken Tann, wenn man 
den gfangepuntt der Veraͤnderlichen verändert, und die Formel (m) im 


k- Mn YA " FEdE + 2 YA " [37 cos. — tẽaſ, (7 


wieder betrachtet, welche für alle zwiſchen den Integrationsgrenzen liegende 
Werthe von x ſtattfindet. An dieſen Grenzen ſelbſt hat man: 


7 —V 
[fa + f(— a)] = Fr YA j 1545 + — * IX cos. EZ gar, (8) 
Nimmt man a=—=nfx und legt der Beränderlichen x fucceflive die 20 — 1 
um biefelbe Differenz Ax verſchiedenen Werthe: 
— (a — 1), — (n - 2) 4x, ....— IX, IX, 24x,.... (n — 1) 1x 


bei, für welche bie Gleichung (7) fattfindet, nimmt die Summe ber correfpon- 
birenden Werthe von fx und addirt die halbe Summe der Werthe von fx für 
x=+a, ſo erhält man: 


Ax [2,8450 51-0]=Fta+ rc 
+ ic YA , | PP pcos. 1 fxdx, (9) 


Wir haben unter den Integrationszeichen x für & gefebt, was jetzt ohne 
Zweibentigfeit geſchehen Tann, und zu gleicher Zeit haben wir der Kürze wegen: 
in 3ir (a — 1)ir 
— + 2000 — +... 2008 Fa 


efegt. Die Größe p reducirt fih jedesmal auf 20 — 1, wenn i ein Biel- 
Faces von 2n iſt. Außerdem hat man: 








p=1-+ 2cos. = + 2cos. 


p cos. Io p + cos. im — 008. OR, 

n 
woraus für alle anderen Werthe von i, p==— cos. iz folgt. Hierauf nimmt 
man die Summe 37, indem man zunörderfi annimmt, daß dieſer Werth von 
p ohne Ausnahme flattfindet, fest dann i=2in und nimmt eine zweite 
Summe I? in Beziehung auf i’, indem man im Verlaufe dieſer zweiten 
Summation 

p = 22 — 1-4 cos. 2i/anr — 2a 
fest. Die unter dem Integralzeichen / befindliche periodiſche Reihe if die 
Summe diefer beiden Partialreihen, und wegen ver Gleichung: 


. ixx it(a —x) 
eos. in eos — = 000, — — 
u Ax a 


ergibt ſich ans diefer Bemerkung: 


8 _ 


PP p eo. = * - 2° cos, ee a . 
Die Gleichung (9) gibt folglich: 
4x 3", fx + 5 fa — —8 = = [fa + f(— 2)) 


+4 -)/% ir = /" [27 cos. ee TE 
+2 MP cos. | Ber, 
oder vielmehr wegen ber Bleihung (8): 


4x [3- . - * — 1] = JR fxdx 
+2/" [27 cos. a] fxdx. 


Nun Hindert nichts, i für i’ zu fegen und ben Anfangepunft der Ber- 
änderlichen x oder die Form der Function f fo zu verändern, daß bie Grönzen 
des SIutegrales beliebig find. Wir Eönnen alfo fchreiben: 


2x [8845858] 


—V— 2/| j cos. zu fxdx, (10) 


Setzt man: 
1 1 1 1 
1—5 5 75 3 O" Anın (11) 


und berüdfichtigt, daß an den Grenzen des Integrales, für welde der Werth 

ber Beränderlihen x nach der Vorausfehung ein genaues Vielfaches von Ax if: 
Jin . 2ImX 
1x 41, siıD, 7 20 


iſt; ſo gibt das Verfahren der theilweiſen Integration: 
YA [37 co8. | fxdx = — A, Axa (fux — fix.) 
X, ' dx 
+ A, AX-CE — fulx,).... Ay IxlfNg — f-Nz) 


Ix\® px 1 2iTx 
— — cos. —— | fa) 
+ ()/. 3! 2 | sooxar. (12) 


$. 596. Durch Vergleihung der Gleichungen (10) und (12) erhalten 
wir bie Euler’fche Formel wieder, wie fie vie Gleichung (3) gibt, umd zu- 
gleich erhalten wir den Werth des Reftes, welder vernachlaſſigt wird, wenn 
man die Reihe bei einem Gliede von beliebigem Range abbricht, durch ein 
beftiimmtes Integral ausgevrüdt. Die Eovefficienten A,, A,, 2C., welche durch 
die Gleichung (11) beflimmt werden, fonnen feine andern fein, als die durch 
die Gleihungen (A) oder burh die Entwicdelung der Function (a) nach den 
Potenzen von = gegebenen Eoefficienten. Die Gleichung (11) drückt alfo 





co$. 
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eine fehr merkwürdige Eigenſchaft ver Eoefficienten A ober der ih daraus 
ergebenden Bernoullifchen Zahlen aus. 
Wegen der Gleichung (11) dat man offenbar: 
1 Zr 1 
>” j2n + COß, I < 57 (2n)® Ani N 

und wem man buch A. den größten Zahlenwerth bezeichnet, welchen die 
Function fx zwifchen den Grenzen des Integrale annehmen kann, fo hat 
man, abgefehen von den Zeichen: 


IN N m 1 2inNx 
= 24 — — . (2n) 
* ce) vA [2 je | * 


< An(x —x,) Ay-ı irn, 


Penn man die Eulerfche Kormel auf eine Duadratur anwenden will, fo 
fann man Ax immer fo Hein annehmen, daß die obere Grenze des Reſtes 
R, unter jede gegebene Größe berabfinft. Wenn viefelbe Kormel auf die Be- 
flimmung einer Summe over eines Integrales mit endlichen Differenzen an- 
gewandt wird, und die Differenz Ax gegeben if, fo kann es geicheben, daß 
der Werth R, für ohne Ende wachſende Werthe des Inder n nicht ohne Ende 
abnimmt, weswegen man aber doch von ber Formel Gebrauch machen kann, 
wenn die obere Grenze von R, für einen ſchicklichen Werth von a von ber 
Dronung der Größen ift, welche vernachlaͤſſigt werden können. 

Wenn die Function fÜ)x in der ganzen Auspehnung der Integration 
daffelbe Zeichen behält, fo hat man auch, abgefehen vom Zeichen: 


x 
R, < A... JIx’" (@u)xdx, 
X, 








oder: " 
R, < Ay-ı xꝰn (fin -Nx — fax), 

d. 5. der vernadhläfligte Reſt Hat einen Fleineren Zahlenwerth, als das letzte 
beibehaltene Glied. 

Die Euler'ſche Formel wird unbraudhbar, wenn die ungeraden Differen- 
ziale von fx verfchwinden, ober allgemeiner, wenn fie den beiden Grenzen 
des Integrales gleich find, und der zweite Theil der Gleichung (10) laͤßt ſich 
alsdann nicht mehr in eine nach den fleigenden Potenzen von Ax fortichrei- 
tende Reihe entwideln. 


$. 597. Allgemein, wenn bie Function fx in ber ganzen Ausbehnung 
der Integration daffelbe Zeichen behält, fo kann man Ax fo Hein annehmen, 
Daß der Zahlenwerth des Berhältnifles: 


N [27 cos. =) fxdx: „(iz (13) 


unter jede gegebene Größe Kerabfinft, weil der Factor von fxdx in dem erfien 
Integrale das Zeichen verändert. Wenn außerdem Ax eine Größe ift, welche 
in Bergleich zu dem gegenfeitigen Abflande x — x, ber \ntegrationsgrenzen 
vernadhläfligt werden fann, fo darf man nit blos das erfte der Integrale 
(13) gegen das zweite, fondern auch die Glieder Ax(l!fx— 1fx,) gegen 


Ax 2 " fx vernachläfligen, and man hat: 
0 
A, s= 5 fxdx, 
xo Xo 
Cournot, Theorie der Functionen ıc. 39 
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fo daß fih in Beziehung auf unfere Verſuchs⸗ und Meffungsmittel alles fo 
verhält, wie wenn fi ein Syftem von discontinuirlichen Theilen in ein vollig 
continuirliches Syſtem verwandelte. Bermöge diefes Sages betrachtet man 
3. D. zwei Körper bei der Berechnung ihrer gegenfeitigen Anziehung als fletige 
Maflen, indem man von den Poren oder Zwifchenräumen, deren Criftenz dur 
eine Menge von Erſcheinungen außer Zweifel geſetzt ift, deren Dimenfionen 
aber für uns unmeßbar Flein find, abſtrahirt. Dan nimmt an, daß die Maße 
der in einem Raume son unmeßbar Heinen Dimenfionen enthaltenen Theilcher, 
welcher aber dennoch eine fehr große Anzahl folder Theilchen enthalten Tanz, 
gleichmäßig in diefem ganzen Raume verbreitet ift, und der begangene Fehler 
muß in Beziehung auf die gemellene Größe von derſelben Ordnung fein, als 
die Dimenfionen des Volumens der Theilhen in Beziehung auf die Dimen- 
fionen der beobachteten Körper, d. h. der Fehler iſt für unfere Meffungsmittel 
unmeßbar Klein. 

Wenn dagegen die Function fx innerhalb der Ausdehnung der’ Integration 
das Zeichen verändert, fo können die beiden Glieder des Verhältniffes (13) 
ungeachtet der Kleinheit von Ax unter einander vergleichbare Großen fein, und 
Doiffon hat aus diefer Bemerkung eine finnreiche Erklärung einiger Geſeztze, 
welihen die Molecularconftitution ver Naturkörper unterworfen zu fein Jcheizt, 
abgeleitet. 

Bei der Auseinanderfehung der Grundprincipien der Infiniteſimalrechnung 
im Anfange biefes Werkes haben wir zu zeigen geluht, wie man von dem 
Begriffe der discontinuirlihen Veränderungen ausgegangen ifl, um die Red- 
nung auf ftetige Veränderungen, welde fich bei den meiflen Raturerfcheinungen 
darbieten, oder darzubieten fcheinen, anwenden zu fünnen, und in dem Bor- 
hergehenden iſt bie Andeutung eines umgefehrten Berfahrens enthalten, wobei 
man der Bequemlichkeit der Rechnung wegen dic wirklich biscontinnirfichen 
Veränderungen als continuirliche betrachtet. Dieſes Verfahren findet beſonders 
bei der Beſtimmung der Berhältniffe großer Zahlen, welche in der Eombina- 
tionslehre und in der Wahrfcheinlichfeitsrechnung häufig vorkommen, feine An- 
wendung, wobei eine von Stirling herrührende Formel, welche fih, wie 
wir in dem folgenden Abfchnitte zeigen wollen, aus der weiter oben abgelei- 
teten Euler'ſchen Formel gibt, fletd angewandt wird. 





1. Anwendung der Stirling’fhen Formel. 


$. 598. Wenn wir die Euler'ſche Formel zur Beftimmung der Summe 
der Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis x incl. anwenden, fo haben wir: 


Ax—1, flog xdx=xlog.x—x-- oonst. 


1, guy — 1? 22.4, ꝛc., 
X x> x5 


und folglich gibt die Formel (4): 
log. [1.2.3....27] = C++ xlge.x—xı+ Elogx + ni 
x 
B, B, B, 
zarten Tante (14) 
woraus ſich ergibt, wenn man 2x für x feßt: 


log. [1.2.3...02x — 1)2x] = C -+ 2x log. 22 — 2x4 2 tog2r4 or. 





—— 


Es iſt aber identiſch: 
1.2.3... x Va=%.1.2.3...x.1.3.5..... @x—1), 
und folglich: 
l0g.(1.2.3.....2) + log. [1.3.5.....02x—1)] 
=C+xbog 2 + xbox 24} 
Wenn man mit dieſer Gleichung die Gleichung (14) dur Subtraction 
verbindet, fo erhält man bie folgende Formel, — die Conſtante C nicht 
mehr enthält: 
10£-[1.3.5...022°— 0] =(@ + z)'er 2+ zip ro (15) 
Andererfeits hat man: 
was: EN 22.0.4662) 2 22x, 
11.3.5....2x— 1)? =1.3.3.5.5.7.....(22—3) (2x — 1)(22— 1), 
und wenn man dieſe Gleichungen mit den Gleichungen (14) uı B 
bindet, fo ergibt fich nach den Regeln der Logaritänenvechnung I 
— — j⸗e⸗ 


log.2x + 2 — ꝛc. 








1.3.3.5.5.7....(22— 3) (22— ) (2x—1). 
38, 
+53 r® 


Laßt man nun x gegen das Unendliche convergiren, fo_convergirt ber erſte 
Theil der letzten Gleichung nah dem Wallis'ſchen Theoreme gegen vie 


Grenze log. z während fih der zweite Tpeil für x— oo auf 2C— 2 log.2 


reducirt, woraus folgt C=log. V 27, und folglich if: 


log. (1.2.3.....2)= log. V 2m + xloge.x— x + lot. x 
B, — B, B, B, 
IT ze tern te 10 

Seht man in biefer Ießten Gleihung x = 1000, multiplicirt die Glieder 
ohne das Zeichen log. durch den Modulus der Logarithmentafeln ($. 64), 
damit fih die Summe auf Logaritimen der Tafeln bezieht, und ſchließt die 
Reihe bei dem Gliede mit dem Eoefficienten B,; fo findet man den Werth: 

log. valg. (1.2.3....1000) = 2567,6046442221328 ......., 
welder bis auf die breizehnte Decimalftelle genau if. Wenn man x— 10 
fegte, und bei dem Gliede mit dem Evefficienten B,, ftehen bliebe; fo fände 
man einen bis auf die zwanzigfte Decimalftelle genauen Werth. *) 

Aus diefer Rechnung geht hervor, daß das Product 1.2.3...1000 in 
unferm Zahlenſyſteme durch eine Zahl von 2568 Ziffern ausgebrüdt wird, 
deren vier erfte Ziffern zur Linfen 4023 find, fo daß diefe Zahl zwifchen: 

4024 + 103% und 4023 + 10% 
Tiegt. 
*) Bergl. die Einleitung zu dem Werfen: Tabulerum ad faciliorum et breviorem 
probabilitatis computationem utilium enneas, auct. Degen. Copenhagse, 1824. 
39° 
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m der Wahrſcheinlichkeitsrechnung bat man oft vie Verhaͤltniſſe ſehr 
großer Zahlen anzugeben, welche die combinatorifche Analyfis unter der Form 
von Kartoriellen oder Facultäten gibt, und deren. unmittelbare numeriſche Be⸗ 
rechnung ganz unausführbar fein würde. Um nun dieſe Berhältuiffe mit einer 
binreichenden Genauigfeit, welche mit ver Genauigfeit der empirifchen Con- 
ftanten vergleichbar ift, anzugeben, braucht man offenbar für jedes Glied des 
Berhäftniffes auf die eben bei ver Factorielle 1.2.3....1000 angegebene 
Weiſe nur die Kennziffer feines Logarithmus, und die erften Ziffern des De— 
eimaltheiles deſſelben zu beftinnmen. 


$. 599. Wenn man in der Gleichung (14), x—=1 feßt, fo ergibt ſich 
daraus: 


. 


A. B ,B 3 B 
(S1 try 


B B 

> ı_ı_ — 

FIR Hua FU: Bu PET BET OST Tahe 

—F gurg Subſtitution der für die Bernoulliſſchen Zahlen gefundenen 
erthe: 


= 1 — 0,08333.... + 0,00275 ....— 0,00079.... + 0,00059... 
— 0,00084 .... 4 0,00209 ....— ꝛc., 
was genügt, um die Divergenz der Reihe darzuthun und zu zeigen, daß fie 
nicht zur Beflimmung des Werthes der Conſtante C angewandt werben Tanz. 

Die in den ©leihungen (14) und (15) nach den ungeraden und negativen 
Potenzen von x fortfchreitende Reihe ift ebenfalls divergent; aber, wenn man 
für x die Zahl 1000 nimmt, fo hat das Glied mit B, ſchon blos noch auf 
die Decimalen von einer höhern als der 11!" Ordnung Einfluß, und man 
müßte eine fehr große Anzapl von Gliedern umfaflen, um die Divergenz dieſer 
Reihe durch Die fortwährende Zunahme der Evefficienten B darzuthun. Wenn 
man blos x= 10 feßte, fo wäre das Glied mit B, Feiner, als eine Decimal- 
einbeit der 8" Ordnung, und man müßte wieder, um bie Divergenz ver 
Reihe darzuthun, eine zu große Anzahl von Gliedern umfaffen, als daß fi 
die Rechnung praftifch ausführen Liege. 

Es iſt jedoch hinreichend, daß die Reihe zuletzt divergent wird, um ben 
Rechnungen bei der Anwendung derfelben nur dann mathematifhe Strenge 
beizulegen, wenn fich eine Grenze des vernachläfligten Reſtes angeben läßt 
($. 25). Nun ergibt fih aber dieſe Grenze in dieſem befondern Falle mit 
der größten Leichtigkeit aus der, welche Poiſſon für ven Reſt der Euler’fchen 
Reihen angegeben bat; und muß man, um hinreichend enge Örenzen zu er- 
halten, den Anfangspunft der Summation verändern, und man fann 5.2. 
die Summe S“ log. x in S'? log. x-1-S% log. x zerlegen, fo daß man bie 
Conftante S’ log. x mit jeder gewünfchten Genauigkeit direct berechnen Tann. 
Alsdann bat man: 


S‘ lg. x—xlog.x— x + 1 — 11 log. 11 


B, (1 Ay, Bit 1 (5) 
-,5(5 -3)+ 365 5) 55 m u)tr® 
Wenn man die Reihe mit dem Gliede B, fchließt, fo ift der vernad- 

Iafligte Reft nach dem Vorhergehenden Heiner, als eine Decimaleinheit ber 
* Ordnung, welchen Werth x an der obern Grenze des Integrales auch 
aben mag. 

‚ Much iſt noch zu bemerken, daß Liouville den Reft der bei dem Gliede 
mit Ba, gefchloffenen Reihe (16) auf folgenne Form gebracht hat: 
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1 
1.2.3...(2i-+ 2) 


wo fı die Function — ($. 592), und 9 eine zwilchen O und 1 liegende 
er — 


Zahl bezeichnet. *) Wenn man den größten Zahlenwerth der Function Fit? 
durch /air2 bezeichnet, fo tft der Zahlenwerth des vernachläffigten Reſtes zwi« 
fchen den Grenzen 0,00 feiner als: 


ꝛit⸗ — —V—— ha 

1.2.3..(i+2) /o0 (3-41) 02 + 2)xAtı " 
Wenn man in der Reihe (16) nur die von ven Coefficienten B unabhängigen 
lieder beibehält, fo gibt dieſe Rechnung für den Ausprud des vernadläffig- 


ten Reftes: 
1 je 0) ‚(0 
—Üx 4 
/ er ft (da)dua, 


und der größte Zahlenwerth der Function: 
"Ile De ter? 
(e®— 1)? 
ift, wie Liouville gezeigt hat, fr(O) — =B,. Han diefem Falle ifk alfo 


fe 6) 
\ e"xairl2it?) (9a) da ' 





f"ta — 


der vernadhläffigte Reſt Feiner als z ‚ und wenn x von der Ordnung der 
x - 


Tauſenden ıft, fo ift der vernadhläffigte Neft Heiner als eine Decimaleinheit 
der vierten Ordnung. Diefe Rechnung, wobei man die genaue Beftimmung 
der Eonftante C zu benugen fucht, hat folglich vor der vorhin angegebenen 
den Bortheil, den Werth der Grenze des vernachläffigten Reſtes zu vermin- 
dern, wenn man in der Stirling’ihen Formel alle Slieder mit den Ber- 
noullrfchen Zahlen Hinwegläßt; aber fol dieſes zuläflig fein, fo muß x eine 
große Zahl, wenigftens von der Ordnung der Taufender fein, und im ent- 
gegengefehten Falle gelangt man durch die angeftellten Betrachtungen einfacher 
zu einem Werthe der Grenze des Reſtes, veffen Rleinheit bei allen Anwen- 
dungen genügt. 


II. Bon der Interpolation. 


$. 600. Wir haben bereits mehrere Male Gelegenheit gehabt, von dem 
Probleme der Interpolation ($. 21) zu reden, deſſen Gegenftand darin be- 
fteht, eine ftetige, mathematiſch ausdrückbare Function zu beftimmen, welche 
für gewiffe Werthe der unabhängigen Veränderlichen beftimmte Werthe, welche 
die Werthe einer andern continuirlichen oder discontinuirlichen Function find, 
annimmt. Wenn biefe letzte Junction fletig iſt, und die Werthe, zwiſchen 
welchen man interpoliren foll, einander hinreichend nahe Tiegen, fo nimmt man 
an, daß die beiden Functionen innerhalb des Intervalles diefer Werthe nahezu 
übereinftiimmen, weil zwei Eurven in dem Intervalle der ihnen gemeinfchaft- 
Kihen Punkte faft zufammenfallen, wenn die gemeinfchaftlichen Punkte einander 
binreichend nahe liegen, und weder die eine, noch die andere Curve in biefen 
Intervalle eine Stetigkeitsunterbrechung erfährt. 

Das Problem der Interpolation ift feiner Natur nach offenbar unbeftimmt. 
In gewiſſen Fällen Tann es als eine Anwendung der mathematifchen Theorie 








*) Journal de mathdmatiques, tom. IV, pag. 317. 
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der Wahrfcheinlichleiten betrachtet werden; allein wir haben daſſelbe bier nur 
in fo fern zu betrachten, als es fih an die Rechnung mit endlichen Differenzen 
anfchließt. 

Bir wollen die Formel im 6. 43 und 582, nämlich: 

n n(n— 1) nina — 1 — 2 
n=1nt7r N aD an dt tn 
wieber betrachten, worin y eine Function der Veränderlichen x iſt, welde für 
die Werthe x = 0, x Ax, x=2Ax,....x=uAx gegeben if. Bir wollen 
nAx=x „fx und „„=f(0) fegen, jo verwandelt ſich dieſe Zormel in: 


_ x | x(x — Ax) n 
NO re 1 
Wenn der Werth y, nicht x=0, fondern x—x, entfpräde, fo müßte man 
im zweiten Theile der vorhergehenden Gleichung <— x, für x und fx, für 
f(0) feßen. 

Wenn man in der Formel (17), deren Aehnlichkeit mit der Maclar 
rin’fchen Reihe in die Augen fallt, x=0, x= Ax, x= 2dx,...x =udı 
feßt, fo fommt man wieder auf die Werthe yo, Yır Jar -Iur welde zu 
Bildung der Differenzen Ay,, SAeyyr.... My, gedient haben; aber man 
fann auch annehmen, daß die Gleichung (17) für alle dazwifchen liegende 
Werthe von x flattfindet, und alsdann erfüllt dieſe Gleichung den Zweck einer 
Snterpolationsformel. Man kann fie auch auf die Korm: 


x=A, A x + A, x -A,x’ re (18) 


bringen, wo Ay, A,, A,„.... A, gegebene Eonflanten bezeihnen. Man nf 
vorausfegen, daß die Tifferenzen -/, 12, 13, ıc. abnehmen, fo daß man ka 
den Differenzen der n!n Ordnung ftehen bleiben fann, wenn man die ber 
böhern Ordnungen vernadhläffigt, und alsdann enthält die Formel (17) oder 
(18) nur eine envlihe Anzahl von Gliedern, fo daß man flatt der Function 

fx eine ganze rationale Function von x hat. | 














$. 601. Wenn die Differenzen von den höhern, als von ber nt" Dr: 
nung Null wären, fo konnte man die Tafel der Werthe von fx vor und hinter 
dem zum Anfangspunfte genommenen Gliede doch beliebig weit fortſetzen, 1: 
dem man ſich zu biefem Zwecke entweder der Formel (17) bediente, oder wm 
dem man bie Differenzen von ven niedrigeren Ordnungen durch fucceflive 
Additionen bildete. Auch kann man die Tafel erweitern, wenn die Differenzen 
der nien Ordnung blos fehr Hein find, indem man fie als ſtreng =0e | 
handelt; aber alsdann muß man jenfeits der urſprünglichen Grenzen ber Tafel 
einige befannte Werthe von fx haben, welche gleihfam als fefte Anhaltspunkte 
dienen, und beren Webereinftimmung mit den berechneten Werthen eine ir 
reichende Garantie für die Genauigkeit der zwifchenliegenden Werthe gibt, 
wenigftens bis auf Größen von der Orbnung genau, welche man zu vernad- 
läffigen berechtigt if. Die Grenzen, innerhalb welder man die Tafel er— 
weitern darf, finb diejenigen, zwifchen welchen man die Gleichung (17) alt 
Spnterpolationsformel anwenden kann. | 

Wenn die Tafeln für Wertfe ber Veränberlichen berechnet find, die 
einander fo nahe liegen, daß man innerhalb einer gewiſſen Auebepmung DT 
Differenzen der erſten Ordnung als conflant und die von ben Höfen Ord⸗ 
nungen als Null betrachten kann, fo reducirt ſich die Interpolation, wie ſchor 
oft gezeigt worden, auf die Berechnung von Proportionaltheifen. 
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® 
6. 602. Wenn man die Formel (3) auf die Berechnung bes Zahlen. 
werthes des beflimmten Integrales J * fxdx anwendet, fo kann es gefchehen, 
X, 


Daß die. Function fx nur durch eine Tafel gegeben ift, welche blos zu einer 
genäberten Berechnung der Werthe ver Ableitungen fx, fx, fx, 2. die Mittel 
an die Hand gibt (6. 44). Wir wollen annehmen, taß diefe Tafel die Werthe 
von fx für Werthe von x gibt, welche ſich nach gleichen Unterfchieven ändern, 
indem bas Intervall der Gremen x — x, wieder ein Vielfaches von Ax iſt. 
Wenn man eine Beränderlihe z und eine Function: 


fr=f(x +z) + f(x, — 2) 
als Hülfsgrößen anwendet, fo daß: 
fe (0) — fix — fox,» 2 (0) — If — .h ix, (19) 


ft, und annimmt, daß die Veränderliche = fuccefiive die Werthe O, Ax, 2Ax, 
3Ax, ıc. annimmt; fo gibt die Formel (IT) durch eine bloße Vertaufchung 
von [ mit f und von x mit =: 


= — 4 (2 — «!x) 42 
Jr fi) +. — FO) + I ro) ꝛc 
Wenn man nun diefe Formel nach dem Prinzipe ber Interpolation als 
für beliebige Werthe von z ftattfindend betrachtet, fo fann man bie beiden 
Theile als fletige Functionen von = differenziren, und wenn man dann == 0 
fegt, fo erhält man: 


ISO) = IC - 32H S ICH) — IND, 
Axsf (0) = If) — 30) 0,.....10. 


Set man für (0), F"CO),...AflO), Aꝛ2f (O, ... ihre durch Die 
Sfeihungen (19) gegebenen Werthe wieder und fubftituirt in die Formel (3), 
b erpäilt man die von Laplace in ber Mecanique celeste zuerft gegebene 

ormel: 


x x 1 1 1 
S (xdx = Ix [3% fx + 5 2 fr 25 (Ar — I) 
+ (#6 — I) — I (a) — Aitr,) 
24 2. j 


3 j _— A: — 863 AMAcſx — 15£ | 
+ 160 (d*fx — A*tx,) 50250 ( x x) + 
Es muß vorausgefett werden, daß fich die Tafel der Werthe von fx über 
die obere Integrationsgrenze hinaus erſtreckt, damit fie bie ſich auf dieſe oberen 
Grenzen beziehenden Differenzen Afx, A?fx, I:fx, ıc. implicite beſtimmt. 


$. 603. Das umgefehrte Problem der Interpolation befteht in ber Be⸗ 
flimmung des Werthes von x, welder einem gegebenen Werthe fx der Yunc- 
tion f entipridt. Wenn man die Gleihung (17) als Interpolationsformel 
. anwendet, fo läuft die Auflöfung dieſer Aufgabe auf die Aufldfung einer al« 
gebraifhen Sleihung des nien Grades hinaus, indem FLO) die höchſte in 
der Formel vorfommende Differenz if. Statt aber bei dieſer Auflöfung fich 
der allgemeinen Methoden von einer fo fchwerfälligen Anwendung zu bedienen, 
wendet man fucceflive Annäherungen an, und feht zu dem Zwede: 
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x dx . fx — (0) 
Fk 200) 
wo Fx eine Junction von x bezeichnet, welche ven Werth: 


x _,\_20) 12 _,\(%_ 4:1(0) | 
+5 Ye onaer Ye : 1.2.3.0) 


bat. Für den erflen Näherungswerth von x nimmt man: 
& = Az: — ——, 


für den zweiten Näherungswerth : 
5 — fx 8 f(0) 

IT 200) ' 
für den dritten: 
ge =, -1® 

U F5, JO 

und fo fort. 
Das Problem der Interpolation umfaßt als befondern Fall das ber Ein- 
haltung, weldes darin befteht, zwifchen den durch eine Tafel gegebenen 
Werthen eine beftimmte Anzahl zwifchen liegender Werthe einzufhalten, und 
man nimmt gewöhnlid) an, daß die eingefchalteten Glieder um dieſelben Tif- 
ferenzen von einander verſchieden fein müffen, wie die Glieder der urfprüng- 
lichen Tafel. 


F. 604. Wenn die Tafel die Werthe der Function nicht für Werthe der 
nnabhängigen Veränverlichen gäbe, welche nach gleichen Differenzen fortſchrei⸗ 
ten, wie es im Vorhergehenden vorausgeſetzt iſt; jo müßte man zu andem 
Smterpolationsformeln feine Zuflucht nehmen, und es ließen fich beren ver: 
mittelft der Rechnung mit enblihen Differenzen ableiten; allein es iſt em: 
facher, und für unjern Zwed hinreichend, geradezu mit Lagrange 


J=XA,yo +X%yı + X,J2 +00 + Kaya 
zu feßen, WO Yor Yır Yar- - In wieder die gegebenen Werthe der Function 


y bezeichnen, welhe den Werthen x,,x,,xX,,....x, ber Beränderlichen x 
entfprechen, und wo X, eine Function von x iſt, welche fih für x—x; auf 
die Einheit rebucirt und für x=x, auf Null, wenn der Inder i! jeden am 
dern Werth als i hat. Offenbar wirb dieſer doppelten Bedingung genügt, 
wenn Man 


1 EI) E30...) 


(—x,) (x —x,) ..... (x; —x,) 
ſetzt, was übrigens auch auf unendlich viele andere Werfen geſchehen Eonnie, 
weil das Problem der Interpolation nothwendig unbeftimmt if. 
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Drittes Rapitel. 


Theorie der Gleichungen mit endlichen Differenzen zwifchen zwei dies 
continuirlichen VBeränderlichen. 





I. Integration unter emblicher Form ver Differenzengleichungen mit zwei Ber- 
änberlicher. 


$. 605. Die Theorie der Gleichungen mit endlichen Differenzen, welche 
in Beziehung auf wichtige Anwendungen bei weitem nicht fo fruchtbar ift, als 
die der Differenzialgleichungen, verdient dennoch auch in einem Elementarwerfe 
etwas näher erörtert zu werden; denn bie Vergleichung beider Theorien zeigt 
Aehnlichkeiten und Berfchievenheiten, wodurch ſich beide gegenfeitig beleuchten, 
und welche die allgemeinen Geſetze der Analyfis beffer hervortreten laſſen. 

Wir wollen nur die Differenzengleichungen mit zwei Veränverlihen x,y 
bier etwas näher betrachten, und zwar —* — unter zwei verſchiedenen Ge⸗ 
ſichtspunkten, nämlich zunächſt als Ausdruck des Geſetzes der Reihe der Werthe 
von y, welche einer Reihe beſtimmter Werthe von x entſprechen, und dann als 
Ausdrud einer Eigenfchaft der Function y, welche, wie die unabhängige Ver— 
änderliche x ftetig zunimmt. 

Man fann immer vorausfegen, daß das Intervall Ax der auf einander 
folgenden Werthe der unabhängigen Veränderlichen conflant und der Einheit 
gleih ıft ($. 583). Wenn x feine conftante Zahl, fonvdern eine Function 
von x allein, oder von x und y zugleich wäre; fo Ffünnte man x und y als 
Functionen der pofitiven oder negativen ganzen Zahl i betrachten, welche den 
Rang des Gliedes x; in der Reihe der Werthe von x und ben des correſpon⸗ 
direnden Gliedes y;.in der Reihe der Werthe von y beftimmt. Die Ber- 
änderlihen x,y würden alsdann durch zwei Differenzengleichungen,, auf welche 
man das ım $. 165 für die Differenzialgleichungen angegebene Eliminationd- 
verfahren anwenden fünnte als Functionen des Index i beftimmt, fo daß man 
anf eine Endgleichung fäme, woraus eine der Beränderlihen x, y, und ihre 
Differenzen verfchwunden wären, und in biefer Endgleichung, welche im All⸗ 
gemeinen von einer höhern Ordnung, als die der einen ober der andern ber 
gegebenen Gleichungen fein würde, würde fich die ımabhängige Veränverliche. 
i nach conftanten und der Einheit gleichen Incrementen ändern. ‘ 

Uebrigens wird bei den meiften Aufgaben, auf weldhe ſich die Integration 
der Differenzengleichungen anwenden läßt, in fo fern fie den Zwed hat, das 
allgemeine Ötieb einer Reihe anszubrüden, das Gefeß der Erzeugung der 
Reihe, welches durch die Differenzengleihung ausgedrückt wird, unmittelbar 
durch den Inder ausgedrüdt, welcher alfo die Stelle einer unabhängigen 
gen vertritt, ohne daß eine vorläufige Transformation erforder- 
ich if. 

$. 606. Eine Differenzgengleihung der nien Ordnung, worin bie un⸗ 
abhängige Veränderliche x conſtante und der Einheit gleiche Incremente hat, 
fann allgemein ausgedrückt werben durch: 


F(x,y, Ps,....PS)=0, 
oder dur: 


F(x, y, Yır Yaı> ....o „")=0, 
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0) 
wenn die fucceffiven Differenzen als Functionen der auf einander folgenven 
Werthe von y ausgebrüdt werden ($. 582). Man leitet alfo aus einer Dif- 
ferenzengleichung der erſten Ordnung y,, durch y ausgedrückt, aus einer Dif- 
ferenzengleichung der zweiten Ordnung y,, durch y, und y ausgebrüdt, ab, 
und allgemein gibt eine Differenzengleihung der aten Ordnung den Zahlen 
werth eines Gliedes der Reihe, durch die Werthe der n vorhergehenden Glieder 
ausgedrückt. Umgekehrt, das Integral der Differenzengleihung, ober ver 
analytifhe Ausdruck des allgemeinen Gliedes der erzeugten Reife muß ebenſo 
viele willfürlihde Eonftanten enthalten, als die Ordnungszahl der Gleichung 
Einheiten hat, wo die Beſtimmung biefer » Eonftanten gleichbedeutend fein 
muß mit der Beflimmung der n Glieder, welche man willfürlih annehmen 
muß, um bie Reihe vermittelt ber gegebenen Differenzengleihung numerid 
eonftrniren zu fünnen. Diefe Benterfungen find ven ſich in der Theorie der 
Differenzialgleichungen barbietenden fo analog, daß bie bloße Anbeutung der- 
felben bier genügt, obgleich wir bald gewifle Kolgerungen daraus ziehen wer: 
den, nachden wir einige Fälle unterfucht haben, wo die Differenzengleichungen 
ein eigentliche Integral geftatten, fo daß man das allgemeine Glied der ent- 
ſprechenden Reihe mit fo viel willfürlihen Conftanten, als die Ordnungszahl 
der Differenzgleihung Einheiten hat, analytifch ausdrücken fann. 


$. 607. Betrachten wir zunächft die allgemeine Differenzengleihung vom 
erfien Grade und von der erfien Ordnung: 
Ay+ykx= fx 
und feßen, wie im 6. 440, y==0t, fo erhalten wir: 
9At--140 +19. 14 09t.ix=frx. 
Wegen der Unbeftimmtheit der Aunctionen 6, t kann dieſe Gfeidhung in 
bie beiden folgenden: 
bB4Mi 4A06. At fx, S+0x=0 
zerlegt werden. Setzt man zur Erleichterung der Integration der zweiten 
9=e:; fo erhält man ($. 589): 


402* —X— 1) =19 (e®_ 1), 


folglich : 
Fi ix, Jz—log. (1 — fx), z= 23 .log. (1 — fx), 
und endlich: 
0=e'=Fx, 
wo Fx das Produet aller Werthe bezeichnet, welche die Zunction 1 — fx in- 


nerhalb der Grenzen des Integrales 3 annimmt, Iſt diefe Function F fo 
beftimmt, fo bat man: 


+ I =F(x-1), no _ 


F(x-+-1) 
fx 
= F — — —— 
‚=F.2 Fa-+1) 
Wenn die Function fx fih auf eine Conftante 1 —a reducirt, fo gibt 
biefe Formel: 
v. 


na a! 
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nd wenn fi die Aunction fx auch auf eine Conflante b rebucirt, fo er- 
Halt man: 


ya (> + const.). 


Allgemein, wenn die Function f conftant wird, fo läßt fih die Integration’ 
jedesmal verrichten, wenn f eine rationale und ganze Function bezeichnet. 
Man fieht fchon ein, dag man y nicht ald eine fletige Function von x 
würde betrachten fünnen, wenn bie Eonflante a negativ wäre ($. 2), wofern 
Die willfürliche Conftante nicht verfchwindet, wodurch a“ aus der vorhergehen- 
den Gleichung verfehwinden würde. Aber wenn y das allgemeine Glied einer 
Reihe und x einen Inder bezeichnet, welcher nur ganze Werthe haben Fann, 
fo fann die Eonftante a fehr wohl negativ fein, woraus blos folgt, daß bie 
auf einander folgenden Werthe von a“ abwechfelnd pofitiv und negativ find. 


$. 608. Betrachten wir die Iineare Gleichung mit enblichen Differenzen 
von einer beliebigen Ordnung, welche die allgemeine Form: 
Any P. AH, +Q. 17,4... +U,=V 
bat, wo P,Q,....U,V Functionen von x bezeichnen, oder was auf daſſelbe 
binausläuft, weil fich die Differenzen der verfchiedenen Ordnungen ale lineare 


a ber ſucceſſiven Werthe der mmabhängigen Veränderlichen ausbrüden 
aſſen: 


Yaæ*a J- Pynm—ı + Qyıtı2 +... 4 0,=V, (a) 
und wie bei den analogen Differenzialgleichungen wird bewiefen, daß fih Die 
Gleichung (a) auf folgende: 


Yxtn 4 Pyä-I + Qy, -2 4 4000 4 Uy, =0( (b) 
zurüdführen laßt. 

Wenn man durch y.(), »,@, ꝛc. Werthe von y, bezeichnet, welche ber 
Gleichung (b) genügen, fo hat diefe, wie die entfprechende Differenzialgleigung 
die charakteriftifche Eigenfchaft, daß fie auch dur den Werth y, = 2 +C;,y,( 
verificirt wird, wo die Coefficienten C, willfürlihe Conftanten bezeichnen. 
Wenn man alfo n particuläre Auflofungen oder Integrale der Gleichung Cb) 
fennt, fo bat man auch das allgemeine Integral dertelben mit den erforber- 
Iihen n Eonfltanten. Die Orbnung der zu integrirenden Gleichung finkt um 
eine Einheit herab, wenn man ein particuläres Integral derfelben Fennt, u. ſ. f. 
($. 462), 

Die n particulären Integrale laſſen fich Leicht erhalten, wenn die Coef⸗ 
ficienten P, Q,... U Conftanten find; denn wenn man y„— m‘, folglich 
Yır = wti feht, fo hat man zur Beflimmung von m bie algebraifche Gleichung: 


m +4 Pm!1-- Qm2 1 ,,...+U=0, (m) 
und wenn man die Wurzeln derfelben mit m,,m,,....m, bezeichnet, fo 
nimmt das allgemeine Integral der Gleichung (b) folgende Korm an: 


„=Cm:’+C1n."+...+0m° 


$. 609. Wir wollen das Vorhergehende auf eine merfwürdige Aufgabe 
der combinatorifchen Analyfis anwenden, welche ſich folgendermaßen ausprüden 
läßt, wenn man der Kürze wegen die Zahl m ben Erponenten einer Com- 
bination aus je m Elementen nennt: 

„Unter der Gefammtzahl der Combinationen, welhe man 
aus x Elementen bilden fann, wenn man fie zu je 1, je 2, je 3... 
ie x verbindet, die Anzahl der Eombinationen zu beflimmen, 


CH 





deren Erponenten, dur einen gewiffen Modulas a bipidırt, 
eine der Zahlen O, 1, 2, 3,....0— 1 zum Refte geben.“ 

Wir wollen die gefuchten Zahlen, welche ebenfo viele discontimrliche 
Fumctionen von x find, mit yO,yd, y2D,.... y bezeichnen. 

Wenn x um eine Einheit zunimmt, fo ift Far, daß die Combinationen 
der rien Claſſe, d. h. die, deren Erponent durch n dividirt, den Reſt r gibt, 
durch Verbindung mit dem neuen Elemente Kombinationen der r 4 1! Claſſe 
werden, und daß ferner dieſes Element, allein genommen, eine neue Com- 
bination mit dem Erponenten 1 gibt. Man hat alle: 


Ay — ven), Ay = y(0) 4 1 450) — yd), u... 
...o Iy@D — y-2), (e,} 





und folglich : 
4250) = ID, 1,0) I,0, 1, — I, .... | 
.... Sy) = AYeN, Ce) 
Befimmt man die fucceffiven Differenzen bis zu denen der n!" Ordnung, fo 
findet man endlich: 
0) = An- iyh), Sy) AI-1,00),.... IJ"ye-D — Ie1yle-2), (c,) 
und die Elimination zwiſchen ven Gleichungen (e,), (e,), +... (cn) gibt: 
IyO0—yQ0 +1 (d,) 
450) — yu), Sr, = y@), u... Aryl) — ve), (d) 
Jede der Gleichungen (d) if von der Form A'y,—y,, woraus folgt, wenn 
man bie Differenzen durch die ſucceſſiven Werthe ausdrückt (6. 582): 
—1 
Ita — 2 Yxtn—1 + = 2 ya. .thn=Jr 


Wenn n eine gerade Zahl ift, fo verſchwindet das Glied mit v,, die Orb- 
nung der Gleichung ſinkt um eine Einheit herab, und man hat: 








n nn — 1 n 
Ita 72° Yxtn—2 + “ 2 ann rm). (d,) 
Wenn n eine ungerade Zahl ft, fo hat man: 
n(n— 1) 





n 
xtn — 7 ® Yxtn— ® Ya 2 — .... — AN, —V, d 
Yeta — 2 * Jat 14 1 en 2,0 (4,) 
Im erften” Falle verwandelt ſich die Gleichung (m) in: 


(m — 1) —1 —_0, 


[6] 
und im zweiten in: 
(n — 1) —1=0, 
woraus folgt ($. 79): 
2im 


m=1-- co. zim + VI esin. 
na — n 
== 2 cos. — (con .VX + sin. =) ’ 

n n n 


und wenn man die imaginären Erponentialgrößen gehörig transformirt : 
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Yy,=C+2% 
+M, (2 cus. =) cos. — +M, (2 cos. =). 08. a +% J (e) 


EN, (@ con. 2) sin. = + N, (2 cos. =) sin. 2 — * x. | 


Wenn man nun für y. ſucceſſive jede ber Functionen y(D, y), ya-D 
nimmt, fo ergeben fi aus der Formel (e) die Werthe aller biefer Functionen 
von x, weile nn nur dur die Beftimmung der willfürlichen Eonftanten 
C,M,N, ‚ ıc. unterfcheiven, und was die Gleichung (d,) anlangt, 
ſo iſt Har, —* "Die Form (e) auch das Integral derfelben gibt, wofern man 
zu dem zweiten Theile die conftante Zahl — 1 addirt. Ueberdies ift nach dem 
binomiſchen Lehrfage bekanntlich : 


y0 0 60) . .... 9 2 2 -1. 
Wenn man z. B. n=4 ſetzt, und die willkürlichen Conſtanten gehörig 
beftimmt, fo findet man: 


= . 22 4 s(Y 2) on 2 ar-1, 


‚WW 2 2x 4 (v2) sin. az, 
—S 2 —5(Y2) co. us, 
yO— 22 — (5) sin. n TX. 


$. 610. Zuweilen kann man die Integrale der Differenzengleichungen 
burch gewöhnliche beftimmte Integrale ausbrüden, und um den Geiſt des 
Verfahrens kennen zu lehren, wollen wir die Differenzengleichung: 


Yırı (m + x) + (m +2x)=0 
betrachten, worin ım eine pofitive Eonftante fein fol. Wir wollen 
y„=/S2udw 


fegen, wo 2 eine Function von w bezeichnet, worin x nicht vorkommt, fo 
kommt es darauf an, diefe Function und die Grenzen des Integrales fo zu 
beftimmen, daß die gegebene Differenzengleichung erfüllt wird. 

Diefe Gleichung gibt: 


(+) /2wtdo +(lm +2) /2wdn—0, 
oder: 
nmf21 + w)wdo +/2 (uw wm —0. (H 
Aber wenn man theilweife integriert, fo erhält man: 

S2(2w + w)d-w = 2(2w + w?)w — fwl[2 (wo + w?)]. 
Folglich verwandelt ſich die Gleichung (f), wenn man zwei Wurzeln der 
Gleichung: 

2(9 + w2)=0 (w) 
zu den Grenzen des Integrales nimmt, in: 
Sim(i +w) Adw —d[2(2w + ww =0, 
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und man genügt berfelben unabhängig von x, wenn man die Function L 
durch die Differenzialgleichung: 

m (1 + w) Qdw — d[2 (2w + w2)] = 0 
beftimmt, welche gibt: 


2=Cltw tw, 
wo C eine willtürlihe Conftante bezeichnet. Subftituirt man dieſen Werth 
von 2 in die Gleichung (w), fo verwandelt fie fi in: 


C (20 + 028 0, 
und da m nach der Vorausſetzung poſitiv iſt, fo geſchieht derſelben Benüge, 
wenn man w=0, w=—2 zu den Grenzen des Integrales nimmt, wor⸗ 
aus folgt: 


„= ce, 22 (20 4 we) wdw, 
0 
Der Ausdruck wird eleganter, wenn man 
w=caa—1,2»-w? =—sin?a, du=— sin. ada 


feßt, welches gibt: 
„=C(— 1) y A (1 — cos. @)* (sin. a)""! da. 
0 


Zur Beftimmung der willfürlichen Conftanten C vermittell des anfang- 
lichen Werthes y, hat man ferner die Gleichung: 


=0/ "(in aye-1 da. 


6. 611. Um ein Beifpiel der Integration für ven Fall zu geben, wo 
die Differenz der einen Veränderlichen nicht als conftant betrachtet wird, wollen 
wir annehmen, es follte die Größe y, als Function von x beſtimmt werden, 
welche der Gleichung: 


xy? —2 (8) 
genügt, oder das allgemeine Glied der Reihe der Werthe von y, welche man 
vermittelft dieſer Gleichung conftruirte, wenn bie anfänglichen Werthe von 
x,y reſp. x,, y, find. Es fei i ber Inder der in den Reiben der Werthe 
von x und von y einander entfprechenvden beiden Glieder, fo hat man: 

x 2ä (g,) pn =y? — 2 (g,). 
Die Gleichung (x,) ift linear und ihr Integral iſt: 
zer, 24: 


Wenn man den anfänglichen Werth y, auf die Form: 
I, +2 (h) 
bringt, fo gibt die Gleichung (g,): 
1 1 i 1 
y,‚=e ra „=. to' eye tr 


und folglich: 
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z x 
„=co-ece *, 


Es iſt zu bemerken, daß die letzte Gleichung, welche das vollſtaͤndige 
Integral von (E) iſt, zwei willkürliche und mabhängige Conſtanten x,, ec, 
oder x,, y, enthält, weil in ber That die Gleichung (.x) erſt dann conſtruirt 
werden kann, wenn man fie in das Syſtem der Gleichungen (g,), (£,)ı 
transformirt, und x,, y, willfürlih angenommen bat. 


71. Neber die arithmetifche Eonftruction der Differenzengleichungen mit zwei Ber- 

änderlichen. — Folgerungen in Beziehung auf die Bielheit ver allgemeinen Integrale, 

auf vie Exiſtenz der fingulären Integrafe, und in Beziehung auf ven Hebergang von 
dem Endlichen zu dem unendlich Kleinen. 


612. Wir wollen wieder bie Differenzengleichung: 

F(x,y, Iy))=0 (F) 
arithmetiſch zu confiruiren fuchen, und annehmen, daß man aus berfelben zwei 
Werthe von Ay als Functionen von x, y ableiten kann. Nachdem man den 
anfänglihen Werth y,, welcher einem beftimmten Werthe von x, z. B. 0 
entipricht, willfürlih angenommen bat, erhält man, je nachdem man den einen, 
oder den andern der beiden durch die Gleichung F gegebenen Werthe von Ay 
wählt, zwei verfchievene Werthe von y,, wonon jedem aus demfelben Grunde 
zwei verſchiedene Werthe von y, entiprechen, fo daß man für vie Partialreihe 
(Yor Ju Ya) vier verſchiedene Syfleme von Werthen bat. Kür die Partial- 
reihe (Yor Yır Yarı Yz)ı welche ein Glied mehr enthält, würbe man acht ver- 
ſchiedene Syfteme von Werthen erhalten, n. ſ. f. Allgemein, wenn bie Glei⸗ 
hung (F) für Iy, m verfchievene Werthe gibt, fo kann die Partialreihe 
(Yor YırYare+++ Ja) nah diefer Gleihung auf eben fo viele verſchiedene 
Weiſen conftruirt werden, als Einheiten in m" enthalten find. Die als Bei« 
fpiel genommene Differenzengleichung iſt zwar nur von der erflen Ordnung; 
allein dieſelben Bemerkungen find auch auf eine Differenzengleichung von einer 
beliebigen Ordnung anwendbar. 

Wenn ſich unter ven auf diefe Weife aus ver Gleichung (F) arithmetifch 
abgeleiteten verſchiedenen Reihen mehrere befinden, deren allgemeines Glied 
durd eine algebraifche oder transcenvente Yunction des Inder und bes an« 
fänglihen Werthes y,, over einer bie Stelle deſſelben vertretenden willfür« 
Iihen Conſtante ausgebrüdt werden kann; fo bat die gegebene Gleichung 
mehrere verjchiedene Integrale, welche aber alle vollftändig "find, weil fie eine 
willfürlihe Eonftante enthalten. Zu biefem Refultate gelangt man in ber 
That auf eine indirecte Weile, wenn man, flatt von der Differenzengleichung 
zu dem vollfländigen Integrale mit einer willfürlichen Eonftante über zu gehen, 
son einer Gleichung zwifchen x, y, und einer Conftanten zu einer Differenzen- 
gleichung übergeht, woraus dieſe Eonftante eliminixt iſt. 

Wir wollen 3. B. die fehr einfache Gleichung: 


ya. es 
nehmen, welche durch Differenziren für Ix = 1 
dy=a, (2) 
und burch die Elimination der Conftanten (a): 
Ay + xdy— y=0 (3) 


gibt, woraus folgt, daß die Gleichung (1) das vollfländige Integral der 
Gleichung (3) if. 
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Betrachten wir nun in der Gleichung (1) den’ Parameter a als eine vcr- 
änderlihe Function von x und fegen den Theil der Veränderung bes zweiten 
Theiles ver Gleichung (1), welcher von der Veränderung von a berrührt, für 
fid — 0, damit die Gleichungen (2) und (3) noch flattfinden; fo erhalten wir: 

Ich atx+1)=0, 
und diefe Gleichung zerfällt in die beiden andern: 
IA O, Ja+2a+xr+1=0, (4) 

"Die erfte gibt a — const., fo daß man wieder auf die Gleichung (1) 
fommt, und auf die zweite fünnte man die allgemeine Formel im F. 607 für 
die Integration der linearen Differenzengleichungen der erfien Orbnung an 
wenden; alfein wenn man unmittelbar a—=u-mx + n feßt, wo = eine 
neue Function von x und m, u willfürlihe Conftanten bezeichnen; fo erhält 


man: 
Au 20 4 (2u +1)s - a +m+1=0, 
oder einfacher, wenn man m=—1,n=—] ſetzt: 
Aa+u=0, (65) 


Das vollfländige Integral der Gleichung (5), welde man auf die Form 
04 4+%=0 dringen kann, iſt: 
0, = b (1), folglih: a = (1-27, 
wo (b) eine willfürlihe Conſtante bezeichnet. Diefer Werth von a muß ın 
die Gleichung (1) fubftitwirt werden, und wenn man zur Erleichterung biefer 
Subftitution diefe Gleichung auf die Form 


(+9) -% 


x? 


‚=be-1r7-;]| -7- (6) 


Man erhält alfo eine Gleichung mit x, y, welche die Eigenfhaft hat, daß 
fie der Gleichung (3) genügt, und welche, fowohl als die Gleichung (1) ein 
Be Integral derfelben iſt, weil fie die willfürlihe Conſtante (b) 
enthält. 


$. 613. Der Geometer Charles, welcher zuerft die Bielheit der In⸗ 
tegrale der Differenzengleichungen angegeben bat, unterfcheivet diefe Integrale 
in birecte und indirecte. Nach feiner Spracde wäre alfo die Gleichung 
(1) das directe, und die Gleichung (6) das indirecte Integral der Glei- 
Hung (3), allein diefe Ausdrücke müffen verworfen werden, weil fie zu un- 
richtigen Vorſtellungen Veranlaffung geben. Wenn e8 wahr iſt, daß, wenn 
man auf bie oben angegebene Weite verfährt, d. h. das integral (1) um- 
mittelbar annimmt, um daraus bie Differenzengleihung (3), und dann das 
Be Integral (6) abzuleiten, diefe nur auf eine indirecte Weife erhalten fl, 
o iſt es auch wahr, daß, wenn man zuerft die Differenzengleihung annimmt, 
die beiden derfelben genügenden Integrale, welche beide durch eine willfürliche 
Conftante ergänzt werben, ebenfalls birecte find, obgleich das eine zufällig 
eine einfachere algebraifhe Form Haben kann. Denn nichts hindert, vie 
Gleihung (6) ebenfo zu behandeln, wie man die Gleichung (1) behandelt hat, 
indem man den Parameter b als eine Function von x betrachtet, und bie 


bringt, fo erhält man: 
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Summe ber von ber Veränderung biefes Parameter herrührenden Glieder 
fig = 0 ſetzt. Die Gleichung mit b iſt nach allen vorgenommenen Deren 


fachungen: 
PD -+- 2 +4 (—17=0, 
und wenn man baranf bie Kormel im 6. 607 anwendet, fo erhält man: 
b=4x(-1+e(—1), 
wo e eine willfürlihe Eonftante bezeichnet, Wird dieſer Werth von b in bie 
Gleichung (6) fubfituirt, fo erhält man: 

— fl 7412 4m _ 17? _ A IN x 
= | 9°+e-1°- 7) -7=6°*+-7) -7: 
und wenn man endlich bie Conflante vertaufcht, indem man c— i=a feht, 
fo fommt man wieder auf die Gleichung (1), welche folglich auf dieſelbe 
Weiſe aus dem utegrale (6) entipringt, wie bie Gleichung (6) ans dem 
Integrale (1). 

Man kann au durch ein anderes Verfahren die Integralen (1) und (6) 
zu gleicher Zeit erhalten; denn wenn man die Gleichung (3) differenzirt, fo 
erhält man die Differenzengleichung ver zweiten Orbnung : 

Py(P2y+2d+-x+1)=0, 
welche in bie beiden andern: 
ILy=0, Ly+-2I, -xı+1=0 
zerfällt. Die erfie gibt Ay=a, und wenn man biefen Werth von Ay im 
bie Gleihung (3) fubftituirt, fo erhält man das Integral (1) wieder. Wenn 
man bie zweite Gleichung, wie bie zweite ber Gleichungen (4) ein erſtes Mal 
integrirt, fo erhält man: 
x 1 
=b(— — — 
Ay (— 1) 2 7' 
und wenn biefer andere Werth von Ly feinerfeits in die Gleichung (3) fub- 
flituiet wird, fo erhält man das Integral (6) wieder, 

Man bemerkt Teicht die Aehnlichkeit, welche zwiſchen dieſen Rechnungen 
und denen flattfindet, welche die fingulären Integrale der Differenzialgleichun- 
gen geben, deren allgemeines Integral man kennt; allein diefe Aehnlichkeit iſt 
bei weitem nicht vollftändig, weil bier jedes ber beiden erhaltenen Integrale 
eine willkürliche Conſtante enthält, und weil, wenn in einer gewiflen Be— 
ziehbung eine Aehnlichkeit mit ben fingulären Integralen ftattfinden follte, Die 
Reciprocität der zwifchen den beiden \sntegralen der Differenzengleihung flatt- 
findenden Verhältniffe e8 notfiwendig machen würden, daß man jeves biefer 
Integrale als ein finguläres Integral in Beziehung auf das andere betrachten 
müßte, 


S. 614. Poiſſon hat diefe Art der gegenfeitigen Ableitung aus einem 
andern Gefichtspunfte betrachtet, welcher gefannt zu werben verdient. 

Wir wollen ung die Gleihung (1), als in Beziehung auf die Eonftante 
a aufgelöf’t und auf bie Form: 

(.— u)(a —v)=0 (7) 
gebracht, vorftellen, wo a, v im Allgemeinen Functionen von x, y find. Es 
feien a,,v, die Werthe von u, v, wenn fih x,y reſp. in x-4 Ax, y+ Ay 
verwandeln, fo hat man au: 

(“— u,)(a—r,)=0, (8) 
Eournot, Theorie der Functionen x. 40 
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und bie Elimination von a Iduft auf die Elimimation berfelben Conſtanten zwi⸗ 
ſchen der urfpränglihen Gleichung (1) und ihrer Differenzengleichung (2) 
hinaus. Das Refultat dieſer Elimination iſt offenbar die Differenzengleihung: 
(u, — u) (a, — N), (I, —ı)=0, (9) 
welche folglich mit der Gleichung (3) identiſch fein muß. Nun zerfällt aber 
die auf diefe Form gebrachte Endgleichung in Die vier andern: 
u, — 1,0, 2 — *0, au— 0, v — 0. 
Die beiden erften geben unmittelbar die übereinflimmenven Integrale a = a, 
va wenn man vermittelt der urfpränglichen Gleihung (1) die Wurzel. 
größen fortfchafft, und die beiden andern Gleichungen führen genau auf das 
integral, weldes Charles im Gegenfah zu dem urfprüngliden Integrale, 
von welchem man ausgegangen if, das indirecte Integral nennt. 
In dem betrachteten Beifpiele dat man: 


u=1(—-xı+V x? +4y), v=4(-x—V x2--Ay), 
welches gibt: 
yr=j(-14Y HD FAT tm HR 
„u=r1-Y (+1) +4 HI) o. 
Zur Erleichterung der Integration wollen wir die Beränderliche ver- 
taufchen, indem wir Vz +4y=3 ſetzen; fo verwandeln ſich dieſe Glei⸗ 


chungen in: 
—1+z2,+:=0, 1+2,+2=0, 


Is 22—1=0, Sz+2311=0, 
und die Integration gibt: 
z=4+b(—1, = —4+bX(-1), 
wo b’, bu willkürliche Conflanten bezeichnen. Hieraus ergibt fi: 


oder vielmehr: 


‚=1[; +1] 5 
—— 


und dieſe Gleichungen find mit dem Integrale (6) identiſch, wenn man, wie 


es erlaubt iſt, + = — 2b, b — 2b ſetzt. 
Wenn man die Hülfsveränderliche z beibehält, fo nimmt die Gleichung 
(9), welche eine Transformation der Bleihung (3) if, folgende Form an: 


1+2,-9)(-142,+9)(-1-2,—)(-1-2,49=0, (10) 


und es wird derjelben offenbar Genüge geleiftet, entweder duch einen Werth 
von x als Function von x, welcher einen der Factoren für alle Zahlenwertfe | 


von x zu Null macht, oder durch einen Werth yon =, welcher fucceffine bald 
den einen und bald den andern diefer Factoren auf Null reducirt. Diefer 
Ießte Fall findet flatt, wenn man für = das Integral der Gleichung: 


—1-4{(— 1), — 2 =0 1) 


nimmt, wo X eine beliebige Function von x bezeichnet, welche für alle ganzen 


Werthe von x eine ganze Zahl if; denn die Function (— 1)" nimmt den 
Werth +1 oder — 1 an, je nachdem X eine gerade ober ungerade Zahl 
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iſt, und der erfte Theil der Gleihung (11) fällt mit dem erſten ober mit 
dem dritten Factor der Gleihung (10) zufammen. 
Um die Gleichung (117 zu integriven, braucht man nur den erfien Theil 
derielben bh: - 
1° 
zu multipliciren; benn alsdann nimmt fie die Korm: 


—(-Y°+ 10-9" =0 
an, woraus folgt: 


(— 1 z = const. 4-3: [(— 1777. 
Diefes Refultat wird vereinfacht, wenn man bemerkt, daß das Integral 
X, wie die Function X für alle ganzen Werthe von x ebenfalls ganze 
Werthe annehmen muß. Das Duadrat der Function: 


(— 1* 


iſt folglich beſtaͤndig — 1, und wenn man daher die beiden Theile ber vor⸗ 
bergehenden Gleihung zum Duabrate erhebt, indem man X für die willkür⸗ 
Iiche Function IX feßt, fo erhält man: 
22 —x2 + 4y=[const. + 3 (— 1)*]?. (12) 

Aus diefer Formel ergibt fih das Integral (1) oder das Integral (6) 
wieber, je nachdem man X — 1 oder X —x nimmt; aber man kann daraus 
auch unendlih viele andere Integrale ableiten, wenn man ber Kunchon X 
andere Formen gibt. 

Wenn man durch X! eine Function von x bezeichnet, welche, wie X, 
für alle ganzen Werthe von x eine ganze Zahl ift, fo muß das Integral ber 


Glei : 
ans — +1, — (Ns =0 


ebenfall$ ber Gleichung (=) genügen; aber wenn man biefe Integration ver- 
richtet, fo findet man, daß die beiden willlürlihen Zunctionen X und X! in 
dem Integrale in eine einzige zufammenfallen, und man kommt wieder auf bie 
Gleichung (12). 

Diefe Bemerkungen über die unbeflimmte Bielheit der Integrale gewifler 
Differengengleichungen rühren ebenfalls von Poiſſon ber und machen ben 
Gegenſtand einer Abhandlung ans, durch welche dieſer eminente Geometer 
feine fo glorreihe und für die Wiffenfchaften fo erfolgreiche Laufbahn begonnen 
bat. Man fieht übrigens leicht ein, daß viefe unbeftimmte Vielheit der In⸗ 
tegrale davon herrühren muß, daß man arithmetifch unendlich viele verfchiedene 
Reihen conſtruiren kann, welche alle ein gemeinfchaftliches erſtes Glied haben, 
und alle derſelben Differenzengleihung Genüge Ieiften, wenn dieſe in Be⸗ 
ziehung auf bie Differenz der höcflen Ordnung aufgelöf'te Gleichung mehrere 
Wurzeln hat. Aber e8 fam darauf an, zu beweifen, daß es unter allen diefen 
Reihen unendlich viele gibt, deren allgemeines Glied man analytifh ausdrücken 
Tann, was durch bie vorhergehende Unterfuchung außer allen Zweifel gefeßt wird. 


$. 615. Es iſt wohl zu bemerken, daß der Uebergang von einem Factor 

zu einem andern nicht blos für die Integrale, welche man in ber vorher- 
gehenden Analyfe durch die Einführung des Fartors (— 1)* erhält, fondern 
auch für die von Charles fogenannten birecten und indirecten Integrale ftatt- 
finden kann. Geſetzt z. B., man Hätte fürx 0, y=1, und folglid == 2, 
fo geben die vier Factoren des erſten Theiles der Gleichung (10), einzeln 
—0 gefeßt und nach biefer anfänglichen Bedingung integrirt: 
4 


0* 
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e=ı +2, folglich: v=x-i, 


_1 3 ,_ = _ 1 — 2 — 4x? 
sts But lee au L 
__1,3 — 1 ‘2 __4]2 __ 4x2 
451 =) 112 —4 , 
s—_ —ı-+2, y=—ı+1. 


Die erfie Gleichung gibt für = einen negativen Werth, wenn x negative 
Werthe annimmt, welche numerifch größer als 2 find, wogegen die vierte 
Gleichung für alle größern pofitiven Werthe von x, ald 2 negative Werthe 
von = gibt, und ber aus ber zweiten oder britten Gleichung abgeleitete Werth 
von = ift pofitio ober negativ, je nachdem man für x eine gerade ober un- 
gerabe Zahl nimmt. Die Gleichung y=x—-1 genügt alfo der Differenzen- 
gleichung : 


| A=4(-—x+Vr2+4,) (13) 
für alle Werthe von x > — 2, und dagegen der Differenzengleichung : 
Ay=j(—x—V’r2+4)) (14) 


für ale Werthe von x<— 2, Was die Gleichungen: 
— Bm 


= rin a0 | 


anfangt fo leiſten fie abwechfelnd der Gleichung (13) und der Gleithung (14) 
enüge. 


$. 616. Die verfchievenen Integrale, welche eine enblihe Differenzem 
leichung Haben kann, flehen in ähnlichen Beziehungen zu einander, wie tie 
gulären und allgemeinen Integrale der Differenzialgleichungen; allen viele 
Analogie ift, wie ſchon bemerkt, nur eine partielle und unvollfländige. Wenn 
man ed als eine charakteriftiiche Eigenfchaft der fingulären Integrale betrachtet, 
daß fie durch Feine willlürliche Conſtante vollfländig gemacht werben können, 
fo verſchwindet die in Rede ſtehende Analogie; aber anvererfeits fann man, 
wie Poiſſon ebenfalls gezeigt bat, für gewiffe Differenzengleihungen fin- 
guläre Integrale angeben, welche nicht auf die durch die vorhergehenden Die- 
thoden beftimmten Integrale zurückkommen, und weldhe den fingulären Jute⸗ 
gralen der Differenzialgleichungen in fo fern analog find, daß fie nicht durch 
eine willfürlihe Conſtante zu vollfländigen Integralen gemacht werben fönnen 
Denn die Rechnung im $. 477 ıft auf die Differenzengleihungen, wie auf 
die Differenzialgleichungen anwendbar, und Hieraus folgt ebenfalls, daß jever 
Werth von y als Function von x, welcher vie Eigenfchaft hat, einer gegebenen 
Differenzengleihung Genüge zu leiſten und zugleich den Differenzialcveffteienten 


unendlich zu machen, nur ein finguläred Integral der gegebenen Glei- 
hung in bem eben erflärten Sinne fein kann. Es fei die Differenzengleichung: 


+ 5 43—5 (60° 0 15) 
gegeben, deren vollfländiges Integral: 
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— a 3 1 ‘ h 
IFETE (16) 
ir ‚ n a eine willkürliche Conſtante bezeichnet; fo ergibt fi daraus ver 
erth: | 
dfy 3 1 


% TI —— | 
welcher unendlich wird, wenn man: 
(64% IP? —1=0 
fest. liminirt man Ay zwifchen diefer Gleichung und der gegebenen, fo er- 
balt man: 
| „_64 1 


‘= 51 op! 
und dieſer letzten Gleichung wirb genügt, wenn man: 


_,8y1\ 18 1\: 
‚=t,(@) mer=t;(-3 


fest; aber das erſte Werthepaar genügt ber gegebenen Gleichung nicht, wäh- 
rend die beiben letzten Werthe von y, welche dieſer Gleichung genügen, zwei 
finguläre Integrale der Gleichung (15) geben. 

Die Gleichung (16), weldhe bie Werte der willfürlichen Conflanten a 
für jenes Syftem ber anfänglichen Werthe von x und y beftimmt, bat im 
Allgemeinen drei ungleiche Wurzeln; aber fie befommt zwei gleiche Wurzeln, 
wenn bie x und y beigelegten Werthe dem fingulären Integrale Genüge Ieiften. 

Der Werth y=0 erfüllt die gegebene Gleichung, iſt aber Fein finguläres 
Integral derfelben, weil man benjelben erhält, wenn man in ber Gleichung 
(16), a=0 ſetzt. 


$. 617. Eine Gleichung, worin ein conflanter Parameter nur auf ber 
erften Potenz vorkommt; aber worin bie Veränberliche y zum Duabrate oder 
zu höhern Potenzen erhoben ft, führt durch vie Elimination dieſes Parameters 
in Beziehung auf Ay zu einer Differenzengleichung son einem höhern Grabe, 
Wir wollen 3. B. die Gleichung: 


492 —ı=0 AD 
nehmen, fo ergibt ſich darans durch Elimination von a die Differenzengleichung: 
4JIy? —-2y4y I =_0, (18) 


ober in Beziehung auf 45 aufgelöft: 


IY=,(— 1+ v =). 

Dffenbar gibt die arithmetifhe Conſtruction viefer Differenzengleichung 
für daffelbe Syftem anfänglicher Werthe unenvlich” viele verfchievene Reiben, 
und dennoch fann man, indem man bie Conftante a in der Gleichung (17) 
varüiren läßt, auf inbirecte Weiſe Feine andern Integrale aus der Gleichung 
(18) ableiten. Aber wenn man biefelbe Gleihung (17) in Beziehung auf y 
auflöft, fo nimmt fie nicht blos die Werthe: 


x x 
=V =-Y: 
a & 


—— 


an, welche ſich allein daraus ableiten lafſen, wenn man y blos als eine ſtetige 
Function von x betrachtet, ſondern auch unendlich viele andere in der allge- 


meinen Formel: 
J= v =. (1% 


enthaltene Werthe, wo X eine Function von x iſt, welche blos ber Bedin⸗ 
ung zu genügen hat, daß fie für alle ganzen Werte von x ebenfalls ganze 

erthe gibt. Die unbeftimmte Vielheit der in diefer Formel enthaltenen 
Zunctionen entipricht der unbeftimmten Vielheit von Reihen, welche man ver⸗ 
mittelft der Differenzengleichung arithmetifch conftruiren Tann. 


$. 618. Wir haben bisher der Einfachheit wegen Ax—1 angenommen, 
und wir wollen nun den immer conftanten Zahlenwerth diefer Differenz un 
beftimmt laſſen. Die als Beiſpiel betrachtete Gleichung: 
y=ax--.a? (1) 
führt durch Elimination der Conſtanten a auf vie Differenzengleihung : 
Ay: , _ I___ 
Statt der zweiten der Gleichungen (4) bat man die Gleichung: 
Ida +rx+AIı=0, 
und das integral berfelben if: 


woraus fich folgendes andere vollſtändige Integral der Gleichung (1) ergibt: 


x 
4x JA x? 
= \bl — —_— — | _—., 
, | 0-7 T 1 (20) 
Wenn man nun annimmt, daß Ax und folglih Ay unenblich Kleine 
Groͤßen werben, fo geht die Gleichung (19) in die Differenzialgleihung: 


y_,_ 
at) 0 (21) 
über, und das Integral (1), worin die Differenz; Ax nicht vorkommt, iſt 
wieder das vollftändige Integral diefer Differenzialgleihung wegen ber barın 
vorlommenden willfürlichen Conſtanten. Aber da bas Integral (20) eine 


Function: 
X 


b(— —* 


von der im $. 2 angegebenen Art enthält, welche discontinmirlich bleibt, ſelbſt 
wenn ſich der Exponent fletig ändert, fo Tann man nit bewirken, daß ber 
aus der Gleichung (20) gezogene Werth von y eine fletige Yunction wird, 
und folglich Hat diefes Integral in Beziehung auf die Gleihung (21) Teinen 
Sinn, wofern man nicht die discontinuirlihe Function dadurch fortichafft, daß 
man die willkürliche Eonftante b==0 ſetzt. Sa diefem Falle verfchwinbet 





das Glied z ebenfalld an der Grenze, und die Gleichung (20) gibt den 
Werth: 


x? 
J=— T’ 
welcher der Gleichung (21) genügt und ein finguläre8 Integral derſelben ift, 
weil man es nicht aus der Gleichung (1) dur eine ſchickliche Beftimmung 
der willfürlihen Conſtanten a ableiten fann. 
Daſſelbe erhellet vielleicht noc deutlicher, wenn man: 


x 
x «ix 
. — für be -- 
b cos FF für b(-- I) 


fest, was erlaubt ift, fo lange x eine biscontinuirliche Veränderliche bezeich- 
net, welche nach conftanten Incrementen Ax wächſt. Den Werth viefes 
legten Ausdruckes angeben, wenn Jx verfchwinvet, hieße die Grenze angeben, 
gegen welche derſelbe convergirt, wenn fx gegen Null convergiet. Diefe 
Srenze ift aber nad) der Natur der Function unbeflimmt, und laßt fih nicht 


angeben. Dan weiß blos, daß der Factor cos. —* immer zwiſchen den Gren⸗ 


x 


zen 4 1 und — 1 liegt, und daß folglich die unbeflimmte Größe b cos. T 
jedesmal verſchwindet, wenn man die Conflante b= 0 feßt. 


$. 619. Diefe analytiſchen Facta flimmen volllommen mit bem überein, 
was wir über die Natur der eontinuirlihen und biscontinuirkihen Functionen, 
und von dem Vebergange von dem Envlichen zu dem unendlich Kleinen durch 
die Betrachtung der Grenzen wiffen, ohne dag man daran, wie Ragrange 
gethan hat *), den allgemeinen Schluß ziehen darf: „bag man bei dem Ueber⸗ 
gange von dem Endlichen zu dem unenvlih Kleinen alle die Glieder ganz 
hinweglaſſen muß, welche das unendlich Kleine enthalten können, obgleich dieſe 
Glieder felbft nicht unendlich Mein fein Fönnten, und daß ber lebergang von 
dem Enplihen zu dem unendlich Kleinen, wenn er auch als ein mechaniſches 
Rehnungshülfsmittel zulaffig ift, nicht dazu dienen kann, die Natur der 
Differenzialgleihungen kennen zu lehren;“ fondern wir dürfen aus dem Vor- 
bergehenden blos ſchließen, daß von den unendlich vielen vollfländigen Inte⸗ 
ralen gewiffer Differenzengleihungen alle, mit Ausnahme einer einzigen, 
Functioren von Ax enthalten, welde für Ax — 0 discontinuirlih werben, 
Denn wenn diefes nicht der Fall wäre, fo Tönnte man daraus, indem man 
zu der Grenze überginge, mehrere vollſtändige Integrale einer entfprechenven 
Differenzialgleigung ableiten, was ungereimt if. Wenn dieſe Differenzial- 
gleihung eine finguläre Anflöfang geftattet, fo Tann viefe bald aus einem 
fingulären Integrale der Differenzengleihung und bald ans einem ihrer voll⸗ 
ftändigen Integrale abgeleitet werden, wenn man die darin vorkommende will 
fürlihe Eonftante gleich Null ſetzt, um die Function von x fortzufchaffen, 
deren Borbandenfein den Lebergang von dem Endlichen zu dem unendlich 
Kleinen verhindert. 
Die als Beifpiel gewählte Gleichung: 


— — — — — 


*) Lecons sur le caleul des fonctions, p. 303 et 304 de l'édit. de 1806. 
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3 
J=r-5° (16) 


führt durch Elimination von a, wenn Ax einen beliebigen conflanten Werth 
bat, auf die Differenzengleichung : 


Ay Ax I 0. 03 Ax \s_ 
4", _ 1 16 64 Zur J (22) 








welche an der Grenze: 
1 dy 3 64* dy® _ 

a rar Rah T BR Pre Tre 23) 
gibt, und man kann in der That darthun, daß die Gleihung (16) das all» 
gemeine Integral der Gleichung (23) iſt. Nimmt mau der Gleichung (16) 
m Beziehung auf (a) die Ableitung, fo hat man zur Beſtimmung des Werthes 
von a als Function von x, welcher den fingulären Auflöfungen ber Gleichung 
(23) entſpricht: 





1 
"= ne 
woraus fich ergibt: 
4 1 4 1\: 
.ı=t7 5. ! 22*3 — 


und folglich: 
_,8 1 8 1\° 
‚-!Is'z' =+5 (3 . 
Aber das erſte Werthepaar genügt der Gleichung (23) nicht, und das 
andere Tann Feine fletige Function ausprüden. Die Gleihung (23) geftattet 


alfo Feine finguläre Auflöfung, obgleih die entiprechende Differenzengleichung 
(22) ſolche Auflöfungen zuläßt, s 


viertes Rapitel, 


Von deu endlichen Differenzengleichungen zwiſchen ſtetigen Veränder⸗ 
lichen. — Von den gemiſchten Differenzgengleichungen und von deu end⸗ 
lichen Differenzeugleichungen mit zwei nnabhängigen Beräuderlichen. 





L Bon ven endlichen Differenzengleihungen zwifchen fletigen Veränderlichen. 


‚.$- 620. Wenn man eine Differenzengleichung als eine Bebingunge- 
gleihung betrachtet, welcher eine ftetige Function der unabhängigen Beränder- 
Ishen genügen muß, fo fann bie Function in ihrem ganzen Verlaufe nur dann 

mt werben, wenn man bie Form ber Function in dem Jutervalle A 
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zweier auf einander folgender Werthe ber unabhängigen Veraͤnderlichen will⸗ 
fürlih annimmt, ober duch Bebingungen beflimmt, welche von ver gegebenen 
Gleichung unabhängig find, wenn dieſe von ber erften Ordnung ıfl, over 
wenn man die Form der Function innerhalb des Intervalle Ix Ax, be= 
fimmt, wenn die Differenzengleihung von der zweiten Ordnung ift, u. ſ. f. 
Wenn 3. B. die Differenzengleihung: ‘ 
f(x, 7,47)=0 (1) 
egeben iſt, wo ber Einfachheit wegen angenommen wird, daß x nach con« 
Hanten, der Einheit gleichen Incrementen wächft, fo kann man die Curve, 
deren DOrbinate y ift, für alle Werthe von x nur in fo fern conflruiren, als 
man biefe Curve zwifchen zwei Abscifien x,,x, + 1, wovon die eine will- 
kürlich iſt, nach Belieben conflruirt, und die Differengengleichung beflimmt 
alsdann den Zug der Curve in ihrem ganzen übrigen Verlaufe, weil ſich daraus 
die Werthe von y ergeben, weldhe ben Absciffen: 

...;, x—3, x—2, x—1, xt 1., x-+-2, x+3,... 
entſprechen, indem x einen beliebigen zwiichen x, und x, 4-1 liegenden Werth 
der Absciffe bezeichnet. Das Integral der Gleichung (1) muß alfo, um den⸗ 
felben Grad von Allgemeinheit zu haben, als die Gleichung, woraus es ab» 
geleitet iſt, eine willfürlihe Function einer befondern Art enthalten. 

Wenn die Differenzengleihung von ber zweiten Ordnung ober von ber 


Form: 

f(x, y, Iy, a29y) =0 (2) 
ift, fo man, nm die Curve, deren Orbinate y iſt, zu conſtruiren, die⸗ 
felbe zuerſt nicht blos zwiſchen den Absciſſen x,, x, + 1, fondern auf zwi⸗ 
ſchen den Absciſſen x, +1, x, + villkürlich zeichnen, d. h. zwiſchen ben 
Absciſſen x,, x, + 1 die beiden Curven zeichnen, deren Ordinaten y und Ay 
find. Umgekehrt, das zweite Integral der Gleichung (2) muß, um bie mög- 
Lift vn Allgemeinheit zu haben, zwei willkuͤrliche Functionen enthal- 
en, af. f. 


$. 621. Wenn x eine nad) conflanten Incrementen ſich aͤndernde unab- 
bängige VBeränderliche ift, fo find zur Einführung diefer willfärlichen Functionen 
keine anderen Rechnungsverfahren erforderlich, als die bei der Integration der 
Differenzengleichungen befolgten, wenn durch dieſe Operation das allgemeine 
Glied einer Reihe beflimmt werben folltee In der That Hindert nichts, die 
durch bie Integration eingeführten willtürlichen Eonflanten als periodiſche 
Functionen, wie: 

. 2X An 
9 sın. x ' con N 

zu betrachten, welche jenesmal biefelben Werthe wieder annehmen, wenn x 
um Ax zunimmt und übrigens willkürlich find, ſodaß Sp vermöge biefer Vor⸗ 
ansfegung für alle Werthe von x gleich Null if, gerade fo, wie wenn @ 
einen conflanten Parameter bezeichnete. So lange die Beränberlihe y nur 
die fuccefliven Glieder einer Reihe ausprüdt, deren Inder x ift, ift dieſe 
Unterfcheivung von weiter feiner Wichtigkeit, weil bie Function ꝙ ebenfo wohl, 
als eine eigentliche willlürliche Conflante für die ganze Reihe der Werthe von 
y immer benfelben Zahlenwerth behalten würde; aber wenn bagegen x und y 
fletige Beränderliche find, fo ändert fi die Function ꝙ mit x, und es kommt 
alsdann blos noch darauf an, fie fo zu beflimmen, daß die Eurve, deren 
Ordinate y ift, mit einer zwifchen den Absciſſen x,, x 4 x willlürlich be- 
fhriebenen Curve zufammenfällt. 


Es fe Flx,y‚,a)==0 das Integral einer Differenzengleichung ber erfien 
Orbmung mi Ns —— Conſtanten a, ſo verwanbelt fi baffeibe in: 
F(x,yp)=0, (3) 
wenn man für bie willkürliche Gonflante a die willfürlihe Function @ febt. 
Wir nehmen an, daß das Integral FO feine Function wie (— 1)° ent- 
pait Fa mit der vorausgefehten Stetigleit der Veraͤnderlichen x, y unver 
ih if. 

g Es bezeichne fx die Ordinate ber willkürlich zwiſchen den Absciſſen 
Zur X, + Ax beſchriebenen Curve, fo hat man für die zwiſchen dieſen Grenzen 
liegende Werthe von x: 

F(z,/,9)=0, folglich P=®%x, 
wo © eine beftimmte und bekannte Function bezeichnet. Man braucht alfo tie 
zwifchen ben Grenzen x,, x m gegebene Function Dx nur in eine con- 
vergirende trigonometrifche Reihe zu entwideln, und dieſe Reihe für ꝙ in das 
Integral (3) zu fubflituiren (Bud 5, Kap. 12). 

Wenn man das zweite Integral einer Differenzengleihung ber zweiten 
Ordnung mit zwei willfürlihen Eonftanten a, b Hätte, fo Ednnte man varaus 
zwei Gleichungen von der Form: 

Fix,y‚Iy,.)=0, F(x,y,b)=0 
ableiten, oder wenn man für a, b zwei willfürliche periobifhe Functionen 
P/ p, ſetzt: 
FxyAMyp)=0, F. E, I AYILP.I) O. 
Zwiſchen den Grenzen x,, x, + x ſei y= fx, 4y* F, x, fo kommt: 


Fes,fs fr =0, F. G, ſx, FR PY)I)=N 
folgli : 
o=60x, y, * O, x, 


und es kommt blos noch darauf an, die gegebenen Functionen Ox, D,x in 
trigonometriſche Reihen zu entwickeln, um dieſelben alsdann ſtatt a, bin das zweite 
Integral zu ſubſtituiren. Dieſelbe Rechnung iſt auf Integrale von einer be⸗ 
liebigen Orbnung anwendbar; aber es iſt eine Mopification derſelben erfor- 
bei ‚, wenn die Veränberlihe x fich nicht mehr nach conflanten Differenzen 
ert. 

5. 622. Wir wollen z. B. die ſchon welter oben (6. 611) betrachtete 

Differenzengleichung : 
YAa=y —2 

nehmen, deren Integration, wenn x und y als ftetige Beränderliche betrachtet 
werben, auf bie Beſtimmung der Function % nach der Bebingung: 


YL2X) = (yr)? — 2 (4) 
binansläuft. 
Wir haben gefunden, daß man derſelben Genüge Ieiflet, wenn man: 


yzYı=c"—-c * (5) 
fest; allein Hier verlieren die Conſtanten x,, c die Bereutung, welche fie 
batten, als x,y die correfpondirenden Glieder zweier verſchiedenen Reihen 
bezeichneten, und wenn die Gleichung (5) als eine Auflöfung der Gleichung 
(4) betrachtet wird; fo kann man, ohne die Ausdehnung diefer Auflöfung zu 

1 


beſchränken, c für c*°, ober was daſſelbe if, x, =1 fegen. Dan hat alfo: 


y=ıı=de-te:, (6) 
Nun wollen wir bemerfen, daß fich biefe Gleichung aus der Elimination 
von i zwilchen ven beiven Gleichungen: 


md, yzal-eaı 
ergibt, worin i eine Beränderliche bezeichnet, welche nach conflanten und ber 
Einheit gleihen Incrementen zunimmt. Man Tann alfo für die Conſtante o 
eine periodifche Function von i, wie g(sin. Zri, cos. Zi) ſetzen, welche ihren 
Werth nicht verändert, wenn i um bie Einheit zunimmt, d. h. man kann flatt 
der Gleichung (6) feten: 


Jayuız & (sie. ne T con en ) 





. 2rlog.x 2n log.x I” 
+ E sıB, Tg2 0% TA (7) 


wo alle Formen der Function %, welche in der vorhergehenden Formel ent⸗ 
balten find, der Gleichung (A) genügen. 

Es iſt leicht einzufehen, dag man die Function 3) in der ganzen And- 
dehnung ihres Verlaufes vermittelt der Gleichung (4) conſtruiren Fönnte, 
wenn man die Curve, deren Ordinate durch dieſe Function ausgebrüdt wird, 
zoilgen den Absciffen x,, 2x, willfürlih beſchriebe, wo x, irgend eine von 

ull verfchiedene Absciſſe bezeichnet. Es fei fx diefer zwiſchen ben vorher- 
gehenden Grenzen gegebene Werth von x, fo hat man: 


Sa) = gl 5 folgid: = Pi, ($) 


Folglich iſt ꝙ eine Function von i, welche immer biefelben Werthe wieder 
annimmt, wenn i um bie Einheit zunimmt, und zwifchen den Grenzen: 


log.x, . _. log. 2x, 
Tr Br 


mit einer gegebenen Function von i zufanmenfält. Man kam alſo 9 in 
eine trigonometrifche Reihe von i entwideln, für i feinen Werth als Function 
von x wieder fegen, und diefen Wert von ꝙ in die Gleichung (7) fub- 
ftituiren, fo daß die Function Yx vermittelt dieſes Werthes ven entſprechen⸗ 
den Ausdruck bekommt. 2 

Die beiden Glieder bes letzten Theiles ver Gleichnug (7) reduciren ſich 
für x = 0 auf die Einheit, weil die Größen von der Form sin. (+ ©), 
cos. (+ ©), obgleich fie unbeftimmt find, zwiſchen endlichen Grenzen liegen 
($. 618). Außerdem ergibt fih aus der Gleihung (4) direet (0) 2, 
was für eine befondere Form die Function & auch haben mag, wofern fie nur 
beftändig pofitio bleibt, ohne welche Bedingung die Formel (7), deren letzter 
Theil nothwendig pofitio iſt, nicht flattfinden könnte. 

Differenzirt man die Gleichung (4) in Beziehung auf x, fo erhält man 
Ax)=Yx-Wx, folglich WO) — O, was für eine befondere Form bie 
nnchion x auch haben mag. 

Die Formel (7) kann fi nicht auf negative Werthe von x erfireden, 
weil in der That bie Function gx vermittelft der Gleichung (Y) nur für 
pofitive Werthe von x 2! conftruirt werden kaun, nachdem man bie Form 
der Function fx zwifchen den Absciffen x,, 2x,, wo x, eine poßtive Absciffe 
bezeichnet, angenommen bat, 
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Wir wollen hier noch eine weſentliche Bemerkung hinzufügen, welche bie 

Schriftſteller, die dieſen Theil der Analyfis behandelt Haben nicht in Betradt 
ezogen zu haben fcheinen, nämlih, daß bie Formel (7), ungeachtet ihrer 
Allgemeinheit, ber Gleichung (A) nicht auf bie mögliäft allgemeinfie Weiſe 
Genäge leiftet, eben weil die Anwendung biefer Formel vorausfeßt, daß bie 
Function I beftändig pofitio bleibt, und daß folglich die zwifchen den Grenzen 
Xor 2x, gegebene Function fx, ſelbſt zwiſchen biefen Grenzen, ſtets pofitiv 
if. Num würde aber nichts hindern, die Zunction 2) vermöge der Gleichung 
(4) außerhalb biefer Grenzen zu conftruiren, jelbfi wenn bie Function fx 
zwiſchen den Grenzen x,, 2x, beftänbig negativ wäre, oder vom Poſitiven 
zum Negativen überginge. 


6. 623. Man hat die Befimmung der willkürlichen Functionen in ben 
Integralen der partiellen Differenzialgleihungen auf bie Integration der Dife 
ferenzengleichungen zwiſchen fletigen Veraͤnderlichen zurüdgeführt, und obgleuh 
es fheint, dag man dadurch auf Feine wirklich nüglihen Anwennungen geführt 
wird; fo wird es des Zufammenhanges ber Theorien wegen doch nicht unmüp 
fein, "Einiges hierüber zu fagen, und ein einziges Beifpiel iſt zu biefem Zwede 
hinreichend. 

Es fei die Gleichung: 


s=p(x+taey) + Y(x—ay) 
gegeben, welde von ber Integration der partiellen Differenzialgleifung der 
zweiten Ordnung: 





dis __ — a2 d’z 
dx? dy? 
ae und wo man bie darin vorfommenven willfürlihen Functionen g, % 
o beſimmen will, daß 
—fx für n=mx, m z=fz für y * nx 


it, was barauf hinausfäuft, die Durchſchnittscurven der Frummen Fläche, deren 
veränderliche Coordinaten x, y, z find, mit zwei durch bie Are der z gelegten 
Ebenen zu beftimmen. 


Es if: 
fx = p[x(1 + am)] + Y[x(1 — am)] 
= pl(1 + an)] + Ylx(l — w)], 
und wenn man fucceffive: 
xi—am)=v, xl1—a)= 


feßt, fo verwandeln ſich biefe Gleichungen. in vie folgenden: 
f (—)= lt tr am er) Ur 


(u) (Te a) + Hr 


Berbindet man biefe Gleichungen durch Subtraction, fo wird die Function 
.Reliminirt, und man hat: 


. -VY— 


oder —8 : 





"® 








ꝙ (hu) — ygu=Fu, (9) 
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1-Fan (14 am) (1 — au) 

—ı mu, — —— /h 

1—an (1—am)(1-ran) 
feßt, und wenn man durch Fa eine Function bezeichnet, deren Zuſammen⸗ 
fegung gegeben iſt. Nun iſt aber einleuchtend, daß die Gleichung (9), wie 
bie Gleichung (4) im vorhergehenden g fih anf eine Differenzengleichung zu⸗ 
rücführen, und auf eine ähnliche Weife behandeln laͤßt. Wenn man aljo u 
und Pu als Aunctionen bes Inder i betrachtet, welcher nach ceonflanten und 
ber Einheit gleichen Differenzen zunimmt, fo hat man: 


UH —ha,, Gir — 9 Fui, folglich: uv=u,h, 9 =2+F(a,hi), 


Nachdem die durch das Zeichen 3 angedeutete Integration verrichtet ift, febt 
man für i feinen Werth als Kunction von u, fo erhält man Yu als Aunction 
von a ausgedrückt, wo dieſe Function flatt der willfürlichen Conftanten eine 
wiflfürlihe Function enthalten muß, welche ihren Werth nicht verändert, wenn 
u in hu verwandelt wird, oder eine Function von der Form: 


( .  2rlog. u 27 log. ) 
DI sıB. ’ COB. 
log. h log. h 


In gu fest man für u feinen durch v ansgebrüdten Werth, und irgend eine 
der Gleichnngen (8) beſtimmt alsdann bie Form der Function W. 

Aber es iſt wohl zu bemerfen, daß die Data der Aufgabe die Korm ber 
Funetion Yu nur zwiſchen Absciffen, wie u,, hu,, fennen Ichren und folglich 
nicht auf die Beſtimmung der in dem Integrale der Gleichung (9) vorkom- 
menden willfürlichen Function w führen, ab efeben davon, daß dieſes Integral, 
obgleich es ein vollſtaͤndiges iſt, nicht biefelbe Ausdehnung Haben kann, als 
die Gleihung (9), wie bereits im vorhergehenden 5 bei dem Integrale der 
Gleichung (4) bemerkt worden. Man muß alfo dieſes Berfahren zur Be—⸗ 
flimmung der in den Integralen ber partiellen Differenzialgleichungen vorkom⸗ 
menden willfürlihen Functionen als eine bloße analytifhe Transformation 
betrachten, wodurch die Auflöfung der Aufgabe im Grunde nicht weiter ges 
fördert wird, mit weldem Verfahren fi) die Geometer befchäftigt haben, noch 
ehe die phyfifalifhen Anwendungen biefelbe Aufgabe aus einem andern Ge= 
ſichtspunkte betrachten ließen. 


F. 624. Bon den Aufgaben der reinen Geometrie, deren Auflöfung ſich 
der Integration der Differenzengleichungen zwifchen fletigen Veraänderlichen 
anfchließen laßt, wollen wir die folgende, unter dem Namen des Problemes 
der reciprofen Trafectorien befannte hier anführen, welche darin befteht: 
eine Eurve MM’ (Fig. 104) von ſolcher Beſchaffenheit zu befchreiben, daß, 
wenn man bie ihr in Beziehung auf die Are ver y fymmetrifche Curve NN’ 
eonftruirte, und dieſer eine zu der Are der y parallele fortrüdende Bewegung 
ertheilte, letztere die erſte Curve immer unter einem conflanten Winkel « = sat. 
durchfchneidet, wo as, at die Tangenten der beiden Eurven in dem Punkte 
find, wo fie die Are der y durchſchneiden. 

Es feien p, q zwei auf der Are der x in gleichen Entfernungen vom 
Anfangspunfte genommene Punkte; wir wollen die Ordinaten pm, qun’ und 
die Trajectorie vv’ ziehen, welche durch den Punkt n! geht, fo ift ver Winkel 
vn’q = Nog, weil die Trafectorie NN’, parallel zu der Are der y forträdend, 
in die Rage vv‘ gefommen if. Der Winkel Nnq iſt wegen der Symmetrie 
der Curven MM‘, NN’ in Beziehung auf diefelbe Are dem Winkel Mmp gleich, 
und folglich if der Winkel an'v = an/q -/-ga’v — ang -+ Mmp, Aber es iſt 








— — 


auch nah ver Vorausſezung an» = a, und wenn man bie Ordinate ber 
Eurve MM! mit fx, fowie die Absciffen Oq, Op reſp. mit x und — x be 
zeichnet, fo bat man: 
1 1 
In _ . u — — 
tanx. ang = A’ tang. Mmp 5 
und folglich muß die Function fx nad) den Bedingungen ber Aufgabe ber 
elation : 


1 m 





arc. fang. = -- arc.tang. 


genügen, 
Wir wollen: 


1 1 
-3 * trmung æ ſx (11) 


feben, fo verwandelt ſich die Gleichung (10) in /x« + fF(—- x) =0 und drüdt 
aus, daß die Function f, welche übrigens willlürlih angenommen werten 
fann, eine impaare Function if. 
Aus der Gleichung (11) ergibt fi: 
fr 1 __1—tang. io »tang. fx 
— tang. ( æ -1- fx) fang. 1 @-- tang. k 
aber wenn fx eine beliebige impaare Function —* fo bezeichnet tang. fx 
auch eine beliebige impaare Function; man kann alio 
1—taug. 1a» fx 


tang. ta -+- fx 


fx — JA 1 —tang.ja+fx dx 
tang. 1a —- fx 
feßen, wo durch die Integration eine willkürliche Conftante eingeführt wird. 
äfte mm man biefe Yuflöfung duch Differenzenintegrale erhalten wollte, fo 
müßte man 


(x 


und folglich: 


arc. tang. = 1; arc. tang. — = Jr, LK — xi 


f(—x) 
ſetzen, folglich if: j 
3 = .(— 1), y= 4 & 4 b(— 1), 
und wenn man i elimimirt: 
„= Sat _x=sate, 


Die Buchſtaben a, b, e bezeichnen in dem Kalle der discontinuirlichen Ver⸗ 
änderlihen willfürlihe Confanten, welge in dem enigegengef Falle 
Functionen von i werden, welche blos der Bedingung zu genügen haben, daß 
fie ihren Werth wicht verändern, wenn i um eine Einheit zunimmt, oder wenn 
x ſich in — x verwandelt. In der Gleichung: 


arc.tang. - = 5 ‘ex (12) 


brüdt alſo c eine beliebige paare Function, unb cx irgend eine impaare 
Tunction von x aus, vermöge weldyer die durch die Gleichungen (11) umd 
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(12) ausgebrüdten Refaltate zufammenfallen. Diefer Schluß hat vie erfor- 
berlihe Strenge, weil man fi) vorflellen fann, daß der Uebergang von ber 
Discontinuität zu der Kontinuität nur nach der Elimination der discontinuir- 
fihen Function (— 1) flattfindet; allein wir haben eben gefehen, daß es 
einfacher ift, nicht darauf zuruͤckzugehen. 


I. Bon den Gleichungen mit gemifchten Differenzen. 


$. 625, Unter Oleihungen mit gemifchten Differenzen verfleht 
man diejenigen, worin zugleih die Differenzialevefficienten und vie endlichen 
Differenzen einer Function, fowie auch die, worin bie Differenzialevefficienten 
einer Differenz oder die Differenzen eines Differenzialcvefficienten vorkommen. 
Gleichungen diefer Art kommen nicht blos bei Gelegenheit geometrifcher Auf- 
gaben, weldhe, wie die im vorhergehenden $, nur ein Gegenſtand der Wiß⸗ 
begierbe find, fondern auch in den analytifchen Unterfuchungen vor, welche fich 
an bie vollfländige Integration der partiellen Differenzialgleichungen, und an 
die Beflimmung der willlürlichen Functionen nach gegebenen phyſiſchen Be⸗ 
dingungen anfchließen. 

Wir wollen 3. B. annehmen, daß eine Function fx der Gleichung: 

fix — f(x +21) — k2ffx + f(x +20] 0, (13) 

worin 1, k Conftanten bezeichnen, Genüge Ieiften muß, fo nimmt diefe Glei⸗ 
bung, wenn man fx—y, 21= Lx feht, folgende Form an: 


44 
24 k2(Ay-+2y)=0, 


und iſt nad) der eben gegebenen Definition eine Gleichung mit gemifchten 
Differenzen. . 
Man genügt berfelben, wenn man 


y=fx=AcosAx+Bsin.\x 
fest, wo A, B,A Eonflanten bezeichnen; denn aus biefer Annahme folgt: 
fx-+f(x+ 21) = 2[A cos. A(x-H-1) + Bein. Mx -H] cos. Al 
fx — f(x + 21) = 2[Assin. A(x +1) — B cos. A(x--1)] sin. Al 
fx — f(x 1-21) = 2[A cos. A(x + 1) -+-Bsin. A(x + 1)]A sin. Al, 
umd folglich ift vermöge der Gleichung (13): 
2[A cos. A(x + 1) + Bein. A(x--1)] [A sin. AI— k? co. Al]=0, 
Wenn man alfo durch A,, B; unbeftimmte Conſtanten, und durch A, eine ber 
unendlich vielen Wurzeln der transcendenten Gleichung: 
Asin.At— k2 cos. Al 0 (14) 
bezeichnet, fo kann man wegen ber linearen Form der Oleihung (13) 
fx = 3. A,cos. Ax + 3 + B,sin. A;x 
feben, wo fi die Summationdzeichen auf alle Werte des Inder i erſtrecken. 
Die vorhergehende Formel gibt: 
3-Aco.A\x=1ilfx--f(—x)]=/x (15) 
F+B siaaAx=ilk— f(—x)] = Fx, (16) 
und durch biefe Gleichungen Tann man bie Coefficieuten A;, Bi beflimmen, 
wenn die Function fx zwilchen den Grenzen — 1, 41, ober die Zunctionen 
fx, Fx, wovon die erfte nothwenbig eine paare, und bie zweite eine unpaare 
ift, zwifchen ven Grenzen O, I gegeben find. 


8 _ 
Denn wenn man durch i’ einen particulären, aber übrigens befichigen 
Werth des Inder i bezeichnet, fo ergibt fi aus der Bleidhung (15): 


1 — *. sin. (Ay — Ay)l sin. (A; —- Ay)1 
ST coß, Bu fede =23 A; au) —_ hr) + au) + Ar) ) 


— * A, (@ sin. A;l + cos. Aul — Aus sin. },,l + cos. ) , 


MA 


Bermöge der Gleihung (14) verſchwindet der Coefficient von A; für alle 
von it verſchiedenen Werthe von i, Wenn ii ift, fo erſcheint dieſer Coef⸗ 
fieient unter der Korm 4 und hat den Werth: 


2 1-1 sin. 2Al 
Ak; ' 
woraus fich ergibt: 


af co8. LE e fEdk 


2,1 + sin. 21 
Die Gleichung (16) gibt: 


2e B/); cos, Aıx = Fix, 


4 YA cos. A,& +FiädE 
B=-I______, 
2A; 1 - sin. 24 ;l 


Die Integrale aller Iinearen gemifchten Differenzengleihungen Taflen ſich 
ausdrücken durhd Summen von Trponentialgrößen, Sinuffen oder Kofinuflen, 
welche die unendlich vielen Wurzeln einer transcendenten Gleichung zu Para- 
metern haben und mit conftanten willfürlichen Eoefficienten multiplicirt find. 

Wenn fih die Lineare oder nicht Iineare gemiſchte Differenzengleihung 
integriren läßt, zunächft in Beziehung auf die endlichen Differenzen, und dann 
in Beziehung auf die Differenziale, oder umgelehrt; fo fagt man, daß fie 
eine fuccefjive Differenzgengleichung fei, und man kann ſich vorftellen, 
daß fie entweder unmittelbar aus einer Differenziation einer Differenz, oder 
aus einer Differenzenbilvdung nach einer Differenziation entftanden if. Man 
kann alfo die Gleichung (10) als eine Gleichung mit fuccefiiden Differenzen 
betrachten; denn es ift zuerft die Function f!x durch eine Operation beflimmt, 
welche mit der Integration einer Differenzengleihung gleichbeveutend iſt, und 
dann wurde die Function fx durch eine eigentliche Integration aus der Yunc- 
tion f'x abgeleitet, 


®. 


A= 


und folglich iſt: 


II. Ueber vie endlichen Differenzengleichungen mit zwei unabhängigen Beränberlichen. 


$. 626. Wir können diefen Gegenftand nicht verlaffen, ohne von der 
Anwendung der Rechnung mit emblichen Differenzen auf Functionen mit zwei 
unabhängigen Veränderlichen auch einige Worte zu ſagen. 

Es fei = eine Function der beiden Veränderlichen x, y, welche nad con- 
flanten Differenzen Ax, Ay wachen, und es feien Az, A,z, Ax refp. bie 
partiellen Differenzen ın Beziehung auf die Beränderlichen x,y und bie Total⸗ 
differenz; fo hat man: 








I,AsZ Ads, 3+ ds=s+ As + If{s-+ Is), 
woraus fih das Nefaltat: 
I= Is + Aa I,4, 
ergibt, welches man burch die ſymboliſche Gleichung: - 
ISs=M+I931+4)— 1: 
ansbrüden kann. Ebenſo fände man: . 
Js=[( + I) +II— 1]?: 


„ro vo. vo vo He 31 91 8 9 91 91 1 91 9 1 ee 9 9 91 9 9 9 © 


AsZ [1 + IIA+ II — 172 
amd wenn u eine Function von einer beliebigen Anzahl von Beränberlichen 
X, y, 2.... bezeichnete, fo hätte man auch: 
Ami + U +MUA+N...—iru 

Da die Differenzen Ax, Ay als conſtant vorausgefest find, fo kann 
man fie der Einheit gleich fehen ($. 583) und annehmen, daß vie Veränder- 
lichen x, y die Reihe der natürlichen Zahlen durchlaufen, und in dieſem Falle 
bezeichnet die Function z,, das allgemeine Glied einer Tafel mit boppeltem 
Singange ($. 116), wo x und y die Indices oder Orbnungszahlen der beiden 
Eingänge der Tafel, oder der Horizontal- und Berticalxeihe fa, welchen das 
Sach mit dem Werthe =, , zugleich angehört. 

Bon welcher Befchaffenheit die conflanten oder verändberlichen Werthe der 
Differenzen Ax, Ay auch fein mögen, fo laffen fi die verſchiedenen Werthe 
der Zunetion = doch nur dann beflimmen und in eine Tafel bringen, wenn 
man die Reihen von Werthen beftimmt, welche die Beränderlihen x, y reip. 
durchlaufen. Es feien i, i die Indices dieſer beiden Reihen, fo iſt x eine 
beflimmte Function des Inder i und y eine beftimmte Function des Index i. 
Man kann alfo als eine Function der Indices i, i’ betrachten, welche did» ’ 
eontinuirlihe Veränderlihe find und namentlich die Eigenfchaft Haben, nad 
eonflanten, der Einheit gleichen Differenzen zu wachen. Bei allen ben von 
ber Form der Function =,, unabhängigen Schlüffen kann man alfo umgelehrt 
Ax=1, Ay=1 feßen, ohne ihre Allgemeinheit zu beeinträchtigen. 


$. 627. Blos um die Natur der durch die Differenzengleichungen, worin 
mehrere unabhängige Beränberliche vorkommen, ausgebrüdten Relationen an- 
zubenten!, wollen wir die fehr einfache Gleichuug: 


1, = 8, yH 4 2,7 («) 
betrachten, und annehmen, daß die Function ».0= fox gegeben fei; fo ergibt 
fih ans der gegebenen Gleihung: , 


Z,+1,1 — Zr 1 + 22,07 ober 4. 3,1 fıXı 
und folglich: 
2,1 = Zf,x — fx. 

Ebenfo würde man 2,9, 337. ... und enblih z,, beſtimmen, indem y eine 
beliebigen pofitiven, und x einen pofitiven ober negativen Werth hat. 

Die anfängliche Funchon fx bleibt willlürlich, und außerdem werben 
durch die fucceffiven Integrationen in bie Zunctionen fx, f,x, ıc. willkürliche 

onftanten eingeführt, deren ins Unendliche fortlaufende Heibe implicite be⸗ 

flimmt wird, wenn bie Function =o,, für alle pofitiven Werthe von y gegeben 
if. Aber wenn die Function zo, = F,y für alle negativen und poftliven 

Cournot, Theorie der Zunctionen zc, 4 
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Werthe gegeben wirb, fo bleibt die Function 2,0 /,x nur für die negativen 
Werthe von x willfürlih und iſt Dagegen für alle pofitiven Werthe verfelben 
Beränderlichen implicite beflimmt. Denn aus der Gleihung («) folgt: 

2, =F,y + F,( — 1), 2,=F,y --2F (5 — 1) +F,(y— 2): 
und ebenfo würde man 235, Zuyr+ «+ 2, beflimmen, wenn x einen beliebigen 
pofitiven und y einen pofitiven ober negativen Werth hat. 

Man kann die Ausdehnung des Ausprudes von =,,, welcher fich auf alle 
Werthe von y und auf die pofitiven Werthe von x erftredit, als mit ber dei 
Ausdruckes derfelben Function, welcher fih auf alle Wertfe von x und auf 
die pofitiven Werthe von y erſtreckt, vergleichbar betrachten; jedoch enthält 
der erfte nothwendig nur eine willfürliche Function F,y, welche zwifchen den 
Grenzen — co und — oo gegeben fein muß, während ver zweite zwei will- 
Fürlihe Functionen enthält, namlıh fx, welche zwilchen den Grenzen — m, 
+ © gegeben fein muß, und F,y, welde blos zwilchen den Grenzen 
0, + © gegeben zu fein braudt. Diefes analytiſche Factum rührt daher, daß 
die Beränderlichen x, y in der Bleihung (a) nicht fymmetrifh vorkommen, 
und es hat mit der Nebuction der willfürlihen Kunctionen in den Integralen 
ber gewöhnlichen partiellen Differenzialgleichunaen , worin die höchften Ablei- 
tungen der Function nicht in Beziehung auf jede ber unabhängigen Beräuber- 
Iihen von berfelben Ordnung find, Aehnlichkeit; aber es bietet den merkwür⸗ 
digen Umftand dar, welcher bis jest noch nicht bemerkt zu fein feheint, daß 
fih die Anzahl der unabhängigen willfürlihen Functionen mit dem Zeichen ber 
Zahlenwerthe der unabhängigen Veränverlichen ändert. 

Für die negativen Werthe von y läßt fi die Xafel der Größen z,, 
conftruiren, ohne daß man weiter etwas zu fennen braucht, als die Function 
f,x zwifchen ven Grenzen + 00; denn bie Gleihung (a) gibt: 

.,.=fh& +1) fin 2, fl +2) — fo +1) for 26, 

Dagegen muß zur Conftruction der Tafel für die negativen Werthe von 
x die Function F,y zwifchen den Grenzen + o und außerdem bie Function 
f,x zwilchen ben Grenzen O0, — oo gegeben fein; denn aus ber gegebenen 
Gleichung ergibt ſich die Differenzengleichung : 

2-,11173-1,,=F,(y+1) 
woraus man z_,,, nur durch eine integration in Beziehung auf y, woburd 
eine willtürliche Conſtante eingeführt wird, erhalten kann. Dur den Ueber⸗ 
gang en Zz_1,y 34 s_3,, würde eine neue willfürliche Conflante eingeführt, 
u. * ‘ 

Gefest, man wollte die Tafel der Werthe ver Function z,, blos für die 
pofitiven Werthe von x, y conflruiren, und man hätte für alle pofitiven Werthe 
von xz,2,0—f,x—1. Herner wollen wir annehmen, es wäre für alle pa 
fitiven Werth bes Inder „oo=1 und »,—F,y=0; fo ergibt fih nad 
diefen Vorausſetzungen: 

&,,1 = > — 1 = x 





. 
1.2 

23m x(@ 1) _x(x-1)@ 2 
’ 1.2 1.2.3 


„.„„a—-@—-2)...&-y+1) 
u 1.2.3...y l 
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d. h. die durch die Gleichung Ca) beſtimmte Yunction =,, iſt vermdge ber 
Boransteßungen über die anfänglichen Funetionen ber Eoefficient ar br in 
der Entwidelung der Potenz (a -+ b)*. 

Wenn x, y ftetige Veränderliche bezeichneten, fo fünnte die rumme Fläche, 
deren verticale Ordinate z,, ift, für alle pofitiven Werthe von x conftruirt 
werden, wenn der Werth der Function für alle Wertbe von y, und für bie 
zwifchen O und — 1 liegenden Werthe von x gegeben wäre, oder der zwifchen 
der Ebene der yz und einer in der Entfernung x — 1 zu berfelben gelegten 
parallelen Ebene liegende Streifen der krummen Flaͤche. Denn es fei F(x,y) 
Die zwifchen diefen Grenzen gegebene Function, fo hat man: 


2, = Fix,y) + Fis,s— 1) 
Z,42,y — FKx,y)+2Fx,y—1)+-F(x,y— 2), 


uf. f. 
$. 628. Betrachten wir noch die Gleichung: | 
2.4, y + 8,—1,y — 2,,y# J- 3..y—11 (8) 
welder man die Form: 
| Ir, = Aa, (B) 
geben kann, und welde der Gleichung ber ſchwingenden Saiten: 
==. @ 
dx? dy? 


analog ift; fo findet hier das Merfwürbige flatt, daß das allgemeine Integral 
der partiellen Differenzialgleihung (b), nämlich: 
z=px +) V)y), (=) 

ws 9,% willfürlihe Functionen bezeichnen, auch den endlichen Differenzen- 
gleihungen (#) und (B) Genüge leiſtet, wie fich Leicht darthun läßt. 

Die Tafel der Werthe ber Function z,, läßt fi) vermöge der Gleichung 
Cd) für alle Werthe der Veränderlichen x, y conftrgiren, wenn für alle Werthe 
von x bie beiden Functionen 20 — Fox, zn ı = fx willfürlih gegeben find; 
benn alsdann hat man: 

z2=f(x +1) +rf, x—ND—fıx 

;z=f x+9+f,x+tf,x—-29—-f,@+)—f,“—D, ꝛc. 

2, =f, +) +f,@—-D)—fıx 
z, of x ++ th -Dd- f. ) —h@—1), . 

Vermittelſt derſelben Data fünnte man die Funchionen p und Y in dem 

Integrale (z) beſtimmen, denn man hätte: 
g+Yı=fr, X+Y—Y)=fl—1), 
woraus folgt: 
vx - Yı— 2)=f,x f(x —1), 

eine endliche Differenzengleichung zwifchen zwei Beränverlichen, welche bie 
Function V, und folglich die Function 9 gibt. 

Wenn zwilchen den Functionen f,, f, die Relation: 

fx=if, +) +4 —1) 

ftattfindet, fo ergibt ih ꝙ — V, und das Integral nimmt alodann bie Form an: 


%y — f(x ty) -Hif—JV) 
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Wir wollen annehmen, daß die Function =,, nur zwifchen den Grenzen 
x—=0, x=1 gegeben ſei; aber daß die Functionen z,,, 2, für alle Werthe 
von y verſchwinden, fo hat man vermöge diefer Bebingungen: 

fr =-f(- N ober fıx=—-f-%) 

f 59) - - ) 0 — 5) fo-H. 

Die erſte dieſer Gleichungen zeigt, daß die in ihrer ganzen g 
genommene Function f, eine impaare iſt und bie zweite zeigt, daß dieſe Fuc⸗ 
tion periodiſch iſt, fo daß fie nur zwifchen ben Grenzen 0, 1 einer Peri 
gegeben zu fein braucht, damit fie in der ganzen Ausdehnung ihres Berlanfes 
als gegeben betrachtet werden kann. 

Wenn x, y eontinuirliche Veränderlihe bezeichnen, fo if die Gleichung 
(z) nur noch ein particuläred Integral der Gleichung (2), welder man al- 
gemeiner durch die Formel: 

8, =Yplx+ywolzy)]+ Pl —yw,(ay)] (Z) 
gerägt, wo w, w, willkürliche Kunctionen von x,y find, welde aber ihren 
erth nicht ändern dürfen, wenn dieſe Beränderliden um eine Einheit zu 


nehmen. 
Statt Ax=1, Sy=1 zu feßen, kann man Ax—h, Ay ſetzen, 
wo h eine beliebige Eonftante bezeichnet, und das allgemeine Inteiel ber 
Gleichung: 


Syth,y + 2%, hy — &,,yth + ne Y (P,) 
welche man wegen Ax Ay h auf die Form: 
Asııy_ Ayzıyı 
u Fre a 


bringen kann, wirb wieder durch bie Gleichung (z) oder durch (2) andge- 
brüdt, je nachdem man bie Beränberlichen x, y als discontinuirlich, ober als 
eontinuirlich betrachtet. In diefem Falle dürfen die Yunctionen w, w, den 
Werth nicht ändern, wenn x ober y um h zunimmt, ober w und w, find 
Functionen der Ordßen: 

. 20x Zn , 2 In 

sin. cos. ——, sin. * cos. * A) 

Wenn man die Conſtante h gesen Null convergiren laͤßt, fo verwandelt 

fih die Gleichung (B,) an der Grenze in die Gleichung (b), und da bie 
Zunctionen (H) für h=0O eine Unterbrechung der Stetigfeit erfahren, fo 
drückt die von diefen discontinuirlichen Functionen befreite Gleichung (=), welde 
überbie von (Ch) unabhängig ift, in der Borausfeßung der Stetigfeit der 
Beränderliden und für h= 0 das allgemeinfte Integral der Gleichung (B,) 
aus, d. h. fie gibt das allgemeinfte Integral des Gleichung (L), wie dieſes 
unmittelbar aus ber Xheorie der partiellen Differenzialgleichungen folgt. 
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Wir wollen annehmen, daß die Yunction =,, nur zwifchen ben Grenzen 
x—=0, x=1 gegeben ſei; aber daß die Functionen z,,,, z, für alle Werthe 
von y verfhwinden, fo hat man vermöge biefer Bebingungen: 
fr=-h(-Y) ober fıx=—fı(l— x) 
f£A+=—-FA—yY fA+D)=f&—). 

Die erfte diefer Gleihungen zeigt, daß bie in ihrer ganzen Auspehuung 
genommene Yunction f, eine impaare ift und bie zweite zeigt, daß dieſe Func⸗ 
tion periodiſch ift, fo daß fie nur zwifchen den Grenzen 0, I einer Periode 
gegeben zu fein braucht, damit fie in der ganzen Ausdehnung ihres Berlaufet 
al8 gegeben betrachtet werben kann. 

Wenn x, y continnirlihe Veränderliche bezeichnen, fo if die Gleichung 
(=) nur noch ein particuläres Integral der Gleichung (2), welder man all- 
gemeiner durch die Formel: 

5, =Y9[lx+ yolzy)]+ Ylx—yw,(xy)] (2) 
genügt, wo w, w, willtürliche Zunctionen von x,y find, welche aber ihren 
Werth nicht ändern dürfen, wenn dieſe Beränderlihen um eine Einheit zu- 


nehmen. 
Statt Ax=1, Ay=1 zu feßen, fann man Ix—h, Ay—h feben, 


wo h eine beliebige Eonflante bezeichnet, und das allgemeine Integral ber 
Gleichung: 


Syth,y + Zı—h,y — Sı,ythı + 2,,x—hj (#,) 
welche man wegen Ax = Ay h auf die Form: 
PDz.—ı,y _ Is 
dx 44y2 8) 


bringen fann, wird wieder durch die Gleichung (=) ober durch (2) ansge- 
drückt, je nachdem man die Beränberlihen x, y als discontinuirlich, oder als 
eontinuirlich betrachtet. In diefem Falle bürfen die Yunctionen w, w, den 
Werth nicht Ändern, wenn x ober y um h zumimmt, ober w und w, 
Functionen ber Größen: 


sin. ne , cos. = , sin. = , cos. =Y . (H) 


Wenn man die Eonflante h gesen Null convergiren laͤßt, fo verwandelt 
fih die Gleichung (B,) an der Grenze in die Gleichung (b), und da bie 
Functionen (H) für h=0O eine Unterbredung ver Stetigkeit erfahren, fo 
brüdt die von dieſen biscontinuirlichen Aunctionen befreite Gleichung (=), welche 
überdied von (h) unabhängig ift, in der Vorausfehung ber Gtetigfeit ber 
BVeränverliden und für h = 0 das allgemeinfte Integral der Gleichung (B,) 
aus, d. h. fie gibt das allgemeinfte Integral des Gleihung (L), wie dieſes 
unmittelbar aus der Theorie der partiellen Differenzialgleichungen folgt. 
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